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tées grâce & la méthode de la variation des constantes. 3i5* 

4tî0*. — Bésoiution rapide dequations transcendantes 06 figurent les fonc¬ 
tions cylindriques. 3ao* 


QUARANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

DES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES ET DE LEUR INTÉGRATION* 
SOUS FORME FINIE : ÉQUATIONS DU PREMIER ORDRE. 


421*. — Des équations aux dérivées partielles : idée de leur utilité_... 3 n* 

422*. — Signification des équations aux dérivées partielles; existence et 
étendue de leurs intégrales générales, dans les cas oh une des 
variables indépendantes peut dire choisie comme variable prin¬ 
cipale. 3 j3‘ 

423*. — Des cas où soit une variable désignée, soit même aucune des va¬ 
riables figurant dans les équations, ne peut jouer le rAie de va¬ 
riable principale. 337 * 

424*. — Description des surfaces définies par une équation du premier ordre, 
au moyen de courbes, dites caractéristiques, ne dépendant que 
de cette équation et de données relatives à leur point de départ. 3*jq* 
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V25*, — l.’intégratioad’uncéquatUm aux dérivéesparticlles du premier ordre 
sc réduit toujours à celle d’un système d'équations différen¬ 
tielles. 33 i* 

MC*. — Forme plus simple de l'intégrale, quandl'équation est linéaire par 

rapport aux. dérivées de la fonction inconnue. 333* 

127*. •■ De quelques cas oii Ton sait ramener l'intégration d'un système 
d'équations aux dérivées partielles du premier ordre il celle d’é- 
quations différentielles; système de Jacobi, linéaires par rapport 

aux dérivées......... ‘îi.'i* 

4*28*. — Exemples de l'intégration d’équations du premier ordre, linéaires 

par rapport aux dérivées de la fonction inconnue. 3 Mi* 

Mî)*, — Exemple d’une équation non linéaire : Surfaces développables ou 
enveloppes d’une série de plans; enveloppe d’une suite de sur* 

faces, etc..... ;ï:lq* 

4'ili*. -• Intégrales complètes et solution singulière d’une équation aux dé* 

rivées partielles du premier ordre.*.. 3{3* 


QUARANTE-TROISIÈME LEÇON. 


SUITE t>K L’iXTÉOtUTlOS, K N TERMES FtSia, DE» ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES 
PARTIELLES : Kg U Ar 10 .VS D ORDRE UUl'KttlEUtt. 


Ml*. * Équations aux dérivées partielles du second ordre : méthode de 

Monge pour l'intégration de certaines d’entre elles. :»',C* 

Mî*. — Premier exemple : Intégration de l’équation du second ordre qui 

caractérise les surfaces développables.... 3'jq* 

133*. — Deuxième exemple : Equations aux dérivées partielles du second 

ordre immédiatement réductibles à des équations différentielles. Iju* 
131*. — Aperçu des transformations d’Euler, do Laplaceet de Legendre... 333* 
133*. — Intégration de l'équation de d’Aiembert ou des cordes vibrantes, et 
d’une équation plus générale, qui régit les phénomènes de pro* 

pugalion d’ondes dans un milieu en mouvement.. 338* 

130*. — Analogie de l’équation des cordes vibrantes et, en généra), des équa¬ 


tions linéaires aux dérivées partielles, avec les équations diffé¬ 
rentielles linéaires, au point de vue des principes de superposi* 
lion et de proportionnalité : cas où il y a égalité des racines de 

réquation caractéristique...... 3(io* 

137*. — De la délcrmination des fonctions arbitraires : applications aux 
ondes propagées dans un sens unique et lois de deuxième approxi¬ 
mation clc ces ondes....... 3<n<* 


m\ 


Extension, à certaines équations cl ù certains systèmes aux déri¬ 
vées partielles, des méthodes de décomposition des intégrales en 
solutions simples, et d’élimination, fondées sur l’emploi des fan- 
tf d 

leurs symboliques 1 » * * » et qui sont générales dans le cas 


d’équations différentielles linéaires sans seconds membres, i\ 
coefficients constants, amenées à leur forme normale. 


3fü>* 
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() U A H A \Ti:4 v ) UATR1 KM K LEÇON* 

rnqcKDKs D^xTêdnATioN rouit u:a équations aux dérivées PAR¬ 
TIELLES, SPÈCIAUX AUX PROBLÈME# DE IMtYMtQL'K MATHÉMATIQUE 

gi'i concernent li:s cou!'» de grandeur finie : ktude d’états 

VARIABLE» KN FONCTION DU TKMl'S, 

W9*. — Idée générale de» équation» de la Physique mathématique. 

W. — Sur leur réduction à des systèmes d'une innnité d’équations diffé¬ 
rentielles, formées pour un réseau de points régulièrement alignés 

en files parallèles aux axes... ;j--* 

•îil*. — Démon st rat ion, par des procédés spéciaux, de la détermination 

des problèmes de Physique mathématique. jsr 

S12*. — Hésoluüon générale des problèmes concernant l’étal variable des 
corps, par la superposition d’une infinité de solutions simples, 

affectées, chacune, d’une constante arbitraire. js-* 

413*. — Formation directe des solutions simples; détermination de leurs 

coefficients respectifs, d’après l’état initial donné. V 

411*. — Difficultés subsistant encore dans cette question, et inconvénients 

de Ju solution indiquée....... 3 ^* 

415*. — .Ses avantages, dans les cas ou quelques-unes des solutions simples 
ont une iufiuencc prédominante ; régularisation de certains phé¬ 
nomènes par extinction des termes à variation rapide. :h/i* 

440*. — Exemples d’états variables exprimés pur dos séries: Corde vibrante 
fixée aux deux bouts, et refroidissement d’une barre par ses ex¬ 
trémités, maintenues ù lu température zéro... :|ij« 4 


Q U A H.VNTE-CINQ U1KM E LEÇON. 


XLTTK DE L’iXTÉUUATlON DES ÉQUATIONS Dlï LA HlYSlyt'i: MATHÉMA¬ 
TIQUE FOUR LES COUI»S DK DIMENSIONS UNIES ; ÉTUDE D’ETATS 
l'EUMANKXTS. 


417*. — Extension des méthodes précédentes aux problèmes d'état perma¬ 
nent, quand une des coordonnées peut y jouer le rôle de variable 
principale : exemple relatif aux températures stationnaires d’un 
prisme...... 

448*. — Même problème des températures stationnaires pour un espace 
plan, soit limité par un rectangle curviligne, soit annulaire : sa 
solution générale, dans le cas oit l’un eu connuit une solution 

particulière simple..... 

449*. — Exemptes : Secteur d’une couronne circulaire; rectangles limités 
par deux familles d’arcs de cercle ou par une famille de Icmni- 


scalcs et une famille d'hyperboles, etc...... 

— Note sur la réduction de Hicinanu, pour ccrluines équations aux 
dérivées partielles du second ordre..... 

« - • * _ .à " 


450*. — Solution soit approchée, soit quelquefois même exacte, au moyen 
d expressions entières et finies, du problème des tempéra turcs 
stationnaires, pour un espace plan limité par un contour quel¬ 
conque, et réduction, A ce problème, d’autres questions impor¬ 
tantes de la Physique mathématique. 
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QUARANTE-SIXIÈME LEÇON. 

PROCÉDÉS D’iNTEüiUTlQN DUS ÉQUATIONS DS LA PHYSIQUE MATHÉMA¬ 
TIQUE, POUR LUS CORPS D*UXE ETENDUE CESSÉE INFINIE t ÉQUATIONS 
XK CONTENANT QUE DK9 DÉRIVÉES D’UN MÊME ORDRE PAIR, ET Qt’f 
SIXTÈURENT PAR DES POTENTIELS, 

451*, — Drus quelle* circonstances les dimensions d’un corps peuvent être 


supposées infinies; des simplifications qui s'y produisent..,.... 

45Ï*. — Intégration parles potentiels, dans des cas où les équations iiidé- 
finies, linéaires et à coefficients constant*} ne contiennent que 
des dérivées paires d'un même ordre.— Premier exemple ; Pro¬ 
blème de l'écoulement d'un liquide par un petit orifice, etc..... 4‘tQ* 


153*. — Deuxième exemple ; Equilibre intérieur d'un solide élastique dont 
les parties profondes sont maintenues fixes, pendant que sa sur¬ 
face éprouve des pressions ou des déplacements connus, s'annu¬ 
lant hors d’une région restreinte où ils sont arbitraires; forme 


générale de la solution.... $3o* 

451*. — Premier cas, où ce sont les déplacements ù la surface que l'on 

donne... 13.? 4 

155*. -- Deuxième cas, où ce sont les pressions extérieures que l’on 

•connaît. 4M* 


45(3*. — Troisième et quatrième cas» où l’on se donne, à (a surface, soit 
les composantes tangcntielles des déplacements avec la compo¬ 
sante normale des pressions, soit lu composante normale des 
déplacements avec les composantes tangenticllcs des pressions.. 

457*. — Troisième exemple : équilibre d’élasticité d’un solide, sous l'action 
de forces extérieures quelconques s’exerçant sur une partie de 
son volume très éloignée de sa surface, pendant que celle-ci est 

maintenue fixe..... H * * 

-15S*. — Quatrième exemple: Etat permanent des températures, dans un 
corps pourvu, à son intérieur, de sources constantes de chaleur, 
et maintenu, loin de ces sources, à une température uniforme... 4$3* 
45U*. — Cinquième exemple : Intégration de l’équation du son par les po¬ 
tentiels sphériques..... 4P* 

400*. — Résultats immédiats de cette intégration : propagation du mouve* 
ment sans dissémination le long des trajets suivis, ce qui entraîne 
la conservation, à toute distance, des caractères de l'élut initial 
et rend possible la précision ainsi que l'infinie variété des sensa¬ 


tions auditives cl visuelles,,.... 44S* 

Remarques sur la même intégration et sur ses résultats, pour tes 
cas où il y a moins de trois coordonnées (Acte) . 


QUARANTE-SEPTIÈME LEÇON. 

SUITE DES PROCÉDÉS O’iNTKORATION POUR LES PROBLEMES DE PHYSIQUE 
MATHÉMATIQUE RELATIFS AUX CORPS D'ÉTENDUE INFINIE*, ÉQUATIONS 
OU FIOURKXT DES DÉRIVÉES D*OHDRE8 DIFFÉRENTS, ET QUI s’iX- 
TÈORKXT FAR LES tXTÉQlULKS DÉFINIES DK LA XXXIU* LEÇON. 

461*. — Équations aux dérivées partielles, qui deviennent homogènes, te- 












TABLE DK8 MATIÈRE*. XVII 

fipi. 

lativemcnt à l’ordre des dérivées, lorsque chaque couple de diffé¬ 
rentiations effectuées par rapport à certaines variables, y est 
comptée pour une seule différentiation....... $5a* 


402*. — De l’intégration de ces équations par les intégrales définies de Ju 
XXXIII* Leçon, quand ce sont les différentiations relatives aux 
coordonnées qui vont ainsi par couples; et, tl’ubord, formation 
de solutions particulières, contenant tout autant de fonctions 

arbitraires. Jp3* 

403*. — Exemples : Formation de telles intégrales pour l’équation de la 
chaleur et pour celles du mouvement transversal des barres ou 

des plaques élastiques. iJ5;* 

404*. — Usage de ces intégrales, pour les cas où la distance r à un centre 

fixe d’émanation a le rôle de variublc principale.... 46 °* 

405*. «— Premier exemple : échauffemcnt d‘une barre, à travers sa base, 

par le rayonnement d’un milieu à température variable donnée. 4 ** 6 * 

406*. — Cas particulier de réchauffement par contact.. 46®* 

467*. — Deuxième exemple ; Kchuuflcmcnt d’un corps indéfini à une, deux 
ou trois dimensions, par l’introductiou continue, en un de ses 

points, de quantités données de chaleur. 'içt* 

/|G8*. — Sur l’intégration des mêmes équations indéfinies dans d’autres cas, 
et notamment dans celui où le temps i est variable principale: 

application au problème du refroidissement des milieux. 4 "*** 

469*. — Application uu problème de ta dissémination du mouvement trans¬ 
versal, le long d’une barre indéfinie. 

470*. — Application à la dissémination du mouvement transversal dans 

une plaque indéfinie.... 4 X 7 * 


QUARANTE-HUITIÈME LEÇON. 

‘suite des procédés d'intégration tour les problèmes de physique 

MATHÉMATIQUE RELATIFS AUX CORPS D’ÉTKXDUK INFIXIK ï ÉQUATIONS 
QUI S'INTEGRENT PAU L’EMPLOI SIMULTANÉ DES POTENTIELS ET DES 
IXTÉOnALES DÉFINIES DK LA XXXIII* LEÇON. 

471*. — Intégrations effectuâmes par l’emploi simultané des potentiels et 
désintégrâtes définies de la XXXIII* Leçon. — Équations du prin¬ 
cipal problème où elles se présentent, et qui est celui des ondes 


produites, & la surface d’un liquide pesant, par l'émersion d’un 

solide ou par une impulsion superficielle . 4o r >* 

472*. — Premier cas, n'exigeant pas de potentiel sphérique : Ondes pro¬ 
duites dans un canal étroit ou propagées suivant un seul sens 

horizontal........ 4lÉ** 

473 *. — Équation qui y régit les déformations de la surface libre et la 

marche des ondes.*. 5«3* 

474*. Deuxième cas, où devient nécessaire un potentiel sphérique: Ondes 
produites dans un bassin et propagées suivant les deux sens hori¬ 
zontaux. ..... 5«5* 

475 *. — Équation qui y régie les déformations de la surface libre et le 

transport apparent des ondes. .. 5to* 
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QUARANTE-NEUVIÈME LEÇON. 


Pape*. 


RÉSULTATS OÉNÉRAUX CONCERNANT LA NATUllK DES INT K U IULES, DANS 
LES PROOLÊXKK DE PHYSIQUE MATHEMATIQUE RELATIFS AUX COUP» 
OU MILIEUX INDÉFINIS} EMPLOI DE LA FORMULE DK POURIEH POUR 
RÉSOUDRE CK» PROBLÈMES. 


4“ÏG*. — Des solutions simples naturelles dans les problèmes relatifs aux 

corps ou milieux indéfinis.....,.,. 5 ,rj* 

— Exemple d’un problème d’étal non perinancnt oii il n'y a pas de va¬ 
riable principale ; températures dans au milieu sillonné par une 

source de chaleur {Xote ).,,. 5 f -* 

477*. — Double raison de lu différence de nature existant entre ces solu¬ 
tions simples et celles des problèmes relatifs aux corps limités.. 3n* 
478*. — Leur formation possible, par la formule de bouvier, au moyen de 

certaines des solutions simples convenant aux corps limités. bi\* 

- Sur l'intégration générale, en séries d'exponentielles et par la 
formule de Kuurier, de certains systèmes d'équations aux déri¬ 
vées partielles (.Vo/er). 0 t 

47U*. — Exemple de celte formation dans le problème de températures 

stationnaires résolu au n® 452*......*. 

480*. — Exemples de la même formation, dans les problémesdu refroidis¬ 
sement des milieux et de la dissémination du mouvement trans¬ 
versal le long d‘une barre ou ù la surface d’une plaque. 33a* 


COMPLÉMENT A LA CINQUANTIÈME LEÇON, 

APPLICATION DU CALCUL DES VARIATIONS AUX PROBLÈMES DES SURFACES 
A AIftK MIN1MA, DES COURUES DOUÉES DK DIVERSES VROPRJÉTË3 DK 
-MAXIMUM OU DE MINIMUM ET A EXTRÉMITÉS MOBILES, DES LION ES 
ÜBODÉsIQUES, DE LA MOINDRE ACTION, DE LA STABILITÉ DF. FORME DP. 
L’ONDE SOLITAIRE, DES TEMPERATURES PERMANENTES D’UN SOLIDE, ETC. 

483*. — Justification directe de la méthode des variations... S3(i* 

483*. — Kxtension de ta méthode au cas d'une intégrale multiple; problème 

général des surfaces à aire mtnitna, reliant un contour donné... 338* 
488*. — Maxima ou mtnima des intégrales 4 champ d’intégration variable, 
et qui dépendent de fonctions variables aussi aux limites de ce 

champ. 3fa* 

48s)*. — Autre méthode, impliquant le choix de variables indépendantes 
qui assurent l’invariabilité du champ d'intégration; application à 

l’intégrale /K(jr, y, z)ds prise le long d’une courbe.... 5fa* 

VJI'V — Conditions de maximum ou de minimum relatives aux limites, 
pour des intégrales prises le long de lignes ayant leurs extré¬ 


mités mobiles sur des courte ou des surfaces données. 533* 

401*. — Cas où ces lignes sont astreintes à ne pas quitter une surface don¬ 
née ; démonstration, par l’Analyse, des propriétés générales des 

lignes géodésiques. ..... 53fi* 

492*. — Minimum d’une intégrale plus générale que/K(#,>», z)d$) prin¬ 
cipe de la moindre action...... 55i>* 
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4!>7*. — Sur des cas où, pour distinguer entre un minimum, un muxîmuin 
et ('absence tunt de l'un que de l'autre, il convient d'attribuer «u\ 
variations des valeurs sensibles; au Heu de valeurs infiniment 


(S , ï , S) rf, * p * #M,w 

deux points fixes. Ji/,* 

~ Application de la même méthode à des problèmes de maximum ou 
de minimum relatif; propriétés de minimum dont jouît la forme 
de l’onde solituirc . 5(is* 


petites : application & l'intégrale^ V 


iUÿ*. — Intégrales s'étendant, l'une, k tout le volume d’un corps, l'autre, 
ù sa surface, et dont lu somme est rendue minima par lu fonc¬ 
tion qui exprime les températures stationnaires de ce corps dans 

des conditions données.*....... .ï-J* 

3UU*. — Utilisation de cette propriété de minimum pour démontrer l'exis¬ 
tence d'une solution générale du problème des températures station* 
nain»»: autres problèmes, dans lesquels lu même méthode atteint 
uu résultat analogue et u, parfois aussi, facilité la mise en équation, j;;* 







BSUIATA KT ADDITIONS. 


XX 


temAT,4 ET ADDITIONS. 


Pug© »3*, dernière ligne, au dénominateur de ta première fraction, lire « e h — i ». 

Page 2 i*, au dénominateur de tu formule (5), tire «/'(*) *; et, à la dernière 
ligne, lire «/(#) = (a?-c- h t ) («-c —A,)... ». 

Page 35*, à la première formule (aj). inscrire la limite supérieure «oc » de 
l’intégrale. 

Page 3(i*> ligne a en remontant, ati //en de « XXX* Leçon », tue « \\\p Le. 
çon ». 

Page 08*, ligne 7 en remontant, au lieu de « i) », lire « elle ». 

Pages 106 *, 107 *, 108 * et 109 *, au lieu de « A », mettre partout , de préférence , 
« K ». 

Page ligne « en remontant, rétablir, au bas du premier signe/, lu limite 
inférieure —oc. 

Page 337 *, ligne 3 en remontant, au lieu de « dz », lire « ». 

Page :ï 38*, ligne 4» ajouter: 

« Ce faite ou lhalvteg, sans être une enveloppe (sauf pour chaque venant con¬ 
sidéré à part), représente donc une solution singulière et constitue, en même 
temps, le lieu des rebroussements des courbes qu’expriment les intégrales parti¬ 
culières. 11 fournit un curieux exemple, tout à lu fols: 1 * de disjonction des deux 
propriétés de ligne enveloppe et de lieu de rebroussements, asser. ordinairement 
unies sur une même courbe; a* de réunion de lu qualité de solution singulière 
avec la même propriété de lieu de rebroussements, dont elle se trouve le plus 
souvent séparée ». 

Page 337 *, à la deuxième ligne du titre du n« 385\ lire * linéaire homo¬ 
gène ». 

Page 31a% ligne 1700 remontant, au lieu de « tangente en ce point 5 Pcnvc* 
loppc », lire « menée par ce point de l’enveloppe ». 

Page 335«, ligne G en remontant, ù la fin, lire « P,£o ». 

Page 3^8*, ligne 18 en remontant, au lieu de « dérivées premières de u t qui 
de viennent ... », /«Ve * dérivées premières de u en qui deviennent,.. 

I «igo ligne a, <iu lieu de « que l'autre », lire « qu’il parvenait ü l’autre ». 

Page 5u*, dernière ligne, au lieu de «dévcloppons-la», tire «développons*!©». 



COURS 


D’ANALYSE INFINITÉSIMALE. 

CALCUL INTÉGRAI. 

PARTIE COMPLÉMENTAIRE. 


COMPLÉMENT A LA VINGT ET UNIÈME 



Ü!PKKHKMTIELLES TOTALES IMPLICITES. 


220*. — De l’intégrabilité des différentielles totales implicites. 

L'expression donnée d’une différentielle totale se trouve quelque¬ 
fois implicite; c’est lorsque ses coefficients) M, N, ... t sont fonctions 
non seulement des variables indépendantes x, y, ..., mais aussi de lu 
fonction meme f qu’il s’agit de trouver par l’intégration. Pour nous 
faire une idée de la manière dont on procédera dans un lel cas, sup¬ 
posons qu’il n'y ait » considérer que deux variables indépendantes x 
et y, coordonnées des divers points d’un plan horizontal des xy, 
et représentons par l’ordonnée verticale z d’une surface l’une quel¬ 
conque des fonctions primitives cherchées z (x, y), dont la dif¬ 
férentielle totale Mdx *+* N dy contient, par hypothèse) s, en même 
temps que x et y, dans les expressions données de scs coefficients 
M et N. Il arrivera souvent alors, en réduisant ces expressions a un 
même dénominateur convenablement choisi Z, et en les écrivant 
— V —Y 

M= N » que les trois fonctions X, Y, Z de x,y t z seront 

B. — II. Partie complémentaire. i 


3 * 


KQIUTIOX AUX DIPl'KltBNTJHU-K» TOTALES 

finie*, continues et bien déterminées en tous les points (x 1 y i 9) de 
l'espace situés aux distances finies de l'origine. Et Ton aura tout avan¬ 
tage à mettre l'équation ch rr M dx -h Ne// proposée sous la forme 
plus symétrique 

(\ r i) \cU 4- Y dy 4- lch = o. 


Au lieu de chercher de suite les surfaces demandées, dont les élé¬ 
ments rectilignes, y joignant un point quelconque (a;,/, s) à tout 
autre voisin (,c 4 - rAi? > /4-<// > 3 vérifient cette équation () 5 ), 
contentons-nous d'abord de construire, dans l'espace indéfini, des 
lignes qui y satisfassent, ligues dont une famille existera sur telle sur¬ 
face que Ton voudra, représentée par une équation de Ja forme 
/(A/» s) — o. En eflét, Ton peut se déplacer sur une telle surface, 
a partir d'un quelconque (<**, /, z) de ses points, le long de tout élé¬ 
ment rectiligne situé dans le plan langent, ou avant ses projections 

d Y (/s , 

r/.r, </v, ch sur les axes dans les rapports mutuels j-> ^ qui don¬ 


nent -J- dx 4* ~jp (ly +^1/3 = o. Or, rien if empêche de compléter 

la détermination de ces deux rapports eu leur faisant vérifier comme 
>ewmde équation, également du premier degré, la relation ( i 5 ). Et si 
f on opère sans cesse de même, à partir d u poin l (x~\rdx K y 4- dy , 3 4- dz) 
où l'on sera ainsi parvenu, le chemin suivi de proclie en proche sur 
la surface /---.o satisfera bien à (t 5 )« Donc, en y prenant uu nou¬ 
veau point de départ û côté du premier, puis un troisième, etc., 
l’on obtiendra, sur celte surface quelconque donnée, toute la famille 
dont il s’agit, de lignes vérifiant l’équation (i 5 ). Mais la question en 
vue est de savoir si, parmi toutes les surfaces possibles, il en existe 
île telles, que des lignes quelconques menées par chacun de leurs 
points, et non pas une seule, y satisfassent ainsi à ( f 5 )• 

A cet effet, choisissons préalablement, comme surfaces sur lesquelles 
nous tracerons une famille de lignes vérifiant (i 5 ), les simples plans 
horizontaux z — const., afin de ne faire varier d’abord que les coor¬ 
données x et/. Autrement dit, construisons dans l’espace les lignes 
de niveau qui satisfont a (1 5 ) et qui, si les surfaces demandées existent, 
seront forcément leurs propres courbes de niveau. Comme on aura, 
le long d'une telle ligne, dz 0, et que la valeur constante de z y sera 
donnée, l'équation (iu), devenue \dx 4 - Yf//~o, y fera partout 

connaître le rapport ou/', en fonction des coordonnées variables 

ic t y et de la coordonnée constante z\ ce qui déterminera de proche 



HNTRB TROIS VARIABLES, DONT BEUX SONT JNPéPEftAANTEB. 3* 

en proche, soit en projection horizontale, soit dans l’espace avec l’ad¬ 
jonction de Téquation z — consl.» la direction suivant laquelle on 
devra marcher pour construire les lignes en question. Si donc on peut 

X 

intégrer, comme on dit, l'équation différentielle y ^ qui les 

régit, c’est-ù-dire former l’équation générale de la famille de telles 
courbes situées sur chaque plan horizontal z const., cette équation 
contiendra un paramétre c, sorte de numéro d’ordre caractérisant la 
courbe dans sa famille (t. 1 , p. i üo), eu outre de z qui est un second 
paramétre servant ù distinguer chaque famille des autres; et, sup¬ 
posée résolue par rapport à c, elle sera de la forme c = F (a*,/, z), où 
F désignera une fonction désormais connue. Partout, d’ailleurs, les 
deux dérivées de F en x et y seront respectivement proportionnelles à X 

et à Y, puisque la valeur de tirée de cette équation t* '-F sans faire 
variera ni c, valeur qui est le quotient de — ^ P aï ’~^> égale identi- 

Y f/F 

quement — y « Donc, si l'on appelle?, le quotient de par X, quotient 
désormais connu eu fonction de x, y et z t on aura 


11 <>) 


<IF d F 
dx *' ’ dy 


).Y. 


Or les courbes de niveau F(.r, y, z) y ainsi définies par deux 
paramétres z et c, pourront, d’une Infinité de manières, en passant de 
chacune d’elles « toute autre juxtaposée ou très voisine, et ainsi de 
suite, être associées en séries, couvrant et dessinant des surfaces parmi 
lesquelles se trouveront évidemment celles qu’on cherche, si elles exis¬ 
tent. 11 est clair que, dans toutes ces surfaces, ainsi formées de bandes 
élémentaires comprises entre deux lignes de niveau c--F(a;,j*, 5), 
Je paramètre c varie avec z ou se trouve fonction de z . Donc leur 
équation commune peut s'écrire c F(4?, /, s), péurvu que c y dé¬ 
signe une fonction arbitraire de la forme 4 * (s). Et il ne reste qu’a 
choisir, s’il est possible, cette fonction c ::-ty{z) } do manière à faire 
vérifier (i 5 ) par tous les éléments rectilignes de Ja bande comprise 
entre deux lignes de niveau consécutives, éléments qui joindront un 
point quelconque (4?, y , 5) de l’une d'elles F(ar,y, ;)~c u tout point 
voisin {x 4* dx, y -h dy, z^rdz) de l’autre F {x,y, z) c H- de . Or, 
d’après les deux équations évidentes, 

c» F (v,y,z) et c + db» F(a?-+-</#,/ 4 - dy, z-hdz), 
la relation entre dx, dy,dz caractéristique, sur cette bande, de la 



4 * 


ÉQUATIONS AUX DITTÉRENTUUMiS TOTALES : 


f IO Jlf jrt 

légion avoisinantle point (#,7, *)> est de = 4* ^ <// *f* dz 

ou, vu les expressions ( iG) des deux dérivées de F en æ et 7, 


O?) 


rfF 


de « X(Xr/#-hY<<ri4-^ r/5. 


On voit donc, en éliminant Xdx *+■ Y dy entre celle-ci et (10), puis 
divisant par dz, que la bande de surface comprise entre les deux 
lignes de niveau considérées vérifiera la relation voulue (i5), à la 

condition, nécessaire et suffisante, que l’on ait, pour le rapport^-» 

constant tout le long de la bande, mais d’ailleurs arbitraire, la valeur 


(18) 


dc^dV 
dz dz 


Ainsi, il faudra et il suffira, pour l'existence de la bande cherchée de 

surface, que l’expression — XZ soit invariable tout le long de la 

ligne de niveau c= F (#,/,*), c'esl-u-dire lorsqu’on y fera changer 
a* et y seulement, et de manière à avoir X dx + Ydy^= o,ou dy et dæ 
proportionnels à X et à — Y. 11 viendra donc, comme condition néces¬ 
saire et suffisante d’intégrabilité entre deux lignes de niveau consécu¬ 
tives et puis, de proche en proche, dans tout l’espace où l’on veut 
construire des surfaces satisfaisant à l’équation (iu), 


(*9) 




Indiquons, dans celle-ci, les diflerenliations à faire des deux termes 

m p 

du binôme —).Z, puis remplaçons les deux dérivées secondes 
d*V __ d dV tfU y,IX) ... 

dïjrïjik P ar 55 dj-^ = ~dr~ > et a J ou ‘ ons c,,fin au P rcm,er 

membre, pour compléter sa symétrie, la quantité identiquement 

. r.(d rfK d dF\ ...... „/rf.XX d.l\\ v 

" Ul,e , \d~yTs-Txïlï) ,C C8l * a * d,,c 7 ‘ \1fy -~dT)' ‘ Nûus au ¬ 


rons 


/</.). Y 

d.).7.\ V1 

(d.ï7. 

d.).\\ ... 


d.). Y\ 

di 


\ dr 


( dy 

dx ) 


) = «. 


relation où chaque double terme du premier membre, a partir du 
deuxieme, se déduit du précédent par une permutation tournante opérée 
surles lettres #,7, z et X,Y,Z, EfTectuons-y les dilférenliations indiquées 
des produits XX, XY, XX, et, après avoir observé que les termesafieclés 
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des dérivées de X s'y détruisent deux & deux, divisons tous les autres 
par X. Il viendra fa relation, non moins symétrique que la précédente, 
mais débarrassée de X, 


( 21 ) 


(d Y 

di\ 

, v /</Z 

â\\ 

*, t d X 

rfY\ 

\d* ~ 

~~dy) 


“ dz) 




Telle est donc, sous une forme ne contenant que les fonctions don¬ 
nées X, Y, Z et, par conséquent, immédiatement applicable, la condi¬ 
tion d* intègrabiUtè nécessaire et suffisante pour que l'équation (j5) 
convienne à des surfaces passant par un point quelconque (a*,/, s) ou 
pour que [équation ( i 5 ) établisse entre x % y et z, ù partir d'un système 
arbitraire donné de valeurs de ces variables, une relation déterminant 
Tune d'elles en fonction des deux autres regardées comme indépen¬ 
dantes, savoir, z t par exemple, en fonction de x et do y. La nécessité 
de celle relation (21 ), il est bon de l'observer, résultait immédiate¬ 
ment de ce que, si z est fonction de x et de/, les deux dérivées 

Y X 

complètes respectives, en x et en /, de N 7 et de M - — 

« « 

savoir 


r/N 

d# 



et 


dM 

dy 


<m 

dz 


N 


» 


sont égales d'après ( 5 ) [p, 12], ou donnent 


(aa) 


rfX dM dS d M 
du? dy + ' dz 1 d z 


— 0: 


formule qui devient bien (ai ) en remplaçant M et N par les rapports 
de — X et — Y à Z, puis effectuant les différentiations de ces rapports, 

supprimant deux termes en qui se détruisent et multipliant par Z*. 


Mais on voit que le calcul de celte fonction 3, démontrée ainsi 
exister dans toute étendue à trois dimensions où la relation (ai) est 
identiquement satisfaite, ne se ramène pas, comme si sa différentielle 
totale était explicite, à des intégrations dans le genre de ff(x) dx : car, 


d'abord, c'est Y équation différentielle 


dy__\ 
dx V } 


et non pas une 


simple différentielle, qui y détermine de proche en proche les lignes 
de niveau c = l 7 (jr > /, t a); de plus, après qu'on a, par l'équation 
c-.- F (a*,/, 3), éliminé de ( 18) / et, par suite, x dont on sait que les 
changements ne modifient pas ce second membre tant que c et z sont 
invariables, la relation (18) devient une seconde équation difréren- 
dc 

tielle, ou donne -g en fonction non seulement de s, mais aussi, le plus 
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souvent, de ,e. Le paramètre c se trouve bien, de la sorte, généralement 
déterminé de proche en proche, è partir d’une première valeur choi¬ 
sie arbitrairement pour la valeur initiale que l’on voudra attribuer 
è 5 ; mais le calcul n’en est que rarement réductible h des intégrations 
de différentielles explicites, comme on verra plus loin dans l’étude des 
équations différentielles. 

Voici un exemple où ces difficultés se lèvent aisément. 

Soit, entre y, z et dx y dy t dz , l’équation 

(* 3 ; yz dx ~-zxdy-*r xy dz — o, 


dans laquelle les coefficients X — yz, Y ~ — zx, Z = xy vérifient bien 
la condition d’iiitégrabilité (ai ). Ici l’équation Xdx Y dy o sera 

identiquement, en divisant par — ‘-ro; ce qui donne, pour 


l’équation finie des lignes de niveau, - *~c, relation représentant 
toutes les droites horizontales émanées de l’axe des z. Par suite, si c 
est regardé comme fonction de z, il vient, en différentiant sa valeur^» 

—, ou bien, par la substitution à ædy — ydx de sa 


valeur dz déduite de (a 3 ), de = • Éliminons, de celle-ci, y et, 

par suite, au moyen de l’équation des lignes de niveau; et nous 
aurons la seconde équation différentielle cherchée, de *rr —- v . Or 

Z 

celle-ci revient à zdc — edz = o, ou est de la même forme que la pre¬ 
mière, ædy — ydx--o. Intégrée, elle donnera donc - =r: une con- 

z 

stante arbitraire -g; d’où c=r valeur qui, portée dans réquation 


c des lignes de niveau, fournit enfin la relation finie cherchée 

entre x f y et z, savoir z*r~ Gyzzo. C’est l’équation d’une famille 
de paraboloïdes hyperboliques , appelés aussi plans gauches (dans le 
sens de plans gauchis ), que coupent suivant des droites non seule¬ 
ment les plans de niveau srrreonst., mais aussi tous les plans 

# = const M parallèles aux/j, puisque l’on y a, sur chacun de ceux-ci, 

z G 

y — la constanteEt en effet, la relation trouvée, qu’on peut écrire 
— rr C, revient, en la différentiant, à poser d — mo : or il suffit de 

* y 

développer dans celle-ci les calculs, puis de multiplier par y*, pour 
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avoir ;r(s^‘4* xdz) — axdy?=:o } ee qui est ]>ien l'équation pro¬ 
posée (« 3 )* 

D'après la manière même dont a été obtenue la relation (ai) équi¬ 
valente it (19), il suflit que cette condition d’intégrabilité ne soit pas 
satisfaite pour que le second membre de (j8) varie Je long d’une 
ligne de niveau c -2 const,; par conséquent, ce second membre y devient 
alors, en nu ou plusieurs points, égal un premier membre ou à la 
dérivée de c, sans qu’on ait eu besoin de faire un choix, déterminé de 
lu fonction mais pourvu que <J/(o), sur lu ligne de niveau 

en question, tombe entre les limites comprenant les variations du 
second membre. Aux points où l'équation ( 18) est ainsi vérifiée sur 
les diverses lignes de niveau de la surface ^(3) r=F(«r, y, z) t points 


dont le lieu sera, naturellement, une certaine courbe de la surface, 
l’équation proposée (i 3 ) se trouve évidemment, comme l’avait remar¬ 
qué Monge, satisfaite par tousJes éléments rectilignes de la surface; 
et, s’il n'y a pas alors une famille de surfaces régies dans toute leur 
étendue par cette équation {1 5 ), il existe du moins, à la place, une 
infinité de familles [qu'on obtiendra en faisant varier la forme de 
«K#)] elle est vérifiée sur une bande infiniment étroite longeant 
certaines lignes de chacune de leurs surfaces, outre qu'elle l’est par¬ 
tout pour leurs lignes de niveau. 

Il est clair aussi que, même dans ce cas, un seul élément plan, ou 
fragment de superficie infiniment borné, comprend encore tous les 
éléments rectilignes issus d’un point quelconque (,r, y, 5) et dont les 
projections dx, dy } dz satisfont à(i 5 ). Mais ces éléments plans, ces 
rudiments de surfaces, pour ainsi dire, ne se raccordent pas de 
manière à former ou à envelopper des surfaces effectives, quoique 
leurs directions soient graduellement variables d’un point à l’autre. 
Ceux qu’on mène, par exemple, aux divers points de chaque surface 
^(5)=: F(.r, y, z) la coupent sous des angles finis suivant ses lignes 
de niveau, sauf le long de la bande dont il vient d’élre parlé, où ils lui 
sont tangents. On peut, il est vrai, en choisissant convenablement ^(s) 
de proche en proche, diriger celle bande suivant toute courbe com¬ 
patible avec (i 5 ); ce qui donue, à partir de chaque point (.r, y f 5), 
une infinité d’associations possibles des éléments plans considérés en 
suites qui se raccordent. Mais on n’obtient ainsi que des séries 
linéaires , incapables d’engendrer les deux dimensions d’une étendue 
superficielle. 



COMPLÉMENT A LA VINGT-DEUXIÈME LEÇON. 

UK QUELQUES DIFFÉRENCES FINIES QUI SM SOMMENT FACILEMENT: 
FACTORIELLES, PROGRESSIONS; SINUS KT COSINUS D’ARCS ÉQUI¬ 
DISTANTS; EXPONENTIELLES A VARIABLE IMAGINAIRE» ETC. 


423*. — Extension, au cas do différences finies» de certaines des précé¬ 
dentes formules de sommation ; faotorielles; progressions arithmétiques 
et leurs sommes successives. 

< v )uelque$-une< des formules précédentes (\) d’intégration» savoir» 
celle qui est relative à fæ m da\ pour les valeurs entières (autres que 
— i) de m t et les trois qui concernent ft*(Lr, /cos jreLr, /sin, rdx % 
sont les cas limites de relations simples et importantes permettant de 
sommer non plus des différentielles, mais des différences finies obte¬ 
nues en donnant à lu variable æ des voleurs équidistantes, dont A./■ 
ou A désignera l'intervalle. 

Occupons-nous d'abord de la première, oii l'expression dont on 
somme les valeurs devient Jc m (U quand on fait tendre vers zéro l'ac¬ 
croissement Ai* ou A. La fonction pour ni entier et positif, s’y 
trouve remplacée par l'expression a*(.r—A) (.*•_9./* >...|> —j)/*j f 
qu on appelle une/fïc/ur/ü'/A?, et qui deviendrait, comme on voit, 1111e 
puissance entière de x si A s'annulait. Par suite, l’expression, analogue 
à x m (ij' t dont il s'agit de sommer les valeurs successives quand .r y 
croît par intervalles A égaux, depuis une valeur initiale arbitraire a 
jusqu'à une autre la dépassant d'un multiple quelconque de A, est 
.r (.#* A) (.!•••- aA.i ... [x —-1 .m — 1 ) A] x A, que fou réduirait à A 
si m était nul. lit la somme en question s'écrira 

X — h > (x — •* h )... J .v — nu — \ )h J A, 

par analogie avec Mais je supposerai, en vue de Minplifier le 

plus possible certaines formules, que le dernier terme effectivement 
compiis dans celte somme soit celui qui précède le terme mémo 
inscrit à in suite du signe X pour les représenter tous, et où æ dési¬ 
gnera la dernière valeur de la variable que Ton veuille avoir à consi¬ 
dérer dans les calculs. Ici, par exemple, la somme X s'arrêtera nu 
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terme 


(a? •— h)(v — /.h)... (x mh) 
iuclusivcmeut. La relation qu'il «'agit d’établir sera d’ailleurs, en sui¬ 
vant pour le second membre 

* T I 

h même analogie que pour le premier membre, 


u ' n *' r c de la formule (i) à généraliser 


i td'U — h) U — à h ).I — (w — i)/i | A 

(a) < j* ur — A) u* — u 4 ) .. » (.r — mh) , 

| /« h- i 

Kn effet, si le premier membre s'accroît d'un nouveau terme, où 
a: h S e trouvera changé en .r, ce nouveau terme sera celui-uiéine 
qui s’j trouve inscrit sous le signe savoir 

x (t — h \... [t — i /« — i )/i| A* 

Or c’est précisément do cette quantité que grandira le second 
membre, dont la différence finie ou l'accroissement sera (Ac étant nul) 


; — /#)...( x ~ mh ) 

m 1 

u?-+*A j.n\r—A ».. « [•** — (/w— t ïA ( —■ J’ u' —• Ap .r— ih j... (,r — ttth ) 

~ w# t 

, , ,(r-r* — — /«A) 

j ?(«£* ///..« |<2* ■ (/w ^ j 

\ ^r{r — h) ... |x (/« — 0 /rIA* 


Donc In différence des deux membres se maintient constante quand 
s t s’éloigne de plus en plus de a, par accroissements A tous pareils; 
et ces deux membres seront bien égaux constamment, si l’on met pour 
c* une valeur les rendant tels alors que le premier membre n a encore 
aucun terme, c’est-à-dire alors que, dans le second membre de (a), ut 
se réduit à </. On posera donc 

a ( a — A ) ( <t — vt h ).. . i * 


Dans Je cas le plus simple (sauf celui de m nul), on a ce 

qui, après substitution àc de sa valeur ( 3 ), change la formule («)i 
divisée d’ailleurs par A, en celle-ci 

r ( x — h » —• a (a - A \ (V* - 4 - r — h }(.*— a » 

" .. Ht - ÏJT" 

On voit que tes éléments a , a -f- A, « — 2 A, • ••» ^ —A de la somme 
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forment une progression par différence, dont Je dentier terme, 
<j«ie j’appellerai /, a pour expression a (n — I) A, si n désigne leur 
nombre, Or, Je troisième membre, en y remplaçant a -4- ce ~ A par 
« Hr / et a* — o par uA, devient bien l’expression connue, *J(o /)/*, 
de cette somme. Ainsi, la formule (a) qui, par l’hypothèse h da\ 
comprend la première (i) dans le cas de m entier et positif, constitue 
une généralisation importante de la règle élémentaire concernant la 
somme des progressions arithmétiques. 

Laissons maintenant ni quelconque dans (a), mais attribuons, pour 
plus de simplicité, la valeur x à A et lu valeur zéro La relation (3) 
donnera c = o; et la formule (a), divisée par le facteur constant 
1.2.3.deviendra 


( 5 ) 


V* a"t»r — i )(# —- a ).. .(.*• * • ni -b x} _ xUr — a »., Ajt - -m) 
^*1 1.2,3. «.w i. 2.3.. -i m-r- n 


1,2.3. . Mn Ht I ) 


Le second membre y a Ja même expression générale que chacun 
des termes du premier; mais x y dépasse de i sa dernière ou plus 
forte valeur dans le premier membre, et m s’v trouve remplacé 
de même par w-î-i. Comme, dans le cas ni i, les divers termes 
du premier membre forment la progression arithmétique o, i, 
2, . x — I, dont le second membre exprime la somme, on voit, 
en faisant successivement m r-.-x, m 2, mrr. 3. .... que ces 
quantités figurant au second membre, également représentatives, 
comme on sait, des nombres de combinaisons de x objets pris a à 2. 
3 à 3 , .... seront des sommes de sommes de progressions arithmé¬ 
tiques. 

Quand l’exposant m t toujours entier, devient négatif et présente 
d’ailleurs, en valeur absolue, une certaine différence p d’avec l’unité, 
un facteur comme x — (ni ~ i)A ou x ~~ pA, dans la factorielle ci- 
dessus généralisée de x M t se trouve naturellement remplacé par 
x 4- p h et, de plus, passe en dénominateur. Par suite, la formule de 

fx M dxy devenue Ç ~ — -pc, a pour analogue, au lieu 
de (2), 


(G) 



_A_ 

x\ x A »( r •+- u A J.. .(*• «e p A ) 

_ £ __I__ 

p t(j' 4* h)(x 4-a?i..[.r-h(p — ij/i J 


4* c. 


El, en efTel, si l’on fait croître x de A» de manière à ajouter au pre¬ 
mier membre le terme écrit après le signe S, le second membre 
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grandit juPeinent de ce terme, vu qu’on a identiquement 

A \ _ i ' _ I 

/ fÜ /#).T. jy 4* ( (A i)/i | ( 

2 }_!_I_I 

«a //;(«“ •f*u/4)...(#•+• ;r(r. .|y-r («a —i)AJ\ 

i y— (y -f> fjt /i )_ _ h 

jjt y(y*-h h ),. .(a* -h p/#J vr(y -h Zip, .(^h- j*A/ 

11 suffit donc de choisir c de manière que J'égalité des deux 
membres de (6) ait Heu initialement, en entendant par état initiai 
de In somme S non pas, précisément, l'état oü elle se trouve réduite u 
son premier terme, pour lequel x~a, mais plutôt celui oi» elle n’a 
encore aucun terme, et oii «régale a dans le second membre, valeur 
de cette somme. 11 vient ainsi 


' ni a h)ia a/j).. « 4- <;x — j >/i j* 

Pour faire une application de la formule (6), portons-y cette 
expression de e et, prenant simplement h ~ 1, proposons-nous de 
trouver la somme 


J a(«-b«/(</~H * a ). . ,(n (« +• i;(<i -ha).«*(a *+■ »a-m) 

i 1 

1 » —— "— 1 - 1 — i.., 

prolongée à l'infini. Il suffira évidemment de poser dans le 

second membre de (C); ce qui donnera, pour cette somme, la valeur 
même de c, ou, d’après (7), le produit du premier terme 

_ i _ 

«*+* jaj 

, a -T- u et 

par le rapport —« • = j h- 


221‘. — Suite : sommation des progressions géométriques à termes, soit 
réels, soit imaginaires, oe qui comprend celle de sinus ou cosinus 
d’aros équidistants; différentielle d’une exponentielle imaginaire, etc. 

Si la formule fx m dx~ —-^ c t dans le cas de ni entier et po- 

sitif, peut être regardée comme une généralisation de la régie élé¬ 
mentaire d’Arithmélique qui sert à sommer les progressions par 
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différence, in formule /e r </x = e*+e est, de son côté, une consé¬ 
quence simple de la règle non moins élémentaire concernant la somme 

d’une progression par quotient A, A 9, A9».A?"-'. Soient, dans 

celle-ci, a et h les logarithmes népériens du premier terme A et de lu 
raison </. La somme, e* + e' t+/i 4- e a+ift 4- » t . -+* «s'écrira, 

avec nos notations, Se*; et sa valeur bien connue 0 u 

, q — I 

c« !•»« _ t *« __ t ,rj * 

“PT“ 4 — » sera ^° nc ’ en mull *P îianl P ar A e * posant finale- 

ment — e ïrz % c ‘ 4t = c ‘> oa aura la formule, que je dis se réduire u 
/e *dx r^c r 4- c daus Je cas limite /j -- 

(H) Ze*fi = -JL-( e *~c«) « 4i-e* + c. 

Ht, en effet, d'une part, si Ton ajoute un terme de plus au premier 
membre, savoir le terme c* h, le second membre croîtra bien d'au¬ 
tant ; car 

. hr* h / . 4 

A ^irzri 5=5 snrï (1 * - « prrr * r <* A - 0 - : 

il suffit, par suite, pour l'égalité, que les deux membres de ( 8 ) aient 
la môme valeur initiale, c'est-à-dire que, à l'instant où x = a et où le 
premier membre ne comprend encore aucun terme, le second membre 

soit nul; ce qui aura lieu en prenant c = — \i ns [ trouve 

(î I 

établie directement la formule ( 8 ), d'où se déduirait alors la règle de 
sommation des progressions géométriques. Or, d'autre part, quand h 
tend vers zéro ou devient f/u-, le dénominateur e A — 1, nul à la limite, 
se réduit au produit de dv par la dérivée en h de c ,# — 1 pour h =^o, 
cest-à-dire par 1; ce qui réduit bien aussi la formule ( 8 ) à 
fe x (Le — e K -r* c. 

Après avoir, pour simplifier, divisé les deux premiers membres de 
( 8 ) par /#, et écrit 

(9 ) v e .r_£lpf!, 

C h — | 


supposons a } h et, par conséquent, x imaginaires, ou remplacés par 

des symboles de la forme À 4-B y’— 1, en convenant de traiter ces 
symboles, dans les modes algébriques de combinaison appelés addi¬ 
tion, soustraction et multiplication, comme si \t —1 était une con¬ 
stante de grandeur indéterminée dont le carré vaudrait — 1, et en 



A TERMES IMAGINAMES. 


i3* 

regardant! bien entendu, le facteur où a h ~~ i sera, par 

exemple, M 4- NV — 1 > comme représentant le binôme 

M X /— 

M* 4 - V SP-fS 5 * 

qui, multiplié par M h- NV'-*» donne Pu ni té. Cette formule (9) n’en 
continuera pas moins à être une identité, grâce à la relation symbo¬ 
lique ou générale e x + h -.e x e ,t démontrée dans la troisième Leçon (t« 1, 
p. 34*} ; car le second membre, évidemment nul, comme le premier, 
pour a* ~ a, ou alors que le premier membre n’aura encore aucun 
terme, croîtra de la quantité imaginaire 

--- r= -r- 1 —<V' — 1)**» e* t 

e ft — j ' e h ~ 1 ■ 

quand on ajoutera un terme de plus, e x > au premier membre, ou chaque 
fois que x croîtra symboliquement de A. Il suffira donc de faire, 
dans les deux membres de (9), la séparation des deux parties réelles 

(ou affectées des puissances paires de yA— 1), puis celle des parties 

imaginaires (ou affectées des puissances impaires de \A~ i j, et de les 
égaler chacune à chacune, pour extraire de cette formule les deux 
relations réelles qu’elle contient d’une manière symbolique. 

Dans ce but, et nous bornant, pour simplifier, au cas d’une valeur 
initiale a nulle, 0(1 les valeurs successives de x sont de simples mul¬ 
tiples de A, posons x ~ (x 4- j 3 y/~*1)«, ou appelons x et fly/— 1 les 
deux rapports constants de la partie réelle et de la partie imaginaire 
de x t\ une quantité réelle a , uniformément variable, comme x } à 
partir de zéro. Alors, en désignant par A l'accroissement constant âu 
ainsi éprouvé par « d’un terme ù l’autre, on aura 

A ou A# » (« 4- {V~~ 1 )/'. 

Par suite, si l’on remplace e* et e /( , ou e %H et par fcurs 

expressions explicites 

e w cos?i< 4 -/—1 e** sinpw, e**cosjM* 4 - /—je**$injM*, 



ce qui donne 
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la formule (9)» oit l’on fera d’ailleurs. v a ^ i, deviendra 


( 10 ) 


£ cos p u -h /— 1 2 e?*« mi p u 

— If***’ cas A* — i ) — |/ — 1 es* si» p A] [( «« eo» p u — 1 ) «t- c w *in p «) 

( ( e zfi'OB fk — 1 j 5 "+ ( e^iiip)* . ' 


Le calcul s’achève aisément, et, en remplaçant par cos( 3 (« — A) ou 
par sinp(w /*) les développements de ces cosinus et sinus de la dif¬ 
férence — 3A, il vient 


v>*„ cos9 „ « £Ü^ et >* ? l “ ^ * ) - gitl< <■*<>» 3 « - g** K± 1 

e«aA- — gea* cos p A* h- i 

2,,.. 

c 1 ** — 3 cos p A* -+• 1 


Les premiers membres Sc aw cosp« et 2e**sinjiw représentent les 
deux sommes respectives 


/ e0(eoso ou sino ) -+-e«^(co*pA* ou sinpA) 

(> <i • « c** x ïcosîi[iA* ou sinapA)4-... 

I ■+■ cos|J(« — k) «u *inp(« - /)|, 

où a, p, A* sont trois constantes quelconques et « le multiple positif 
de k qui figure dans les seconds membres de (11), 

Cet exemple, où nous voyons la simple formule de la somme d’une 
progression pur quotient permettre d'effectuer des additions aussi 
complexes que celles des termes de (12), est bien propre ii montrer 
toute la profondeur et la fécondité des transformations qu'opère le 
symbole y/—1, 

Tirons de ces formules (11), quoique nous devions bientôt Lob- 
tenir directement, lu somme soit des cosinus, soit des sinus, dcs/i mul¬ 
tiples o, A 4 , a A, 3 A\ (/< — i)A* de l'arc quelconque A*. Il suffira de 

poser a -j o, p = 1, a = nk\ Les seconds membres seront 

cos (n — i ) A 4 — cos nk •— cos A* «+» 1 sin ( n — 1 )k — sin/? A' -h sin A* 

îi(i — cosA) * —cosA> ’ 

ou bien, en remplaçant la différence des cosinus ou des sinus de 
(/t — t)k et de ttk par des doubles produits de sinus ou de cosinus, 

* • k k A 

puis 1 — cos A, sin A’ par 2 sin a -1 a sin - cos - et réduisant, 

a a a 1 


s»nf/t~ ^A . 1 


, A 
a sin - 
A 


cos-cos(/t — f)A 

TA 

asm- 

a 
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Il vient donc, si Ton retranche de la première somme la quantité ■}, 


(1*4) 


J -+* cos A* *-?- COS» A' "K .. ~r Ct>${ H — l)A * 
sin A *+* sinît 4 *-K. .h- sinfn -•-1;/* 

j. 

cos - — cos (n -- l*)A 


«inf/i — 4 ) A* 

TT”' 


«siu~ 

» 


. «A* . (« —t)A r 

sm— sin- 

s » 


. A 
•à sin - 

‘A 


. A 
sin - 

U 


On rend la première de ces deux relations, qui est la plus simple, tout 
à fait symétrique, en la multipliant par », puis un remplaçant le pre¬ 
mier terme, i, par coso, et les termes suivants, tels que » eosA, par 
co s A -r- cos(— A), etc. Elle exprime alors que la somme des cosinus 
des 'X/i — i multiples tant négatifs que positifs de A*, compris entre 
— nk et nk exclusivement, égaie le rapport, au sinus de l'arc 

moitié - » du sinus de son (‘An — i) 1 '*"" multiple positif (n - * J)A*. 

établissons directement les deux formules (iS), dont la première 
nous servira plus loin, U suffit, pour cela, d’observer qu’elles sont 
évidentes pour n i, ou alors que leurs premiers membressc trouvent 
réduits à leurs termes indépendants de A*, et de démontrer qu’elles 
restent vérifiées quand on ajoute, autant de fois qu’on le veut, un 
terme de plus aux premiers membres, en faisant, dans les seconds, 
croître « d’une unité* Autrement dit, il ne s’agit que de reconnaître 
si un nouveau terme cos nk ou sin «A, ajouté aux premiers membres, 
représente bien l'augmentation simultanée des seconds membres, oîi 
(/* — \)k devient alors (n -h } )A, 

Pour plus de généralité, remplaçons nk par un arc variable quel¬ 
conque «, dont l’accroissement constant serait A, et vérifions si l’on a 
bien 


u/l) 



sin u ■- 



Or, c’est ce que montre de suite rcfifectuation des calculs, après 
développement des sinus et cosinus de u jz ~ suivant les sinus et 

cosinus de u et de dans les expressions de è sin ^ j 



iG* SOMMES UES COSINUS KT SlXÜS dT’KE SUITE D’àRCS ÉQUIDISTANTS. 


A COS 



qui sont 


A sin 
A cos 


A k \ 

* smfii " l * 

1 . / 

ti \ 

f « — •; ) 

— sin f u — 

“ ) » 

\ V 

V V 

’ \ 

V 

( k \ 

/ *> 

1 / 

k\ 


=• vos ( « •- 

— cos ( « - - 


V v 

\ 



Muluplions par A u les deux relations (i4), puis changeons-y u 
en x t ic en A^r, et, faisant variera depuis une première valeur quel¬ 
conque jusqu'à une autre æ — Aa* qui la dépasse d’un multiple quel¬ 
conque de A x t prenons les sommes respectives des accroissements 
successifs exprimes par les seconds membres, 11 viendra évidemment 



Telles sont les deux formules, analogues à celles de f axædx 
et fm\#dx t qu'il nous restait à établir. Si Ajc, s'évanouissant, 

devient <Lc } le rapport de “ à sin ~ y tendra vers l’unité et l’on aura 

bien, à la limite, /cos œd# r sin# -t- c*, /üwxdx — cos x -h c. 

On voit, par les exemples tant de ce numéro que du précédent, 
combien la continuité ou l'hypothèse d’accroissements infiniment 
petits, au lieu d’accroissements sensibles de lu variable, simplifie 
l'expression des différences A et de leurs sommes. Ainsi cherchons 

encore, pour conclure, de quels termes s’accroît symboliquement (c'est- 
«-dire dans ses deux parties, l’une réelle et l’autre affectée de \>— i ) 
I expression analytique, ou ^/*—i est assimilé u une coustanle avant 
pour carré ** i, d’une exponentielle imaginaire e 4 *, quand or y éprouve 
un accroissement dx de la forme î + avec* et ï réels, mais 

infiniment petits. L’expression symbolique de c r s’augmente alors, 
comme on a vu après la formule (9) [p. i3*], de 


C jr( C f/x — i) ^ — j ) 4 

Or on a 

ei+W-i _ i = cosï —IM-/—1 cîsinÇ, 
ou bien, en observant que 6 et Ç sont des infiniment petits du premier 
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ordre et que, per suite, à des erreur» près négligeable» d'ordre supé¬ 
rieur, e f , eosÇ, sinï se réduisent à * -h *, i, 

-| £S t -i- ■ i. 

Donc Ü vient 

(iü) <Le l1 -h Çy/™) -- e*dx, 

comme si æ était une variable réelle. 

Si, par exemple, x - (a — 0 W [d'oii résultera 

dx -K (a -h p/—!)«/« 1 

cette formule (16), multipliée par % — — i, donneru 

(17) </[(a — py y/ — * * (a*-r {J*)e(*+Pi‘-i)* du. 

Remplaçons-)' par son expression 

e%u (cos p u ■+• \ —7 si» jj u ), 

puis développons au premier membre la multiplication symbolique 
indiquée entre crochets, et égalons séparément, des deux côtés du 

signe soit la partie réelle, soit la partie affectée de y — K que nous 
savons devoir être, de part et d'autre, respectivement identiques (à 
des infiniment petits près d'ordre supérieur). Il viendra 

d[ ( a cos j$ « * fl sin |3 u )] = (# 1 4 - ji* ; e w cos du, 
d[e* w ïa sinfJu - j3 co$jltt)J = («*•:-jfye*" sinpudw, 


comme le prouveraient directement les différentiations indiquées aux 
premiers membres de celles-ci. Intégrons, en changeant d’ailleurs les 
membres de place et divisant par a* 4 - Nous aurons les deux inté¬ 
grales, très importantes, 


. „ a , «cosBn 4» 8*in3i# „ 

Je ** eus p u du —-“ j -** 4- const., 

„ . . 0 , astn8« — 3 cns 3 « 

fe w sin p u du “ —â* T ~pï- e% consl * 


On mirait pu aussi les déduire, comme cas limite, des formules(î î) 
multipliées par A, qui expriment des sommes de différences finies 
tendant vers fe* u cQs$udu et / e %u sin pu du lorsque A ou Au y 
devient un infiniment petit du. Nous les retrouverons, du reste, sans 
l’emploi des imaginaires, à la lin de la Leçon (p. 33 ), sous des formes 
équivalentes, oit u, « et fl s'appelleront respectivement x, — « et A. 

JJ. — Ji. Partie complémentaire. y 




INTÉGRATION DES DIFFÈREN*Uf& FINIE* I>E FORME BXTIÈUK, 


|S* 


228*. - Sommation des différences finies exprimées par nne fonction 
entière d’une variable dont les valeurs successives sont équidistantes; 
application à des sommes de carrés et de cubes. 


Hien, dans la démonstration des deuxième et troisième règles énon¬ 
cées ci-dessus (*), n’a exigé la supposition que les accroissements suc¬ 
cessifs de a* fussent infiniment petits. Ces règles s'appliqueront donc 
également à des différences finies; et, grâce à la sommation immédiate, 
précédemment effectuée, des factorielles, elles permettront, dans le 
ca.s d accroissements constants Au* h de la variable, de sommer celles 
(Ventre ces différences qui seront rationnelles et entières, ou exprimées 
par un polynôme /(.r) ~ A.r"* ^ .... 

Si Von observe, en effet, que x m est le ternie le plus élevé de la fac¬ 
torielle #(.r /0( uî — 2 /ij .,, [,r — im i) /*], la première partie, 

Au " 1 , du polynôme proposé, pourra être remplacée par 


Ar(x-— /<)... [y — , //| — 

pourvu qu’on ajoute à Vautre partie, ..., | e produit de A par 

Vexcédent de x m sur cette factorielle. Le polynôme se dédoublera ainsi 
en un terme proportionnel à la factorielle de son degré m et un po¬ 
lynôme du degré »# — i. En extrayant de môme, de ce nouveau 
polynôme, le produit de son premier coefficient par la factorielle du 
{m —degré 

<r(x — h )... [r —— a) A], 

et ainsi de suite, on aura finalement décomposé Vexpression proposée 
en termes, proportionnels à des factorielles, dont chacun, sommé sé¬ 
parément, donnera, a une constante près, un résultat proportionnel à 
la factorielle dont le degré dépassera le sien de i. Il ne restera donc plus 
qu'à ajouter au total une quantité c constante ou plutôt sans différence 
finie, et dont la grandeur, arbitraire jusque-là, se déterminera de ma¬ 
nière à annuler Vexpression totale pour la valeur a de at choisie à vo¬ 
lonté comme initiale, c'est-à-dire correspondant à l'instant où la somme 
£ qu'on veut évaluer n'a encore aucun terme. 

Comme le résultat sera un certain polynôme du (/« degré, 

F(.r), et que les coefficients de celui-ci, abstraction faite de son terme 
constant sans influence sur AF (a*), se trouvent être en môme nombre 
que ceux du proposé/(.*?), on peut encore, sans décomposer f(x) en 
termes proportionnels à des factorielles, appliquer au calcul de F (&*> 


0 ) Voir h Partie élémentaire, p, ao. 
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la méthode îles coefficients indéterminés, c'est-à-dire prendre provi¬ 
soirement pour F(j*) le pol) r nôme le plus général du (/// 1) 1 *™* degré, 

en écrivant que ses coefficients doivent être choisis de manière ù 
donner, pour une infinité do valeurs de x, 

(19) AF(a? » f(x) ou F(>-- h) — Pi*ar'< —f(x). 

Or l’identification, dans les deux membres de (19), des termes d’un 
même degré quelconque en -z*, fournit évidemment autant d’équations 
du premier degré, entre les coefficients des termes variables de F(x), 
qu’il y a de tels coefficients ou qu’il y a de termes dans AF(.r). Lu 
résolution de ces équations fera donc connaître l'expression de F(jt), 
à une quantité arbitraire près c ayant sa différence finie Ac nulle, et 
que l’on déterminera en se donnant la valeur initiale a de x. 

Comme exemple simple, proposons-nous d’évaluer les sommes 2 a 1 * 
et Ea? 1 des carrés et des cubes des nombres entiers o, j, 2, 

(x — 1). On aura ici h ~ 1, a - o, et comme les décompositions de 
x*, x 9 en factorielles donneront de suite 


x* =s x(x — 1 ) + r, x* sa x(x — !)(# — 2 ) -4- 3tf(# — 1 )-4- t, 

il viendra, par des sommations immédiates de ces factorielles, à partir 
delà valeur initiale x—-o qui les annule toutes, 


/„ „ t( x — x) (r — ) x(x~u x(x~ i)f %x *— 1) 

IaX* " ---1-~-V.- f 


(*») 


Sx* 


i * 

x(x-~i ) («.*—vi)*(x — 3 ) 

& 4 


(i 


, / , xix — 1 ) r J? “ 1)1* 

x(x~i)(x~*)~ ---« [—~• 


On a donc les deux formules 


,«+ ••+ 3’-*-... 4- (a> —i)*" »> , 


() 


(20 bis) 


t* 4 - a* 4 - 


3 ’"^ •• • + (* — !)*= [~—]* 

[1 h* a . -4- (#~ i;J*. 


« * t 



COMPLÉMENT A LA ATNGT-TKOISIÈME LEÇON. 

FORMATION DIRECTE DES FRACTIONS SIMPLES COMPRISES DANS UNE 
FRACTION RATIONNELLE DONNÉE; INTÉGRALES INDÉFINIES OU LA 
FONCTION SOUS LE SIGNE / EST PRISE LE LONG D'UNE COURBE 
UMCUHSALE; RÉDUCTION DES INTÉGRALES DK CERTAINES DIFFÉ¬ 
RENTIELLES IRRATIONNELLES A QUELQUES-UNES D’ELLES SEULE¬ 
MENT. 


âll . Formules générales des tractions simples, à numérateurs con- 
stants, provenant de la décomposition d’une fraction rationnelle. 


( v )uand les facteurs du polynôme/(.c), dans la fraction rationnelle 
et sans partie entière y— j > sont réductibles au premier degré (ce qui 

arrive toujours en employant au besoin des expressions imaginaires 
d où l’on éliminera plus tard y' — i par des groupementsconvenables), 
les numérateurs, alors constants, des fractions simples admettent des 
expression* générales faciles â former. 

Supposant d’abord toutes inégales les n racines du polvnôme f[x), 
désignons-les par a„ a„..., a„, et appelons A„ A„ A„ ..., A, les 
numérateurs correspondants des fractions simples. Alors la relation (a ) 
peut s'écrire simplement 


( 3 ) 






T 


«1 


Al 


/U) 


A/i 


f(r) 
x — a, 


--- o. 


où les quotients de/(«) par jt - «„ , x - a„ sont les pro¬ 

duits de tous ces facteursdu premier degré autres que celui par lequel 
on divise et, d’une part, s’annulent avec un quelconque de ces autres 
facteurs, tandis que, d’autre part, ils deviennent évidemment la dérivée 

/'(*>» c’est-à-dire lim q Uai id c’est le facteur considéré 

lui-inéme, delà forme x~a, qui s’annule. Les «valeurs a tl ..., ,t„ 
de x réduisent donc ( 3 ), respectivement, à 


ce qui conduit immédiatement aux valeurs cherchées de A,, 
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An. • » » A ftt 

<*> *«-/&• 


A»** 4rr -“;> 


A 


« 


?(«< > 4 


J) ailleurs, liquation ( 3 ).se trouve bien alors satisfaite quel que soit 
x ; car son premier membre, polynôme du (n — i) Wm * degré seulement, 
ne peut s’annuler ainsi pour les n valeurs distinctes a Xi a u .,., a n de x, 
sans avoir tous ses coefficients réduits à zéro. 

Observons que, si <p(x) ~ I J x n ~ x -h..., ou si II désigne, dans <p(.r), 
le coefficient du tonne de degré n — i, c’est-à-dire le plus élevé pos¬ 
sible, le coefficient total de JT 1 '- 1 dans le premier membre de ( 3 ) sera 
t|.„- ( A l + A,-h...“{-A /l );ce que l’on peut exprimer parH — SA. 
On aura donc 2 A = II, ou, en remplaçant, dans 2 A, les divers termes 
Àj, A f ,... par leurs valeurs (4), 


(VI 



le signe 2 de sommation, au premier membre, s’étendant a toutes les 
racines x r= a u x = a t1 - w a tn de l'équation/(x » o. 

Passons maintenant au cas où il y a p racines égales. Il ne se pro¬ 
duit que pour certaines valeurs des coefficients de/(x); de sorte que 
l'on y arrive, à partir du casde racines toutes inégales, en supposant va¬ 
riable un groupe quelconque de ces coefficients et en les faisant tendre 
vers les valeurs désignées. Admettons donc que, gréce à de telles varia¬ 
tions continues, p racines, o,, a if - a,„ deviennent égales; et soient 

c leur voleur finale commune, . hp les petits excédents iné¬ 


gaux, mais tous évanouissants, qu’elles présentent sure* un peu avant 
de s’v réduire. I.a partie du développement de ÿ~j qui correspondra 


aux racines c ~h /q, c+Aj...., c h {ti sera, d’après (4 I» 


( 0 ) 


e(C4*A|) I_ 

7'(CH-7l, ) X — (tf H- Â|) 


Isolons-y, dans f(c -h h x ), ou dans y*(c 4 -/ij), ..., les facteurs infi¬ 
niment petits. Comme f f {c-\-h x ) remplace ici le quotient, pour 
x == cde/(x) par ic+/q), il y a lieu de considérer spé¬ 

cialement, dans /(a*), les facteurs qui tendent vers x — c (c’esl-ii-dire 
vers zéro quand on fera x^c). et, d’un autre côté, le produit de ceux 
qui n’y tendent pas. Appelons .r) ce produit, différent de zéro pour 
a? tse, meme à la limite où h u /i*,.s’annulent; décrivons, par 
conséquent, 

/(xi — /** •...— c — hj,) 






M * WUi:tl«NS It.VTIONXKUXH : KOBMU.K.H PK.H XlUCTtOVS «IMI'IKK, 

Alors, par exemple, le quotient,/'(e .+■ / (| >, do /(j ) paive *- / #1| 

à ia limite .r c //,. prend la valeur 

V< i A» ) t A| — /tj •... i h | — k,, ) <j< ( c ■+• A, ) 

ou bien, évidemment, la valeur /.'(/(,)'Hf+ /<,), si l’on appelle •/(//) 
In fonction ih - A,) (A _ /i s ). ~h p ), qui est un polynôme du 
degvé/> par rapport à la variable auxiliaire h. Ainsi le premier terme 

de (( 5 ) devient zV ' / -- ) et, les suivants avant des 

formes analogues ou //,,. l’expression ((>) peut s'écrire d’une 

manière abrégée 

(7 > _-_ 

# y ' i A > «J» ( o Ai — c -r À * 

s il est entendu que la Minime 2 s’étend aux /> racines A :/< It A a 4 , 
, * «, A h ft de I équation y (A) o. i )r, actuellement, on peut, dans 
cliaciin des/» termes de (; t. développer par la formule de Tavlor, sui¬ 
vant les puissances de la quantité évanouissante h qui v figure, la 

9 f (• - 4- A | | 

loncunn (l,î c H- fonction qui ne devient pas 

infinie, non plus que ses dérivées, pour A —o [car alorsle dénomina¬ 
teur'}(c) nVt pas nul]. Il vient 

1 9 ( c -r A ) | 

|(c-*-A) x m — ( c -t- A ; 

_!_ ,,, i<£) 1_ 

_ ?fç) 1_ : A 'i(r) J*- c _ AS ff 

*-c: “* i.f/c h îTv! </c~. *•*’ 

et l’expression en s‘y arrêtant aux termes du degré p — i (en A) 
inclusivement, est 



Les termes complementaires, non écrits, des séries auraient leurs 
numérateurs de l’ordre de A/' et, par suite, incomparablement plus 
petits que les dénominateurs y' (A) dont le degré en A, A,, A f , ,,,, h fi 
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i 3* 

est le (p— i) { * mc seulement : ces tenues s'évanouiraient donc à la 
limite, et ils sont bien négligeables. 

Cela posé, appliquons la relation ( 5 ) aux fractions rationnelles 

f h /#£ » * • « i 

. -, dont les numérateurs sont, en A, «es 

yM) 7S*o vS'n 

polynômes du degré p *—i, ayant leurs coefficients nuis, a rexception 
d\in seul dont lu valeur est l'unité. Celte formule ( 5 ) donnera 


2 1 v 

/'(Ai “ °’ 2 //(A) “ ° 


* I 


F* li**'* 
: ‘\h 


V'îr-o, s* 

L’expression (8) se réduit, par conséquent, à 

1 i ^~ x r 1 _ 

TTi.3.. .i /> —i ) dcl*-' L'Kc) x — cj 


- “ i. 


On voit donc, en faisant tendre les coefficients de /(***! vers les 
limites pour lesquelles l’équation /(o* i-t:o a les racines simples ou 
multiples demandées, et en appelant alors u une racine simple quel¬ 
conque, c une racine multiple quelconque, dont p désignera le degré 

de multiplicité, que la fraction rationnelle^^ se décompose comme 
il suit, 

, <f<£> _V. 1 _</<■-» r?(c-i i i 

f(*> ~'£à , ï(a) J' -« * J*d !.»...(/>— i) cfc ^" 1 L'f .c; x —cJ 


ÿ(a) ou ty(c) exprimant, dans chaque terme, la fonction qui reste 
quand on supprime de /(#) son facteur # — a ou (a — c)p dans 
lequel figure la racine a ou c ù laquelle se rapporte ce terme, puis 
quand on y remplace x par a ou par c, et les deux signes de somma¬ 
tion 3 s'étendant à autant de termes, delà forme de l’expression écrite 
à la suite, qu’il y a de racines simples a ou de racines multiples t\ ü 
est d'ailleurs évident que les p *— 1 différentiations indiquées, par 

rapport à c*, de la fraction •--*-> donneront des termes en 

r - 1 » -—-—, .. *, -—!-» par une ou plusieurs diflerentio- 

c)* (jp — cf 1 1 

I i • 

lions du second facteur-> en outre d'un premier terme, 

X — V 
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provenant de» p — i différentiations à effectuer sur le premier facteur 

♦w‘ 

Observons enfin que, si l’on réduit au dénominateur commun/(.*) 
toutes les fractions du second membre de ( 9 ) et qu’on les ajoute 
ensuite, la somme v(x) de leurs nouveaux numérateurs aura sa partie 
du degré n — 1 fournie uniquement par les fractions simples dont les 
dénominateurs, dans le second membre développé, contiendront 
•r — « ou ;r-c, .... au premier degré seulement, fractions qui sont 
?(«) 1 i dP~ « p?(c)l 1 . 

<kT=i [^c"J ■ •••' La réumon > 

dans le résultat, de tous les coefficients de *«-*, donnera donc, en 
appelant encore II le coefficient du terme le plus élevé (ou en 
de<p(jr), 


( 10 ) 


V ïiüL> a. Y 1 dP ~ x rîl£>l u 

&^(a)*Zku*..Ap~i)'dàZi - « 


C 6 tl 6 formule, qui se réduit à (o) quand il n’y q pas de rscincs 
égaies r, nous sera indispensable dans la trente-sixième Leçon 
(n° 4i2*), pour intégrer d’une manière entièrement satisfaisante une 
importante catégorie d'équations différentielles. 


249*. - Forme intégrable de différentielles irrationnelles, qui com¬ 
prend les types les pins élémentaires de ces différentielles, et où 
figure, sous le signe /, uue fonction rationnelle des deux coordon¬ 
nées d'une courbe unicursale. 

Les deux types de différentielles irrationnelles considérés jus¬ 
qu ici (n°* 245, et 247) sont de la forme f(x t y) dx, en y appelant 

y le radical proposé ^ ou \jk 4 - lia? ~E ,v f t que Ton peut, si 

la variable zc représente une abscisse rectiligne, considérer comme 
l’ordonnée perpendiculaire des divers points de la courbe définie par 
l’une des deux équations 

(a;) o;r--6=- < a'ir-r-À Üx± r* r-y*. 

La fonction sous le signe /, dans f/(x,y)dx, se trouve donc, a 
mesure que x varie, prise le long de cette courbe; et, si nous avons 
pu donnera l’expression f(x,y)dx une forme rationnelle, c’a été, 
comme on a vu, grâce à l’existence d’une variable auxiliaire /, eu 
fonction de laquelle l’abscisse x et le radical ou l’ordonnée y s’expri¬ 
maient rationnellement. M. Caylcv 0 appelé, en généra), courbe uni- 



AUX C 00 tU) 0 NNKKB U’tJXR COUUDE UNICURSALK, ÏÏ* 

cursale, toute ligne (nécessairement algébrique) dont les coordonnées 
x, y sont ainsi des fonctions rationnelles d’une variable /, qu’il suffit, 
par conséquent, d’y foire croître de — ot> ù 00 pour décrire, comme 
d'un seul trait, la totalité de la courbe. Il est clair qu’une différen¬ 
tielle de la forme j\x, >') dx, où les valeurs successives de «r et r 
seront les coordonnées des divers points de cette cotirbe, deviendra 
rationnelle et, par conséquent, intégrable, si l’on y introduit la 
variable /, pourvu que la fonction /(#, y) soit elle-même rationnelle. 

A part le cas où, comme dans la première relation (37), l'une des 
deux coordonnées, x par exemple, n’entre qu’au premier degré dans 
l’équation de la courbe et où, par suite, l’autre, y, peut être prise pour 
la variable auxiliaire t , les courbes planes unicursales les plus simples 
sont celles que les droites d'inclinaison variable émanant d’un de 
leurs points convenablement choisi, coupent nu plus en un 

autre point (.r, /), ayant son abscisse x donnée par une équation du 
premier degré. C’est ce qui arrive lorsque, en prenant le point (o? 0 , y„) 
comme origine de nouvelles coordonnées X et Y, ou, en posant 
x -+- X, y =r :/ 0 4* Y, l’équation de la courbe, exprimée au moyen 
de X et de Y, ne contient que des termes du degré même, /<, de la 
courbe et du degré immédiatement inférieur n — i. Alors, en effet, 

y 

si l’on appelle t la pente ^ des rayons vecteurs émanés de la nouvelle 

origine, ou si l’on pose Y ~^X, t étant ainsi le paramétre caracté¬ 
ristique de ces droites, les termes du degré // eu X, Y et ceux du 
degré « — 1 prendront respectivement les formes 

X«F *(/), X«-*IVl«)r 

où F„ désigne un polynôme du degré n et F rt _j un polynôme du degré 
/* — 1 • Donc l’équation de la courbe, abstraction faite de « — 1 
racines égales Xr:o qui correspondent au point d’intersection fixe 
choisi comme origine, se réduit a XF„(*) -hF rt __t(/) ==ro, et donne X. 
puis Y tX y en fonction rationnelle de fa pente t des rayons vecteurs. 
Far suite, la différentielle proposée 

f(#i y)dx on /( x 0 -H X, y 0 -H Y ) d\ 

devient elle-même rationnelle quand on l’exprime au moyen de celte 
variable auxiliaire l. 

Lorsque la courbe est du second degré, comme celle que représente 
la deuxième relation (ay), un quelconquede ses points peut être choisi 
pour la nouvelle origine (æ* 0 ,/ 0 ); car son équation en X et Y, devant 
être satisfaite par les nouvelles coordonnées X o, Y - o de celle-ci, 
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ii« contiendra pas de terme constant ou n'auro que des termes des 
deuv degré* /*rr«, n i Kt la variable auxiliaire f = îZL?* t 

JT* “ t-r 4 Y*j 

qui rendra la iliiVérentielle J'(x, r)<lj? rationnelle, sera bien, eonfor- 
môiuont aux deux premières des transformations Indiquées dans les 

«T m et 2 W (pp. 4 - et ',<>) : ,« t - JL. - *j 

x & j’ — a * 

le radical y étant de In forme (.e — *)(«/•*—fi), un convient de 

y/ci 1 4 - H/ rr. x* —■ a 
x 


poser ./■„.« (doit r 0 rr o) ; •>» ( : 


» si Ion a 


/ ■*“ V — **> cl que l’on prenne, par suite, *r 0 ~ o, j y — a, 

Ouaiit à la troisième transformation, t -x +y f propre au cas où le 

radical y est y A H.r *+- x\ elle rentre dans la deuxième, si Tou a 
soill . (le, ^ u ! ,Hi Sabord C(î radical (en en faisant sortir le facteurs) à 

1 -V* ~ -4. ^ » et si, posant ensuite ^ -=: * ou x - i cl dx — — ^, 

rm met la différentielle proposée sous la forme F(;, £*)</{. 

Alors, eu cl!et, la nouvelle variable t est, d’après lu deuxième trans¬ 
formation, 1 


ou encore, en y réintroduisant - 1 - au lieu 

x 

de 5, A 4- \\x - 4 - x* rr: x \ce (jui comprend bien la valeur de l indiquée 
dans la troisième transformation (p. /jyj. 

Dés qu on laisse les coniques, ou courbes du second degré, pour 
passer aux cubiques ou courbes du troisième degré, on ne les trouve 
plus qu exceptionnellement unicuraales. C’est quand elles possèdent 
un point singulier, comme il arrive, par exemple, dans le cas de la 
seconde parabole cubique, Kt, alors, elles admettent encore comme 

vui bible auxiliaire / la pente des droites émanées d’une origine con- 

\enablc : mais il faut, pour celle-ci, choisir le point singulier. En effet, 
leur équation en X et V mise sous la forme o(X, Y) =o, devant être 

satisfaite, et avoir uicme les deux dérivées de son premier 

membre uulles, pour \“o et \ rro, se trouvera privée non seule¬ 
ment du terme constant, mais aussi de ceux du premier degré : elle 
n'aura donc plus que scs deux parties des degrés a = n — 1 et 3 = «. 
Par conséquent, une intégrale de la forme ff(x, y) dx, où la fonc¬ 
tion /(.r, y) sous le signe / est rationnelle et prise le long d’une telle 
cubique, peut s’obtenir par la méthode d’intégration des différen¬ 
tielles rationnelles, si I ou a soin d’y introduire comme variable auxi¬ 
liaire / la pente des rayons vecteurs émanés de son point singulier. 
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Réduction do l’exposant hors do la parenthèse et de l’exposant 
do la parenthèse, dm rintôgration des différentielles binômes et po¬ 
lynômes. 

Comme les procédés île réduction dont il s’agit (*) s'étendent, sans 
se compliquer aucunement (dit moins dans leur esprit), à des diffé¬ 
ra n ticlics poiyndmes quelconques, c’est-à-dire de la forme 

•r* ( a 4 - bx n - e jr* rt -r-.. , )/' dx } 

je les exposerai sur celles-ci, en me bornant toutefois, pour fixer les 
idées, au cas d’une différentielle trinôme <v m (a bx n h- ox tn )t'iU, 
Le trinôme a +- bx n 4- cx in devant figurer souvent, il *era bon de le 
désigner pur une seule lettre, et je l’appellerai U. Ainsi je poserai, 
dans ce qui suit, 

( 3 o) U - a 4- bx n ~ «v** ; il’uïi </L = ( n£jr*-i 4- a/icr ïrt “ ! ) dx\ 

et I expression à intégrer sera de la forme x m V ft </j\ 

Si nous observons que 

( (p + 1 t> fit] 

( n h(p 4 - ( u""-" [Jt* <ir -r- ■/ n c{p — 1 }U' m U/' (h% 

il viendra, en intégrant par parties le premier membre de cette iden¬ 
tité et, terme à terme, le troisième, 


(30 


j ^ — (ni 4* 1 — 1*#m- 1 dr 

( ~ n bip -4 U/'</./* - 1 - xn c(p 4-1 )/.**'« U#' t/r 4- eonst. 


C'est une relation linéaire entre l'expression algébrique LW 

et les trois intégrales L fx M ~ n \}P de, jV w l><Ar. Si 

donc, par exemple, « se trouvant positif, m est lui-méme positif et 
supérieur u «/*, enfin p négatif et d’une valeur absolue plus grande 
que l’unité, celle formule permettra d’exprimer en fonction 

de UpcIæ et de f.c m ~~ in l> 4 - 1 du\ où les exposants respectifs de 

#cl de U seront plus simples que m et p . Si, au contraire, m — in 
est négatif et p4 -1 positif, plus grand que 1, c'est par rapport à 
JV'»-*" \jP^ l dx que l'on résoudra la relation ( 3 i), afin de rame¬ 
ner cette intégrale aux deux, alors plus simples, /V"-* IJt’dj; et 
fx m lW.-r* 

Dans les autres cas, il y a lieu d’observer que 

(t 4 “ bjr n 4 - cx in ) 


(*) Voir lu Partie élémentaire, à la fin du n J *251, p. 5J. 
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et que, par suite, f.v m -* a se décompose eu trois terme*, 

aVP(h% bU p dr, cf T m U t* dr, 

dont les deux derniers, semblables a ceux, du second membre de (3i), 
se réduiront avec eux# La formule ( 3 i) deviendra donc une relation 
linéaire entre l'expression algébrique j*+»-**U/ ,+| et les trois inté¬ 
grales fs»' (U, l>dx, /*'"-*« UP(Lr> où l’exposant p de In 

parenthèse V est le même, et qui permettra, par suite, suivant que m 
sera positif et nu moins égal à aw, ou non, d’exprimer suit la première 
de ces trois intégrales, soit la troisième, en fonction (chaque fois) des 
deux autres plus simples. On pourra donc réduire toutes les intégrales 
de la forme fx m \j*d& à un nombre relativement petit d'entre elles, 
savoir ù celles où l'exposant tn de & hors de la parenthèse est compris 
dans un intervalle désigné égal à 2//, comme, par exemple, entre xéro 
et 

Les plus simples différentielles trinômes qui admettent cette réduc¬ 
tion s'obtiennent en supposant 2, enfin m entier. On 

peut d'ailleurs s'y borner au cas de m pair; car, pour m impair, de la 
forme ajx h— 1, In dilférenticlle proposée æ m \} p dx > où l'on aura 


z= a 4- ojt * Hr Cir», 


deviendra—en faisant .r* - -r, et se trouvera comprise 
a -h 17* 1 

dans le second type élémentaire, toujours intégrable sous forme finie. 

étudié aux n°* 240 et 247 . En supposant donc m pair et opérant un 

nombre suffisant de fois, sur #», l'abaissement (en valeur absolue) de 

/1 =ra unités qui vient d’être indiqué, on voit que toutes les intégrales 

• ti C* jy/fl rfi< 

comprises dans lfc type proposé / » - ==.. . se réduiront à deux 

J V a 4- bx x 4- ca ? 1 

seulement, qui seront, par exemple, 


J ÿti -f- ôjr* -T- c/* J \/a 4- b r* 4- cr* 


On ramène encore ù deux intégrales de ce type toutes celles qui 
sont de la forme f — ^ 1 où fia) est supposé 

désigner un polynôme quelconque et où la quantité sous le radical 
exprime tout quadriuôme du troisième degré, que l'on sait admettre 
toujours au moins un diviseur réel linéaire 11 — ». 11 suffit, en effet, 

de poser y « - * = ou « m æ 4 -f-a et du = a ædar } pour transformer 
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immédiatement une telle intégrale en celle-ci. 


J ^A ( "H $t )* “t~ U I X* * 4 “ 9 C ) nr G 

évidemment formée de termes rentrant bien» tt des facteurs constants 
. , . . C x m dx 


s , * f C x ' n 

1 J i/a + bx* ~\~ c/* 


V. 

Comme exemple, proposons-nous de réduire ù /./•* U s dx et « 

f\)~ 1 dx l'intégrale fx~ % U~ 8 da- f oit U représente le polynôme 

(i — jr*)(i — A**j* 1 ) --1 — <i -r-/i*)? ,î 4~ 

Ici, les trois exposants désignés dans (3i) par m ~ ««, tn —n et m 
sont — a, o, 9 . ; en sorte qu’il faut y prendre m ~ n », avec p j 
et <?::-!, b r- — (i /,**), c -- A*. Cette formule devient 

a-Vf ■ -J I * — (l + + /'•**'1-^ 

I tis— I *y-* -r / —7=^ * 4 - CUJJSt'i 

1 7 J v/u 

ou bien, gntee ù des réductions évidentes, 


v'i; r <fo * j r .r 

1 - t - i --= l K t ! “r* COUSt, 

x J X* \j U J 


et, résolue par rapport ù son second terme, elle donne la relation 
cherchée 



.r* d.r 




const. 


Mais revenons à la diffère a liel le trinôme générale, de la forme 
f*" U l'dx. On pourra encore soit y diminuer, soit y augmenter, 
algébriquement, d’autant d’unités qu’on le voudra, l’exposant de la 
parenthèse U, tout en main tenant dans l’intervalle »/i désigné l'ex¬ 
posant de x hors de la parenthèse, Et d’abord, pour le diminuer, on 
aura la formule évidente 


( 33 ) fx m U/'*» dx « afx m U/' dx -r* bfx m +* U/' dx h- c fx fn + in U/' dx, 

dans laquelle il suffira de remplacer fcc™'*'*** U^dx par son expression 
en fonction de fx m Vf*dx et de fjc in + n \J^dx y puis, au besoin (c'est- 
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à-dire si m -»-• n atteint au moins a/*), par son expres¬ 
sion analogue en fonction de fx M dæ et iU'dx, L'intégrale 

fx m L^ +1 </x se trouvera done ramenée à /.r* 1 V^dx et a fx*** V^dx, 
uù l'exposant ni;lz n sera compris dans l'intervalle assigné. 

Si l’on veut, au contraire, augmenter algébriquement d’une unité 
l’exposant de U, cette formule, où l'intégrale fx M U' /4 * 1 dx seule sera 
censée alors connue, ne suffira pas pour donner u la fois fx m \}fdr et 
car elle ne constituera qu'une équation du premier 
degré entre ces deux quantités inconnues. Mais on pourra j* changer 
m en m ™ n \ ce qui donnera une équation linéaire entre l’intégrale, 
censée connue, et les deux intégrales inconnues 

j'x m±,t 'Li’ djc et \jf J dx ) dont la seconde pourra être elle- 

même remplacée par sa valeur en fonction des deux intégrales 
demandées fx w V ft dx et fx m±n X) p dx. 11 viendra donc, delà sorte, 
une seconde équation du premier degré entre ces deux intégrales et 
les deux, auxquelles on veut les réduire, 

fx ,n Vp +* dx et / x*H~ n 1>+1 dx ; 

de sorte que la résolution du couple obtenu d’équations du premier 
degré à deux inconnues permettra d’accroître algébriquement de i 
l'exposant de la parenthèse. 

Par conséquent, si p est négatif et d’une valeur absolue supérieure 
a i, on le réduira, par des additions successives d'unités, à tomber 
finalement entre les limites — {et -J-, tout comme on l'aurait fait, par 
la formule (33), s'il s'était trouvé positif. 


&>3*. — Application à certaines intégrales, dépendant des intégrales 
elliptiques de première et de seconde espèce* 


Pour donner un exemple de ce genre de réduction, soient les deux 
intégrales 


f 34) 1 -- f ----- 


TT i 


/(?*-’ 


dr 


f* ar*)/ÏJ 


— t 


dx 

#*)v/ü 

où U désigne le trinôme bicarré 
( 35) U — ( -H #*)( r- 3C*Hh* (fit* *r* 


et que nous écrirons, de préférence, 

<3G> I - /(fl*-»-*») lT*«fe, i=:f(9* + ll*)V~*dx. 

Les intégrales proposées 1, J, dans lesquelles il est permis de sup* 
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■s 

poser * 2 > p* f se ramènent donc immédiatement à deux, /U 2 

_ 3 

et y\r*U Mar, o(* tes exposants de jp hors de la parenthèse L r , savoir 
zéro pur la première et a pour la seconde, restent compris cuire les 
deux limites o et 2 /*, « étant ici, visiblement, 2 ; en sorte qu'il n\v a 
pas lieu de réduire ces exposants» Mais on peut vouloir y simplifier 
l'exposant p, égal à — f, en le réduisant a — J par l'addition d’une 
unité, et ramener ainsi ces intégrales, comme toutes celles qui se 
composeraient d'autres de la forme fæ^V^da: avec p multiple de •£, 


aux deux 


Æ-* djt 

70 


Toutefois, on trouve avantagea introduire, 


au 


pdx C 

J Vu J 

»ï (f^[* # *4“ 

l'intégrale / ^.-r— 
v /L J P 


Æ'i <// 

v'i; 


ou 


» 

/(**4-<r*)*U *(/x, qui admet, comme on verra bientôt, une signi¬ 
fication géométrique importante : elle est évidemment décotnposuble 
en intégrales de la classe considérée et peut ainsi tenir lieu de l'une 
d'elles comme terme de comparaison ou moyen d'expression. Nous 

appellerons et -- (avec Legendre) les deux intégrales types ainsi 
p a 

adoptées, c'est-à-dire que nous poserons 


07) 


/ a* 4“ dt aE 

f *** 7 ? ~ y 


Çdx _ F 

J ?v “ «* 


En dédoublant, dans la première, le numérateur en **-- jï : 


F 


et (4*+ x 1 , on la dédouble elle-même en («*— £1 S )J et en ce qni 
fait déjà connaître J et donne (à une constante arbitraire près) 


(38) 


J » - 


or* K — fJ*F 
«[J* (a 1 — p*) 


Il suffit donc de trouver une relation oü entrent 1, J, F; et, comme 
la méthode générale de réduction consiste en des combinaisons de 
l'idenlité(33) avec la formule (3 j), nous aurons nécessairement à faire 
une application convenable de celle-ci. En conséquence, prenons-y 
prr —§, /n:._4 (outre « • 2 , b. ;a*4- P 2 , c -"i), pour que l'inté¬ 
grale fx m ~ ln U^ 1 à laquelle cette formule doit ramener les pro¬ 
posées, soit bien celle que l’on a en vue, savoir /U 2 dx, 11 vient, abs¬ 
traction faite de la constante arbitraire, 


(39) 



( st* 4 - jl 1 ) /#* U~ 2 dit 


<xfx % m dx. 



3a- 
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Or il y a Heu d'éliminer le dernier terme, où figure, sous le signe/, 
un numérateur jp v qui n'entre dune aucune des intégrales en les¬ 
quelles se dédoublent visiblement les proposées I, J définies par (36)* 
A cet effet, il suffit de remplacer, dans le dernier terme eu. question 
de (3g), le facteur j 4 par la différence identiquement équivalente 
l; — (**p*-t- a 4 # 4 -h P 4 # 4 ); et des réductions immédiates, avec trans¬ 


position, dans le premier membre, d'un terme 
au second, donnent 



ainsi obtenu 



:■ j s:* f (.p*Hh B 4 # 4 -** ji*#*) U 


relation où le deuxieme membre n'est autre chose, d'après (36), que 
-t- [4*J* il vient donc, pour l'équation cherchée, en rétablissant la 
constante arbitraire dont ou faisait abstraction, 


i 4° J **I 4- P* J ** - - f —■ H- const. ~ -r î- • 

y'U J y/U )/V « 

Transportont-y la valeur (38) de J, et celle de J 
moins quant ù sa partie variable, 


const. 

sera enfin, du 


< 4 U 


_y — k 

a*y/Ü Jji/ 


Les expressions, définies par (3 ;}, de E et de F, se simplifient en 
introduisant comme variable l'arc s qui a pour tangente le rapport de 
u' à p. Posons, en effet, 


< .|a j 


I ,/•= p longs; d’où 
* 

a* rns*© q* «in*s 


, a do 

rlx = ~—, 
cos* $ 


_ *>i 

1 cos* s> 


I 




? ** f ** 3* . , \ 

cos 1 Ÿ ~~ cos* p \ a* ÎJ,n ^) * 


et regardons a, p comme le demi grand axe et le demi petit axe d'une 

ellipse, dont **!! - {?? serait par suite l'excentricité, que j'appellerai À*, 

rapport de la distance focale à y a* - p* au grand axe »a # Le radical 
. ___ 

\OI s'écrira —y^7 — /r 4 sin 4 ? et les formules (3?) deviendront sim¬ 
plement 

(P) F — /V*~~ T& lïïï*ç</<?, F =s f~ ^-» 

*/ J yi-1' 1 siu 4 f 

On convient de déterminer la constante arbitraire, dans ces inté- 




KO H UK CA.Nü.NIUUK »>K uKM LYl'KUlWLKN. 


grules E, F, de manière ô fc$ faire annuler en même temps que leur 
varial>le <»« 

Nous verrons plus loin que Tune d'elles, E, est propre à exprimer 
la longueur des arcs d ellipse. Aussi Legendre ttt-1-îJ appelée inté¬ 
grale elliptique; et il a étendu ce nom à l’autre, F, à cause de sou 
analogie d'expression avec E. Pour les distinguer, il a qualifié d7/*fc- 
g raie elliptique de première espèce celle qui est, comme on le recon¬ 
naîtra bientôt, la plus simple, savoir F, et d'intégrale elliptique de 
seconde espèce, l'autre, K : il est clair qu'elles dépendent de la va¬ 
riable 'f, appelée amplitude , et du paramètre /*■ (compris entre zéro 
et i ), dit module . Pour pouvoir intégrer toutes les différentielles al¬ 
gébriques affectées d’un radical carré portant sur un polynôme du 
quatrième degré, Legendre a eu à considérer eu outre un troisième 
type d'intégrales, appelées aussi elliptiques , mais plus complexes que 
les deux précédentes, car il \ entre deux paramétres distincts ( l ). Je 11 e 
pense pus devoir en parler, parce que ces intégrales ne se présentent 
guère dans les applications et que, d’ailleurs, ou n’en u pus de Tables 
permettant de les utiliser avec toute la facilité désirable, comme il 
eu existe pour les intégrales E, F. C’est Legendre lui-même qui a cal¬ 
culé celles-ci, dites Tables elliptiques , par des procédés dont il sera 
prochainement donné un aperçu. 

Les deux intégrales E, F prennent une forme, à différentielle algé¬ 
brique, très usuelle et très simple (forme .appelée canonique pour ces 
deux raisons), quand on y adopte comme variable le sinus même de 
l'angle Pour l’obtenir, posons donc, dans ('j3), 

. . / du 

sut o es u ou o -z arc sut u, m ^ - _. 

* * 4 %/i— «« 


( * ) Les géomètres oui été ainsi amenés à appeler, en général, intégrale ellip¬ 
tique, t««te intégrale rédnctiLJe à ces trois type*, c'est-à-dire de la forme 
f/{a; i y)dx l oà /désigne une fonction rationnelle quelconque de deux variables 
et y un radical carré portant sur un polynôme en x du quatrième degré. Quelques- 
uns d'entre eux ont ensuite considéré, sous le nom il intégrales uUra-eiUptiqucs 
(nu hyper-dit/) tiques), les expressions de la même forme J/(x,y)dx, où y est 
encore uu radical carré, mais portuut sur un polynôme d'un degré supérieur au 
quatrième. Ivtilin, une dernière généralisation, Lien plus étendue, a conduit ces 
géomètres uu casoû^ serait l’ordonnée d'une courbe algébrique quelconque ayant 
x pour abscisse : alors l'intégrale ffix,y)dx est dite abc tienne, du nom 
d'Abel, profond analyste norvégien (mort en idaq à fûge de 37 ans), qui en a 
commencé l'étude et y a découvert uu théorème remarquable dont la formule 
d’Kulcr ci-après (p. sur le sinus elliptique d’une somme, n'est qu’une appli¬ 
cation particulière. 

IL ■- IL Partie complémentaire. *1 
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H viendra 


( 11 ) 


i k- /Vi-A«.iï r 

J ./ V/vr--Fnï:-ïf 

f F =: 

v J A* h* ) 


«*) 


O» voit que la différence F — K est le produit de A* par 



a 1 </« 

«*)(i— /?ÏÏM 


Donc, comme nous savons (pp. a 8 \ s<j‘, 3o 4 ) qu'on ramène à cette 
dernière et à l'intégrale F toutes celles'qui sont de la forme 

( 4 * J / " iM ( < i -“«*)( i - A* id ) |r </«, 

avec «i entier, positif ou négatif, et p multiple positif ou négatif 
de j-, il est clair qu’on pourra évaluer cette classe étendue d’inté¬ 
grales au moyen des Tables elliptiques de Legendre. 

On est passé, en résumé, de la forme ( ‘$ 7 ), où la quantité U sous le 
radical est (a 2 -H;r 4 )i 3 * — æ 2 ) avec à la forme ( 44 )t où lu 

quantité analogue est (1 «*) (1 — À 2 a*) avec A s < 1 , en posant 


t -* 3 tan g ? ~ 


-4 sin v 


f <# 


V* — «in* s 


ou 


/1 - 5* « 3. 


Le radical serait évidemment devenu, au contraire, de lu forme 
V(i * -«*)(! * A Ji w 4 ), avec A *’ 4 f égal à —variable de aéro a Tin- 


fini, si l'on avait pris a: rr « tang^ ou y 1 - ü* \/a? 4 n- a 4 ™ *, 

Ou obtient encore ces formes, avec d'autres, toutes bicarrées, qui 
se présentent parfois, du trinôme sous te radical, en adoptant une nou¬ 
velle variable v eu raison soit directe, soit inverse, de l’un des facteurs 


{\ a*-h jp*, yÿ'-i-a?* dans notre exemple) du radical que contient la 
din'ércntielle proposée. Tel est le principe simple de transformation 
qui, appliqué une ou plusieurs fois, permettra, le cas échéant, de 
réduire u la /orme canonique (45) un certain nombre de différen¬ 
tielles polynômes à radical carré, et de les rendre, par là, intégrables 
au moyen des deux fonctions K, F de Legendre. 




COMPLÉMENT A LA VINGT-QUATRIEME LEÇON. 

UKS INTÊtiUALKS BUIJfellIKXNBS DB SKOONDK ESPÈCE. 


201 *. - Autre exemple d'intégrales finies, quoique prises dans un 

intervalle infini : fonction W 

Considérons encore l'expression f æ H - x e~*dj.\ oit n désigne un 

paramètre positif , intégrale importante, qu’on représente, d’une ma¬ 
nière abrégée, par !’(//), et qui, étudiée d’abord par Euler, puis 
surtout par Legendre, a reçu de ce dernier le nom tY intégrale eu lé- 
rien ne de seconde espèce. Elle est déterminée, malgré sa limite supé¬ 
rieure infinie, à cause de l'exponentielle e~ x dont l’ordre de petitesse 
croit indéfiniment quand æ grandit (L I, p. i3q), et aussi malgré la 
valeur infinie, à la limite inférieure, de la fonction sous le signe / 
quand n est plus petit que J ; car ce serait seulement pour n nul ou 
négatif que le degré iY infinitude de celle fonction, approximativement 
réduite à prés de la limite inférieure, atteindrait l imité et ren¬ 
drait infinie l’intégrale (t. II, p. G »ï • 

Si nous observons que er*dx n- d{ <r*) et si nous appliquons 
rinlégralion par parties, il viendra 

fr» i ct* d.r on -- de~* r- — jc n 1 e~* - t n — i ) />**-* «r**/*. 

Prenons la différence des valeurs de chaque ternie aux deux limites 
en supposant d’ailleurs n > I ; et rappelonsmous que, 
pour a' ac, c’est l'exponentielle qui l’emporte dans le terme 


— £•/*-! (' * x—_ 




(t. I, p. i3c>), en sorte que liin e ~ x o pour ./* infini. Le terme 
intégré - .r*- 1 </-* ne donnera rien aux deux limites, et nous aurons 
la formule de réduction 


<*i) 


i (pour « ..• i) f x n - l e-*dj--(n \) f -*•*“** 
) Ja V 


-*dx 


\\H)r(n-~t)V(n — u. 


30* fonction !■(«); son évaluation rouit n ksttikr» 

Appliquée nn nombre suffisant de fois, cette formule penneUra. 
connue on voit, de retrancher « la variable// toutes ses unités entières, 
fie manière qu’il suffira de posséder une table des valeurs de fa fonction 
t'(«), entre les limites//-*o et n l, pour en déduire ses aulre> 
valeurs. Par exemple, en partant do 

r ( 1) “ ( e~ x (U' rz t — (r x )* I, 

•'U 

et luisant successivement, dans (%\) % n *>., -- 3, 4 , il 

viendra 

v *dx ^ i.u.'J_t/f -i). 

o 

Ainsi, le produit des n i premiers nombres entiers, à partir de 
l’unité, peut se mettre très simplement sous (a forme d'une intégrale 
définie, puisqu’il n’est autre que Vin). 

La fonction V{n), quand on y pose «rr= //*, dæ r_: 3 //////, et que. 

par suite, l’on y fait varier // - : y> depuis \ o, qui est zéro, jusqu a \ x, 
qui est infinie, devient évidemment 


eïl) 


Y (il) — x 



//*"*“i e -*e f / Wt 


Sousceüe forme, nous la retrouverons plus loin, après le calculde l’in¬ 
tégrale définie très importante, dite quelquefois intégrait*de Poisson , 

J* vr u 'chi — « T Q J ; et nous achèverons alors d'obtenir r(«), grâce 


è pour toutes les valeurs de n multiples de J. Mais quant à 
une expression générale de V (/«), il n en existe pas de finie : aussi 
nous contenterons-nous de donner, vers le commencement de la 
XXX e Leçon, la plus simple de celles qui peuvent représenter la 
fonction avec une approximation indéfinie. 



COMPLÉMENT A LA VINGT-CINQUIÈME LEÇON, 

QUELQUES IMIOHUÈTÉS SIMULES 1>ES LNTKGUALKS HT FONCTIONS 
KUJHTQUKS; VA MC U H MO Y EN N K GÉO.MIÏT1UQUE D'UNE FONCTION: 
CALCUL AUl'HOCUÉ, l'Ali UNE ISTÉCiDATION, DU Il ESTE DE CED* 
TAISES SÉHIKS. 


s209** — Transformation montrant la proportionnalité inverso de Tin* 
tégrale elliptique complète de première espèce à la moyenne arithmé- 
tico* géométrique de l’unité ot du module complémentaire. 

Pour donner une idée des procédés auxquels il vient d’être lait allu¬ 
sion (p, 80), ou destinés à faciliter ie calcul des intégrales elliptiques, 
je choisirai comme exemple une élégante transforma lion (due en prin¬ 
cipe à Lawlcn, géomètre anglais du xviIP siècle) dont Implication, 
indéfiniment répétée, ù l'intégrale de première espèce F(/»yf ), y fait 
tendre le module vers zéro et a conduit Gauss à une curieuse expres¬ 
sion de l’intégrale complète F* (4). 

En vue de rendre les formules plus symétriques, j’y diviserai par 
une quantité positive quelconque a la fonction F(Ayf), qui n’est 

J /*? ( fo 

f _• > de manière a mettre le quotient 

# v'cos 5 ^- - (i — A* ) sin*® 

j,’ / A ^ . /<? 

*—sous la forme / - — — > b désignant la quantité 

« y/# 1 - é 1 sin*tp 

positive a\ i *-* À*, moindre que or. H s’agira de le remplacer par une 
intégrale de la même forme, / —: > où l’ampli- 

J 0 V^ï cos*^j -t b\ sm* ®| 

tude se trouve comprise entre o et si la proposée® l’estelle-même, 

et où a xt b x soient respectivement les deux moyennes des deux 
nombres donnés a , Ik l’une, arithmétique, a x -J (a b), l’autre, 

géométrique, b x rr \ a b. Comme on a identiquement 


et, par suite, 

( a; i 


«J — i a — h ^ I 
«* - - “ \a b "* 4 * 



ixtkuiuu; Euimgvb w. msnfcttK «srises : 

in différence (î] - i] sera tou) uu plus tù (juui't de co qu'est in diffe- 
lenco analogue - * iA flans ) intégrale proposée. Donc, en répètsiil 
un nombre suffisant n de foi» In transformation, i) viendra une iule- 
"raie encore de même forme, inttts ot't, sous le radical paraissant dans 
la différentielle à Intégrer, le coefficient du carré du cosinus de la 

variable ne dépassera celui du carré du sinus que d’une quantité infé- 
« . a* — b* , . 

rieure u —^ et aussi faible qu on le voudra, sans que ces coeffi¬ 
cients, évidemment compris entre a* et //, tendent eux-mémes u 
s’annuler; d’ou il suit bien que le carré du module, rapport de la 
différence des deux coefficients au plus grand d’entre eu*, s'appro¬ 
chera indéfiniment de y.éro, 

La relation qu il y a lieu d’établir entre ^ et ^j, pour ulfectucr celte 
transformation, est 


(*K) 


fl 11 ?-._ suiÇj 

u «t — \ ; a\ — b\ siu^i 


cos?, 


eequi donne un rapport égal à la quantité essentiellement posi- 

ti ve ” . -, décroissante de ~ à-“ quand 

Ÿt croît de xéro i\ et ce qui, par conséquent, fait graduellement 

varier o de téro à ? en même temps que tout en maintenant in¬ 
férieur dans 1 intervalle. De ( 28 ), où et peut être remplacé par 
(t\ *+■ V 0*,on déduit aisément pourcos^ y i — sin*o l’expression 

y/rt f c os*yi -1 - /;} shi*^, 

«1 * y/«f — sin*^pj 

D’ailleurs, en difiêrcntianl (28 ), il vient 

cos ? r/ ? a t - Aï-^îsin^, 

- ± - r- --* - COS^ido»; 

a i</j -f* y/a| — />f sin*Qj] s ‘ * 

d’où, après substitution, à co$ÿ, de sa valeur ^ 29 ;, 

.io) </ ? „«a.r s j n1 ?' ... _ <ht _ 

a t ■+■ y'a\ —* 6J si«*0| y/«{ cos*^j -r* Æ{ siu*oj 
D outre part, si, dans le radical proposé y a s cos*& b* sin*s 

ou a ^ cos 5 ^ 4-* ( — 1 -.y*t A! sin» ) , fou remplace par sa 
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valeur (28) et cos<p por la sienne (29) après avoir mis partout, dans 
celle-ci, y'i * sin*^ û la place de cos© t , il viendra 

r#i ■ * y/rt} — b\ sinHt 


(U) 


\ a* eos*ÿ -r b* sin 1 ^ €t 


a\-r)/a\ ~ 6f »in*ÿi 


Divisons enfin ( 3 o) par < 3 1 ), puis intégrons entre les limites zéro 
et ou zéro et y Nom aurons Ja formule cherchée 

O.) f\ .. <*?' . . 

J q y a 1 cos*o b* sin*^ J v y «} eos^j *1- b\ 

1*< /' % 1 

De même que Je premier membre exprime ^’- Y ~ quand on y pose 
k ~rr- '-SL-“L^?, de meme aussi. Je second membre sera si Ton 

a «i 

appelle k x le module - ~ uu ^ Or, £'désignant toujours le 


module y i — k* complémentaire de k } on a b r ak* et, par suite» 

i--/-’ . i—A* 1 

A*, = —p. Donc faisons a = t ou, par suite, a x —— % et la for- 

I 4* A‘ 2 

mule ( 3 a) prendra la forme sous laquelle elle est propre à transformer 
rintôgrale K( k } 1 ) en une autre de module moindre : 


( 33 ) 


«‘•'<’"T4e F (rJ' *■} 


Examinons, eu particulier, avec Gauss, le cas de l'intégrale complète, 
ob les limites supérieures q et s, t atteignant toutes les deux In va¬ 
leur Jîc, deviennent égales comme les limites inférieures* Alors la 
transformation ( 32 ), appliquée à l’intégrale du second membre dont, 
les deux paramètres «j, b x sont compris entre a cl />, donnera une 

nouvelle intégrale analogue, ayant toujours les limites zéro, 

mais, au lieu des deux paramètres «, eib x , leurs deux moyennes arith¬ 
métique et géométrique, que j’appellerai a f , b 9% moins distantes encore 
Tune de l'autre que n’étaient a x et b x . Eli continuant de même, on 
formera évidemment une série de moyennes arithmétiques a J% 
a xi ..,, a tn de plus en plus petites, et une série de moyennes géomé¬ 
triques, b Zi b X} ... b ni de plus en plus grandes, dont l’intervalle mu¬ 
tuel tendra vers zéro d’après l’inégalité (27 ). C’est dire qu’il existe 
une certaine limite commune M des moyennes arithmétiques et géo¬ 
métriques ainsi formées successivement à partir des deux nombres 
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donnés a, h \ on Rappelle In muyètihe (trilhtHêlivo^tféiimétriffitc do cos 

îî 

/t j i 

nombm. L'intégrale proposée / ■ —» sans changer 

4 fc«*cos’ÿ‘;-6*siii*? 0 

do v a tour, prendra donc une inimité de formes et tendra iimilemenl 
vers celle ou* sous le radical, les deux, coefficients de co$*$ et sin*** 
auraient la valeur commune M*. Or, mm cette forme limite, elle est 
immédiatement intégrable, puisque 


r. 


r. 

_ àh _ ç**h _ J- 

J 0 t/AI*cos*e • • M* siu*? J Al a AÏ 

v • i ^ V 


Üonc, sa valeur étant — , l'on a 

«Al 


ou 


r . _„ jr 

», (, /«* cos* o -i- £* sin* s u M 

V * I ^ 

bien,en remplaçant le premier membre nar —lAi - Lpi ( » /. _ *'1 \ 

. , ... « « \V «V 

4V< «.AAl .4M a ______ _ \ % I 


et résolvant par rapport a M 
iVj ) Moyenne arithmétieo-géométriquc de a ci b 


T,tt 

I 




Ainsi, une labié des valeurs de l'intégrale elliptique complète de 
première espèce permet d'obtenir aisément la moyenne nrilhmctico- 
géométrique de deux nombres donnés quelconques, dont le plus 
guuid est appelé a et le plus petit 6. À l'inverse, et vu la convergence 
rapide, vers leur limite, des moyennes arithmétiques et géométriques 
successives, formées à partir de deux nombres donnés a , h y le calcul 
approché de cette limite permettra d'évaluer très vite IV\pression 


T. 


r... . 

J 9 eus* O > i 11 


c'est-à-dire.de former une Table des valeurs de l'intégrale complète 
!'*(/■ i. Sî I on fait a~ i el ù /«', la formule (35) signifiera que le 
produit de l'intégrale complète de première espèce, F '(/>), par la 
moyenne arithmético-géomélrique de l’unité et du module eomptè- 

menlau e h , égale - : I intégrale complète est donc inversement pro¬ 
portionnelle à celte moyenne arilhmético-géométriqus. 
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270*. — Des fonctions elliptiques ; théorème d'Euler sur les sinus 
et cosinus elliptiques d'une somme. 

Nous avons vu (p. 8'*) qu'une intégrale elliptique F ou H, d’un 
module donné constant k y et l'amplitude? de cette intégrale sont deux, 
variables nulle!} eu même temps et indéfiniment croissantes ou décrois¬ 
santes eu luùtue temps; de telle sorte mémo que, pour chaque accrois¬ 
sement de ? égal u r, F ou H croît de la quantité constante 2 F 1 ou 2 K 1 , 

et que, à deux, valeurs de ? équidistantes de correspondent des va¬ 
leurs de F ou de F pareillement équidistantes do K 1 ou de K 1 , 11 suit 
de là que les trois quantités ?, E, F varient simultanément d’une ma¬ 
nière très commode pour se suppléer dans le rôle de variable indé¬ 
pendante (du moins tant qu'il s’agit seulement de valeurs réelles), et 
que toute fonction bien déterminée de ? sera, si l’on y regarde ? comme 
dépendant de F ou de K, une fonction mm moins bien déterminée 
de F au de K* Or, Euler, Abel, Jucobî ont reconnu que Ton obtient 
ainsi des fonctions jouissant de propriétés aussi nombreuses (pie belles, 
et constituant d'admirables généralisations des fonctions trigonomé- 
triques auxquelles elles se réduisent dans l'hypothèse simple o 
{où ? “■ F — lî), quand on considère comme exprimes au tnoveu de F 
le sinus circulaire de l'amplitude ?, son cosinus circulaire ou du 

moins la fonction y 1 * - si»*? (en y réglant les changements de signes 
par la loi de continuité), et la tangente circulaire de ?, ou plutôt le 

rapport desin?à la précédente fonction y 1 — sin*o. On peut les appe¬ 
ler sinus, cosinus et tangente elliptiques de F; et on les représente 
soit avec Jucohi, par sinamF, cosmnF, tanganiF (c’est-à-dire sinus, 
cosinus, tangente de l'amplitude de F), soit plus simplement, avec 
Gudermann, par sn F, en F, In F. 

Si l’on y joinlfu fonction, toujours positive (pour? réel), v 1 — 

que l’on représente par dnF et qui, analogue à y 1 ~ siu*? en F 
(quelle égale pour Fr-o), est aussi une sorte de cosinus, ou aura 
ce qu’on appelle les /onctions elliptiques d’une variable F. Celle-ci, 
elle-même, F, prend le nom A'argument, censé être une généralisation 
du mot arc qui la désigne dans le cas particulier 4 — o ; et l’on 
applique au besoin la même dénomination d’argument à la variable 
des sinus, cosinus et tangente hyperboliques. Peut-être eniploiera-t-on 
un jour ces fonctions su, en, du, tn dans certaines questions soit de la 
Mécanique physique, soit de la Mécanique céleste* Mais, jusqu’à pré¬ 
sent, leur intérêt ne s’est guère révélé que dans l’Analyse pure et dans 
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la Mécanique rationnelle. Aussi leur étude détaillée »t>rlin»ît-eHe com¬ 
plètement fl» cadre de ce Cours. 

11 est bon toutefois de connaître In première base, posée par Euler» 
de leur théorie» consistant en mm propriété qui montre l’analogie du 
sinus elliptique avec le sinus circulaire» et celle des fonctions cna*,dna‘ 
avec le cosinus circulaire* Si, nous bornant d’abord au sinus, nous 
nppelons x et / deux valeurs quelconques de F, et que» pour abréger, 
sa'F désigne lu dérivée de la fonction snF, le sinus elliptique de lu 
somme x -*- r sera donné par la formule 


(3ü) 


S «U u y>- - 


sa x sn'r n'j* 


I — A:* su* je? s»*;' 


qui sc réduit bien, pour 4 " o, ù Ja formule classique du sinus circu¬ 
laire de la somme de deux arcs æ et^, savoir» siaxsiiiV sinj' siu'j*, 
c’est-à-dire sin^r cos^ 4 - si n/cos#. 

Pour démontrer cette relation (36), nous n’aurons qu’à raisonner 
comme lorsqu'il s’agissait (t. I» p. 8*) d’établir les relations analogues 
concernant les sinus et cosinus de tu différence ou de la somme de 
deux arcs* Faisons varier x et y, mais de manière à maintenir con¬ 
stante la somme x 4 -*/» que nous appellerons c*, ou prenons» par suite» 
dy “ — dx\ de sorte que la dérivée en x des fonctions sn^, sn 'y égale 
leur dérivée en r changée de signe, Nous constaterons que la dérivée 
totale du second membre est nulle; ce qui prouvera l’invariabilité de 
ce second membre* Et U suffira déposer alors y~o, x rc, pour re¬ 
connaît i*e que sa valeur est bien snt\ 

11 y a donc à former d’abord la dérivée su'F de la fonction de fonc¬ 
tion sin<?, oh ? se trouve lié à F de telle manière que, par définition, 

r/F « ISous aurons évidemment su'Fnz , c’est- 

V'i ■ Â c sin*? «o «r 

à-dire 


( 37 ) sn'F s- eos? /1 — 4*stn*?. 

Pour la valeur initiale F — o de la variable (d’où ? o >, on voit 
que sn F —- o et sn' F — 1 . 

En élevant ( 37 ) au carré, puis remplaçant sino par su F et cos*? 
par 1 — sn*F, cette relation donne l’équation différentielle 

(38) (sn'F)* « 1 ~(i - 4 -4*)su*F — 4*sn* F. 

Comme nous aurons besoin de connaître la dérivée sn'F de sn'F, dif- 
férentions les deux membres de (38) par rapport à F; et supprimons, 
de part et d’autre, le facteur commun 2 sn'F différent de zéro. Il 



viendra 
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sn' F ~ — *n l r u *f- X* — aX* sn* F ). 


VF 


Si donc, pour abréger récriture, noiis appelons X la fonction sru* du u\ 

Y la fonction sn/ de/, les dérivées X',V et Y',Y 7 de ces deux fonc¬ 
tions, par rapport à leur variable respective ,r ou /, vérifieront, 
d’après ( 38) et ( 39 ), les relations 

j X'* ““ 1 — ( 1 * : • X* ) X* ~ X* X\ X* - X ( 1 -f- X* - a/*i X* u 

<-,o) I V'I ^ 1 _ ( 4 « ) y» /.« Y», Y’ --=• - Y 1 1 - /.s - a/» Y» >. 

qui donnent immédiatement 

j X*y*~Y«X , « «m • X*X*Y*m X*- Y*), 

/ YX"- -XY’ »i*XY<X*~ Y*>. 

XV # 4 . YX # 

Cela posé, considérons le second membre -- —£*-£ 7^7 et ob- 

Av 

servons que, ~jy ou/' valant — 1 , la dérivée totale en æ de son numé¬ 
rateur est simplement YX" — XY" (grâce à ia destruction mutuelle de 
deux ternies ± X' Y'), tandis que celle de son dénominateur i — X* ( \ Y \ 1 
est a X*XY(XY ' — YX')* Far suite, la dérivée de ce second membre aura 
pour numérateur (1 —X l X*Y î ) (YX r -XY'; - aX 1 XY(X* Y'*~ Y* X'*). 
et, son dénominateur (i — Xr* X* Y*j # ne devenant ni nul, ni infini, 
elle s’annulera à la condition nécessaire et suffisante que ce numéra¬ 
teur s’annule. Or les valeurs (40 des deux binômes X*Y'* — Y*X'* et 
YX'' *- XY* montrent qu’il est bien nul en effet. 

XY'-*- YX' 

Donc l’expression ~sz~fcïxî\i se lrouve fonction seulement de la 

somme jt 4 -/ ou c; et il suffit dV faire w c, /*-.. o ( d’oii aussi 

Y = o et Y' i), pour la réduire à XY' = X =1 snc, ce qui est la valeur 
ciierchée. 

De la relation (36; on déduit aisément, pour les fonctionscn et dn, 
les deux formules, dues également à Euler, 


(4a) 


cn(x-hj') 

dn(x*i- y) 

\ 


en w en/ — en V cnV 
1 — X J sn*jrsn*/ * 

dnardi»/ — ^ dn'xdn'/ 
1 — X* sn*Æ*sn*/ 


qui mettent en évidence l’analogie de ces fonctions entre elles et avec 
le cosinus circulaire, auquel se réduit la première pour k ~~ o. 



s\* 
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Kn effet, Ton « identiquement, pour ce qui concerne en (,r-;-/), 

j ~A*X»Y* - ,* (XV - YV)< 
u ^X*Y*)* 


( i'ii cn*(x— /i ■ ? i — su*(*■ -t- / ) s= 


Or i * Y* est, à volonté, soit ( i • X*) -r* V*( i — A: 1 V* ?* c’est - 

vjv'j va Y'f 

ti—dire cn*.r *•-- • > soit »'i — Y *) — Y*i i — k* X* ) ou en* y 

vu*/ ^ “ en*a* 

Le carré (i — k % \ % Y*)* peut donc être remplacé, dans Je numérateur 

du troisième membre de (43), par 


1 \ eu*/ J \ 4 en* x ) 

i CH^'CÏI 1 » 

* 

# Y V f Y Y* ' i 

ce qui réunit évidemment ce numérateur à ( cn.rcnr — -■— j . 

' ^ en x en // 

Mais les équations en* x r i — X*, en*/--: i -••• Y* 4 , différentiées, don* 
neul en x cn'x -- — XV, en/ en'/ • YV' et, par suite. 


XX' Y Y' 


en xnr r, 


eu# cuv 
*• 

Donc la formule (43 ) revient, en y extrayant la racine carrée, à prendre 

pour cn(,r y) l'une ou Pautre des valeurs ~1: cn,t cn, / > -~ j Ll , 

i — A*sn*xsn s / 

Or, si l’on suppose, par exemple, x constant et y variable, c’est le signe 
supérieur seul qui convient à l'instant oîi v ““ o, car cette expression 
doit alors se réduire à eux; et, aux instants ou, / s’étant éloigné de 
zéro, elle s'annulera pour changer de signe, lu fonction cn(x~-/\ 
cosinus d’un arc ^ croissant ou décroissant, en changera aussi, de sorte 
que le signe supérieur continuera seul A convenir. On obtiendra donc 
bien la première formule t .'p* i. 

gluant à la seconde, elle se démontrera de même, en observant, d’une 
part, que 

■ /4 f/ ti-• jfr*X*Y*V» —J^XY’ YXp 

1 y. - » .y^. 

ol, 'l'autre part, que. i - k 1 Y* Y’ égalant soit 

u— Y*i. 

c'est-à-dire dn*x —, soit du 4 r-j-. » le numérateur du 

du*/ * dn*x 

, , 1 MYV ( 1 

troisième membre de ( \4 ) revient au carré ( dnx du y -- -* ) * 

\ J diurdn// 




inimt-: nmtiïutiiTK i>k» hhmîthwh nwarw j;k. 




où les formules dn*# * i - A 4 X 3 , clti 3 ^* ™ » — / * Y** tliffêreiiliées, |R*r- 

/i’î W YY‘ i 

mettant enfin de remplacer P ar dn'a"dn' r. 


271*. — De la double périodicité des fonctions elliptiques. 

Si les définitions mêmes, sino, m Jz \ i -sin*^ ou eus? (du moins 

pour ? réel), et y 1 — ftsïn* ?, des loue lions su K, eu F, du F, ne mon¬ 
traient pas que ces fonctions reprennent leurs valeurs absolues quand 
? croît de r, ou F de a F 1 (A*)# et qu'elles sout, par suite, périodiques, 
en ayant pour périodes, les deux premières, 4 F 1 (A* J et, lu troisième, 
a F 1 (A*), cette périodicité résulterait des formules (30) et (4a), dans 
lesquelles il faut concevoir les dérivées su' a, su' y, cn'a\ en'/, dn'x. 
du'/ remplacées par leurs valeurs ma-diix, cn/dny, — siixdnx. 
— sn/dnr, *—A 4 su a* eux, - A** su r cin% résultant de formul»*s em¬ 
ployées ci-dessus, 11 suffirait, en effet, d’v faire d’abord a* - F 1 et 
y . F* [où F 1 désigne, pour abréger, F* (A*)], eu observant que 

i, cnF[ - o et dn Fj " ^i - A 4 k\ pour obtenir 


sn F 1 


. r, 
si» - 
U 


les valeurs sn a F, *■- o, en a F, . ■— i, du a F 1 : - i ; après quoi une nou¬ 
velle application de ces formules (30) et (4a », où J’on poserait y — a F*, 
donnerait bien 

su i jt % F 1 » -- — sn t , en ( *r ■ r- a F 1 1 - - en a*, dn ( a* -r a F| ) -- dn a*. 

Ainsi les fonctions elliptiques possèdent, comme leurs analogues cir¬ 
culaires, une période récite . Mais elles s’en distinguent en ayant de 
plus une période imaginaire; de sorte qu’elles sont doublement perte - 
dir/ucs et cumulent, d’une certaine manière, avec les propriétés des 
fonctions trigonométriques, pourvues seulement d’une période réelle, 
celles des fonctions exponentielles ou hyperboliques, pourvues seule¬ 
ment (l. 1, p. 35*) d’une période imaginaire. 

Pour nous faire une idée de celte période imaginaire des fonctions 
elliptiques, donnons, à partir de Vétat initiai ,? o, F — oel sn F — o. 
de F et an F, des valeurs imaginaires à ces variables simultanées?, 
F, $n F, que relient par définition les équations sa F -sin? et 

(h r ~r—r - “ 

,7j> “ v i — A*siii 4 ©. 

A cet cflèl, posons-y ? _r_- -1 , F ... G y — i (avec G réels) et par 

suite, snF--:$in (^y—t) .y - i silnj,, d'après lu définition même 
(t. I, p. 33*) de la fonction sinus d’une variable imaginaire. Laqua- 
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tion qui relie y à F deviendra, en ^ ot O, ^ y i *i- 4' J sih*^; et 

la lune lion elliptique su F, transformée en y/~ i silnj», croîtra (abstrac¬ 
tion faite, provisoirement, du facteur/--- t) depuis - 3 ? jusqu’à oo, 
eu même temps que Cette fonction ne serait donc pas plus pério¬ 
dique que le sinus hyperbolique, si •{/ était sa vraie variable, ou si cette 

vraie variable, O— i, grandissait de — 'scy/ — t à ■ i quand 
omit de — oc et oc. Mais l'équation jp — ÿi -t- /i*sih*$, en donnant 

n\ * * 

(i-.: / --i montre que G varie seulement, en tout, de 

J U yt n- A*sili 4 •{/ 

a f ---- , quand 'K parti, comme G, de la valeur zéro, a 

•/« ✓i-.-Â«rfh«4i 1 1 

épuisé tout le clminp de ses variations en allant de zéro à -s- * et île 


zéro à- x. 


Or la quantité u / - - est finie; car, si Ton y pose 

«v y/i — ^sih 4 ^ 

si h -• taiigii, 

où // désigne ainsi un arc croissant de zéro à ~ pendant que »J/ grandit 

de zéro à l'infini, et si Ion observe par suite que la différentiation 
donne 


coh 'W*j * sr- — 7 ou /1 *+* PI II* 'S (Ity s= —1 

1 T cos* u T 1 eus* « 


ou enfin 


elle devient 


du _ __ du 

* eus* « /1 — tang* tt t#os w 


(. Ç — **=*»{* 

? *./« cos« yt -r A* taiig*« *A> yi 




r—- = 

/ 0 /1 —//*sin*« 


Donc, la variable indépendante G n’a besoin décroîtra en tout que 
de a F 1 )/*';, savoir depuis G = — F 1 (A*') jusqu’à G — F 1 (A*'), pour que 
la variable auxiliaire^, définie de proche en proche, à partir de G ~o 

et -=:o, par l’équation différentielle ^ — \/i -h À*sih*$ t passe, de 

- oc à cc, par tous les états de grandeur, tët si l’on fait sortir G des 


r• 
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limites il: F* (A'), l'équation différentielle astreindra $ à reprendre les 
mômes séries de valeurs qui, entre ces limites, précédaient ou suivaient 
la première qu’on attribuera à en deçà de GF 1 (A 1 ) on au delà 
de G F^A'). Orcm ne peut réellement pas choisir à volonté celte 
première valeur, Il convient, en effet, aux moments où le passage 
d'une fonction par rinlini porte atteinte « sa continuité parfaite, d’y 
atténuer du moins, autant que possible, la discontinuité, et cela de 
deux manières, savoir, d’une part, en empêchant la discontinuité 
d'atteindre aucune valeur assignable de la fonction, c’est-à-dire en 
attribuant à lu fonction non pus une valeur fiuie, mais une valeur infi¬ 
nie, ù la suite de la valeur infinie qu’elle a prise, et, d’autre part, en 
achevant d’y rendre graduellement variable J’inverse, alors nul, de lu 
fonction, grâce, d’ordinaire, à un changement de signe comme celui 
qu’offre, dans la plus simple ou la plus élémentaire des discontinuités, 
une fraction à termes continus dont le dénominateur passe par zéro. 
Donc il faudra, dans chacun des intervalles aF J { k J ) compris respective¬ 
ment entre G r- F* (/»' » et G _ 3 F 1 U ' ), G ~ 3 F» (//) et G - 5 F 1 ( A* ) ...., 
G : --- 3F l (À'i et G F 1 (/»'), etc., faire prendre à ^ les mêmes 
valeurs que dans le premier intervalle considéré, tombant entre les 
limites Cx — qz F 1 (A')» 

Far conséquent, *\ sera une fonction impaire périodique de G dans 
le genre de lang^, mais avec a F 1 (/.*')♦ au lieu de t:, pour période. Et 

le sinus elliptique sn(Gy/ — i ), ou \J — i sih^, infini pour les valeurs 
de G égales aux multiples impairs de F 1 (/*'), aura lu période imagi¬ 
naire a F 1 (A*')y/--1. 

Quant aux fonctions eti(G\/ -\) et dn(0^/ -i ). définies respec¬ 
tivement par y i — sn*(G^/— i) et V i " A , *mi*(G\A— i )«vec la condi¬ 
tion de se réduire à l'unité pour la valeur 'initiale G ^ — i = o de la 
variable, la meme raison naturelle de la plus grande atténuation pos¬ 
sible de leurs discontinuités, pour les valeurs de G, égales aux mul¬ 
tiples impairs de F 1 (A J J, qui les rendent infinies, conduira à y changer 
à ces instants le signe du radical. Ainsi en F, du F reprendront leurs 
valeurs absolues avec signes contraires quand G croîtra de a F 1 (A 1 ), et 
elles auront pour période imagina ire 4 F l (//)t/~- i. En particulier, l’ex¬ 
pression de en ( G y* — i) au moyen de savoir :£ y/i -+-»ih*^ ou 
±: cob*}, sera allernaliveinent cob^ et — cohtj*. 

Les fonctions elliptiques se réduisent aux transcendantes classiques 
plus simples lorsque le module atteint l’une ou l’autre de ses deux 
valeurs extrêmes AA* ~ ». Alors, en effet, l’équation qui relie F à 
la variable intermédiaire « devient simplement dF—-fAp, pour A*—o, et 
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* n? Êk Um %( j X)' P our * r - U ce «I«i. vu l'annulation 

cuit venue* de v pour F -;:u, donne soit 9 -F, soit !o|^ ia»u f --+-*) ■ F 

\\ V 

et, par suite, 9 ■- ~ -i -3 arc lange**, relations permettant d'élimi¬ 

ner 9 des formules, sin*», cos^, etc., des fonctions elliptiques. 

Il y a donc lieu de se demander pourquoi ces transcendantes plus 
simples, cas limites des fonctions elliptiques, ne conservent pas ht 
double périodicité de celles-ci. La raison en est dans la valeur infinie 

(lu l'iutt'iri'iile K(i,slogUuigf* + l ) uuatul ello 

J O )/ t — $ 111 * Ç \-t V 1 

devient F l ( 1 », c'est-à-dire ijuaml 011 y pose 9 -. fl su |t 4 ea c»fTel, 

* * *i 

de là, que la période imaginaire ÿ F 1 (//) ^■ '1 de su F devient infinie 
pour /,' :-0 ou /,' j, tandis que c’est au contraire la période réelle, 
4F I (Ar)* qui le devientà son tour pour k r- 1 , Doueu iic des deux pério¬ 
dicités disparaît dttus chacun des deux cas extrêmes, parce que l'am¬ 
plitude delà période y envahit tout le champ de variation de ht variable 
correspondante G ou F. 

274\ - Valeur moyenne géométrique d'une fonction. 

Considérons encore, dans l'intervalle compris entre les limites ,iy -« 
et u' H =z ù, les valeurs, supposées ici toutes positives, que reçoit une 
fonction/(.r), quand .r y prend ht valeur initiale jr 0 et les/* - j valeurs 
intermédiaires éytudi&UuUes **,, x t ,..., iy; mais, nu lieu d’en calcu¬ 
ler la moyenne arithmétique, c'est-à-dire de chercher hwd‘ ;,, “‘partie de 
leur somme, prenons la racine /d*«“* de leur produit, indiquée par l'ex¬ 
pression 

Cette expression, qui, dans le cas de deux valeurs seulement,/(,r 0 ) et 
) P»»* exemple, serait leur moyeune proportionnelle ou moyenne 
tféomètrirfue, s'appelle, par extension, In vu ieit r moyenne géométrique 
des // quantités),y*(jq),y(a**. .,/(.r„^). Ht, si nous imagi¬ 
nons que,// grandissant indéfiniment, les valeurs.r 0 ,u?,,.. . 9t r n „ i% je H se 
rapprochent de plus en plus l’une de J autre, la moyenne géométrique 
ternira vers une limite qu'on appelle ht valeur moyenne géonictriifue 
de la fonction J\<e) dans l'intervalle considéré. 

Pour démontrer que celle limite existe, et pour l’évaluer, appelons 

p le radical (xq)... Son logarithme sera évidein- 



VAIECH MOYENNE ÛKOMfcrWgUE D’UNIi ROXCflUX. .'$* 

ment la ****“» partie île celui du produit /( x j)/(' c i )* * )> et 

Ion nuru 

i 

l°SP “ - m/(*v ) -r log/(*•«-! >]. 


Celle formule monta* que log p est simplement la moyenne arithmé¬ 
tique des n valeurs prises par la fonction log/(ur) et que, par suite, 
à la limite /< ;x, logp sera la valeur moyenne de log/(*r), savoir, 

i /•* 

t ~—► / log/(a-)rAr« Enfin» passant du logarithme népérien du 


nombre p à ce nombre e lo ?i\ et ohservaut que p désigne* ù la limite, 
la moyenne demandée, il vieudra 


(4b) 


Val. rnoy. géom. de /( r ) e 



b 




Cherchons, par exemple, la valeur moyenne géométrique de jo ,h 
{ m étant positif) entre les limites j? -- o et * i- 1 . On aura, ici, a ~u, 
ù ~t t J {u ) j=uf"et 

/TZT f ** J f ( log .r) *Ar. 

Or /( log.r ) r/a* ~ u.'log^.* — f jullo#u* z=z&\o%# — et le produit 
œ Jogjt* s'annule, non seulement a la limite supérieure i, mais aussi à 
la limite inférieure zéro (t* 1, p. i/jo). 11 vient donc 



et la formule (46) donne 

( 4;) Vu!, moy. géom.de x m (entre zéro et j ) ~ e~ m — ■ ou - — -- 

e ( 2,71 

La moyenne aritlimétique serait, daus les mêmes conditions, 



se m dx sa 


i 

1 -+- ni 


* 


quantité supérieure à la moyenne géométrique; car ledénominatcur e m 
égal à j - r ^ “î" jTj j t- .. •, est plus grand que le dénominateur i -h m. 

Cette remarque s'applique à un nombre quelconque n de quantités 
positives inégales : leur moyenne arithmétique, que j'appellerai M, 
dépasse toujours leur moyenne géométrique p. Soit, en effet, M (i -+* % ) 
leur expression générale, où % désigne, pour chacune, son écart relatif 
d'avec la moyenne M, supérieur i\ ■ - t. L'égalité, ù /iM, de leur somme 
Il — IL Partie complementaire . 4 
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£M(i-h«) ou nM “!• .Vi£x, donnera évidemment 2ar;o. Or Ja 
moyenne géométrique ja aura, pour son logarithme népérien, 

“ S log[M (m- a)) ss log M h- i X logf i -f- x). 

!! viendra dune iogiji ~ logM ou Iog|j « - 1 or(m-x); et il s'agit 

de reconnaître que ce logarithme, •* 2 log(i 4 - a), du rapport est 

inférieur au logarithme de ('unité, c’üsl-u-dire à la quantité nulle j Sx, 

ou que Ion a —% 4 log(j 4-a)]<lo. Or celle inégalité se dé¬ 
montre de suite, pour chaque terme de la somme £, en y regardant a 
comme une variabte qui croîtrait de — 1 » oc, el en observant que la 
fonction continue — z 4 - iog(i -h a) devient alors, à l'instant a ~ u où 
elle s'annule, maximu par suite du signe de sa dérivée 


— 14 - 


I 4- A 


t4- a 


signe contraire à celui de x. 

’ioutefois, comme, aux environs de son maximum, une fonction 
n'éprouve que des changements du second ordre de petitesse, on aura, 

à des écarts prés de cel ordre, log-jj^ = 0 , et les deux movcnne&seront 

sensiblement égales, quand les nombres proposés s'écarteront peu de 
Pégnlité, ou tant que leurs écarts relatifs a d'avec leur moyenne arith¬ 
métique resteront très petits* 


27o*. — Application des intégrales définies an calcul approché du reste 

de certaines séries. 


Les calculs d'intégrales définies comportent*encore, en Analyse, un 
emploi parfois très utile : c'est l'évaluation approchée des restes d’un 
grand nombre de séries peu convergentes à termes de même signe, 
positifs par exemple, séries auxquelles d’ailleurs se ramènent, parle 
groupement deux à deux des termes qui se suivent, celles dont les 
termes sont décroissants et à signes alternés. 

L’expression générale des termes de la série proposée étant une 
certaine fonction /(.*.*) de leur rang *c, admettons qu’on ait fait, 
par un calcul direct, la somme des plus influents, /(<>), /( 1 ), 
/(s)> « »*>/(«— t)î et considérons les autres, /(«),/(« 4- 1 ), .... La 
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fonction /(.-r), indéfiniment décroissante pour les valeurs entières de 
plus en plus grandes de sa variable <i?, se trouvera, eu général, con¬ 
tinue quand celle-ci le deviendra elle-même; et elle ne variera que 
fort peu, relativement, lorsque x y croîtra d'une petite fraction de 
sa valeur, comme de n — i à n, ou de n à /t-t-i, etc. Alors nous 
pourrons regarder chaque terme assez, éloigné, /(/*) par exemple, 
comme représentant à très peu près l'intégrale f/(x)tix, dans 
un intervalle égal ù l’unité compté par moitié de part et d'autre 

de la valeur données //, et remplacer ainsi/(/< ) par f f(x)dx* 

Kn effet, si Ton pose, sous le signe / de celle-ci, x rr: n ~r </, et si Ton 
opère comme il a été fait précédemment quand on a obtenu la for¬ 
mule (i) j p, 71 ], il vient/(/< ) pour la valeur de cette intégrale, avec une 

erreur absolue par défaut sensiblement égale à *Ll!Ll , ou avec 

une erreur relative exprimée à fort peu près par Donc la sub- 

1 

r n+ ï 

stiUnion, au terme/(/<). de l'intégrale f f(x)dx t entraîne une 


f w ( n 1 

erreur relative encore égaie sensiblement à -V?;—mais par excès. 
Ru substituant de même à /(« 4 - 1 ), /(/* 2 ), ... les intégrales 


•iu-Ii+î 


analogues f f(x)dj\ ..., on commettra les erreurs relatives 

*■ I. LI I_f 


»*+!)- 


par excès - 7 -î r —-r» qui seront généralement inférieures â la 

F(fl) , f*( .?• ) 

première car l ft fonction tendra presque toujours vers 

zéro quand x grandira. Et le reste de la série, f{n ) n 1 ) -r..., 
se trouvera ainsi exprimé ]>ar f J(x) dx, avec une erreur relative, 

«-5 

par excès, comprise entre zéro et vu T 116 l' erreur lola ^ e » somme 

des erreurs partielles commises sur les divers termes, formera, avec 
rinlégrale totale, somme des intégrales partielles représentant ces 
termes, tin rapport compris entre le plus grand et Je plus petit des 

rapports 1 - * etc. Or, les différentielles successives 

f(x)dx étant, en géuéral, à cause de la continuité, beaucoup plus 
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faciles à sommer que les différences finies analogues/(«)> l'intégrale 
^ x f( ir )d' v sera souvent tTu» calcul aisé. Elle fera ainsi connaître la 

fl — * 

y 

somme cherchée/(«)■+•/( n -M , avec une erreur relative, par 

excès, comprise entre xéro et -4-™,» 

1 u4 /(«> 

Soit, par exemple, à évaluer la série 

i i i i 

1 * T 1 * VJ i * ! • * • ****** . ^ 'V < i 

I* 3* l 4 (a/! ri) 4 

II 

en ne calculant directement que les cinq premiers termes i, 

If 

û**> dont J** somme est i,i8386. Conformément aux indications 
49 


précédentes, on remplacera le reste -i- 4-..qui a pour pre- 

Il I W 

I (/ p 

«lier terme ,-^ avec n rr= 5, par l'intégrale définie / — • 

(u/< -rij* 1 b 

Alors, la dérivée seconde de ( 24 : 4 - 1 )“* étant 2 / 1 ( 20 .* 4- ij~ J [ce qui 

donne bien pour le rapport une fonction, : -—- > indéfini- 

1 1 a4/(a\/ (UA* -T-1J* 

ment décroissante quand x grandit], Terreur relative sera par excès 

| | 
et inférieure à —-c'est-à-dire, au premier terme négligé —• 

(a.’J-rl) 1 1 00 121 

Or, si Ton pose 2 x 4-1 = y ^d’où dx - 1 : r croîtra, sous le signe 

/, de 2 n ou 10 à *>, pendant que# grandira lui-même de n — *• à Tin- 
fini, et Tintégrale à calculer deviendra simplement 



Ainsi, l’évaluation approchée du reste est 0,00 ; et Terreur, par excès, 

y a une valeur absolue inférieure à o,o5 x environ, ou au quotient 

__ •> 

mo,ooo/|i. Le reste cherché de la série se irouvedonccompris entre 

o,o5 — o,ooo/|i ~ 0 , 0^969 et o,o5, Par conséquent, la série proposée 

i 4 - j 4 - 4 -... Test, elle-même, entre 1 , 1 8386 4 - 0,04959 - 1 ,23345 

et ï,i838ü -h o,o5 rr 1 ,23386; d’où il suit que Ton peut prendre pour 
sa valeur la moyenne 1 , 2337 , avec une erreur par excès ou par défaut 
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de deux imités au plus sur le dernier chiffre. Et» en effet» nous savons 

(t. I, p. î8 ‘J que cette série vaut ?- ^ = ,, a 33 7 . 

La transformation indiquée du reste d'une série u termes tous de 
môme signe en une intégrale définie» avec une petite erreur rela¬ 
tive» permettra encore» parfois» de juger très rapidement si la série 
proposée est ou non convergente} car le reste, évidemment, sera fini 
ou infini en môme temps que la valeur de l'intégrale. Par exemple, si 
fou n'avait pas déjà reconnu la divergence de la série harmonique 

; + ; T j T,,,+ 

que donne son reste 


^ *K..» on l'apercevrait de suite sur l'intégrale 





COMPLÉMENT A LA VINGT-SIXIÈME LEÇON. 


EVALUATIONS 1>1 VE HS ES D'AIRES PLANES ; RECTIFICATIONS D’ARCS 

EN COORDONNÉES POLAIRES. 


281*- — Aire comprise sous le profil longitudinal d’une onde solitaire; 
relation entre l’ordonnée de ce profil et les deux aires partielles qu'elle 
délimite. 

Considérons enfin» comme dernier exemple du calcul d'une aire 

r h 

plane par la formule / la courbe A'SMÀ,dont l'équation, 

en y supposant adoptée une unité de longueur convenable» est 
» 

y — courbe symétrique par rapport à sa hauteur positive 

OS ” h au-dessus de l'axe des./ (qu’elle ne franchit pas), et se raccor¬ 
dant asymptotiquement à cet oxe. Proposons-nous d’évaluer la surface 


Kl g. 1o. 
y ! 



4 " O * JT 


K 


f 


7 = OSMM' comprise entre elle, son asymptote 0#, Taxe perpendi¬ 
culaire des y et une ordonnée quelconque M'AI ^y dont x désignera 
l'abscisse rb OM* positive ou négative. En attribuant à ^le signe même 
de a' t nous aurons, d’après une intégration effectuée plus baul [avant 
les formules ( 19 ), p. 68 ], 


~I * d * = h [ sfe ~ h tak * 


1 


coh*# 


Remplaçons, dans le dernier membre, l'inverse de coh*.r par sa 
valeur tirée de l'équation de la courbe; et il viendra 


03 ) 


7 t=- ±: ^h{/t —y). 
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Quand l'ordonnée M'M ou y s'éloigne à l'infini, elle tend ver» aéro 
el la valeur absolue de 7 tend ver» /*, Donc h représente la moitié, 
OSA ou OSA'» de la surface totale comprise entre la courbe et son 
asymptote. Or de là résulte, en élevant (» 3 ) au carré, résolvant par 
rapport à y, et observant que la différence /#* — a* est le produit de» 
deux facteurs // q: 7 ou OSA qz OS MM', 


(•U y~ ÿ- (aireMM'A)(«ireMM'A‘>; 

ce qui exprime que tes ordonnées abaissées perpendiculairement sur 
f asymptote sont proport ion nettes au produit des deux parties en 
tcs<f nettes ettes divisent faire lotate comprise entre cette asymptote 
et ta courbe . 

D ailleurs une relation de la forme r $ ( 71, comme (1à ), qui donne 

/ ■!’ 

/«Ar™» comptée 

à partir de l'origine des abscisse» suffit pour définir cette courbe : 
car, si l'on fait, de proche en proche, varier la quantité 7, d'abord 
nulle, l’espacement dx des ordonnées successives sera tel, à chaque 
instant, que l’on aura sans cesse ydxrzidv, c'est-à-dire 

, ch (h 
dr rr. — — _ ; 

y 

d’011 il suit que la longueur totales de i’airc balayée jusqu a un mo¬ 
ment quelconque par l'ordonnée variable y résultera de la formule 

/ 7 

ïïVy l* eu des points (*r, v) se trouvera donc, grâce à la 

variable auxiliaire 7, parfaitement déterminé au moyen de la fonction 
unique ^(7). 

L'équation (j'i), dans laquelle s'introduirait d'ailleurs un terme du 
premier degré en 7, ù coefficient arbitraire, si l'on changeait l'origine 
des 7 ou des abscisses, et un terme constant aussi arbitraire, si l'on dé¬ 
plaçait en outre l'axe des x parallèlement à l'asymptote base de l'aire 7 
considérée, est évidemment l'une des plus simples relations que Ton 
puisse avoir entre l’ordonnée y d'une courbe et une surface 7 qu'elle lî- 
mi te. Comme cette relation n'atteint que le second degré en 7, la dérivée 

seconde s'y réduit à une constante. Or la courbe ASA' doit à celle 


propriété de représenter la coupe longitudinale des gonflements liquides 
appelés ondes solitaires y qu’on voit souvent se propager le long des ca¬ 
naux ou venir du large, au bord de la mer, déferler sur une plage en 
pente douce; la surface du flot y a en effet, au-dessus du niveau xx* 
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r ><5* 

d'équilibre, la forme A SV, définie par Téquntion / =.- quand on 

prend pour unité de longueur le double produit de la profondeur de 
Peau au-dessous de a\v f par la moine carrée du rapport de cette pro¬ 
fondeur nu triple de la hauteur OS h de Tonde (*). 

283*. - Expressions générales d’une aire plane, en fonction des coor¬ 
données d’un point mobile qui en décrit le contour et de leurs diffé¬ 
rentielles. 

Quand un point se déplace le long d’une courbe fermée AMBA, et 
que Ton convient d’attribuer ù la surface zhydx siny comprise entre 
deux positions successives de son ordonnée variable/ le signe même 
du produit ydx de cette ordonnée parle déplacement élémentaire tU\ 
positif ou négatif, de son pied, Taire de YovbUe AMBA devient, 
du moins au signe près, la somme algébrique de toutes les bandes 
pareilles /<Ya*s»n‘( décrites pendant une révolution complète du point 
le long de la courbe; et elle s’exprime très simplement au moyen d’une 
intégrale, où figure, par exemple, comme variable indépendante, le 
temps / dont sont fonctions les coordonnées .r, y du point mobile. 

Supposons, pour fixer les idées, que le point décrive son orbite en 
tournant comme l’indiquent les flèches ou comme il le ferait si, mobile 
autour de l’origine, il allait, entre Oj? et O/, des .r positifs vers les/ 
positifs; de manière ù avoir : i° des abscisses æ décroissantes dans la 


Tig. $«. 


* 7 * 




>s 


) fi m 


' A 


partie de la courbe où les / sont les plus grands cl, généralement, 
dans toutes celles, AP, QB, .. M que des parallèles à O/, tirées des / 
négatifs vers les / positifs, coupent à leur sortie de l’orbite; a 0 au 
contraire, des abscisses x croissantes dans les parties PQ, BÀ,..., que 
ces parallèles coupent à leur entrée dans l'orbite. Divisons la surface, 
au moyen des mêmes parallèles successives u Taxe des /, en bandes 


( * ) Iw mon Essai sur la théorie des eaux courantes, p. 38$. 


l’OIXY MÛQtLR. SUR L*N PLAN. 5;* 

étroites, J/u»e (Telles quelconque, comprise entre les deux éléments 
MX et N'AT du contour, égalera le produit de la portion interceptée, 
M'Af, d’une parallèle, par sa distance, mn x siny, « l'ordonnée voi¬ 
sine fi N; et, si xt désigne, sur »»M, l'ordonnée lu plus grande, savoir 
celle de M,/| celle de M' ou plutôt, sur la parallèle voisine «N, 
l’ordonnée la plus petite, infiniment peu différente, nK'> la bande 
aura pour expression 

— /jw/isiny —jqifiJisiny. 

Mais mn est la valeur absolue de l'accroissement dx de Tuhscisse 
quand le point mobile passe soit de M à N, soit de N' à M\ accroisse¬ 
ment négatif de M à X, positif de jV a AT, qu'on peut appeler tiv± 
pour le premier de ces passages, *Ai?,pour le second. Il est donc permis 
de remplacer mn par —iLr i dans le terme jr«/Jt/i siny et par dx x dans 
le terme —Jj/wisiny ; ce qui donne en tout, pour exprimer Taire 
partielle correspondant aux deux éléments MX, N'AT de la trajec¬ 
toire du point mobile,la somme algébrique, — /j rfjr, stny — r â r/,c,siny, 
des valeurs reçues par l’expression — ydx siny pendant les deux 
instaïUs respectifs dt x et dt x oti ces deux éléments auront été décrits. 

Il en sera évidemment de même pour les autres bandes de Taire 
considérée, qui, ensemble, auront comme limites, à leurs deux bouts, 
tous les éléments de l'orbite parcourue non parallèles à Taxe des^'ou 
doiinant des produits — ydx siny différents de xéro. Donc la surface 
qu'entoure la courbe totale À MBA égalera la somme des valeurs re¬ 
çues, durant toute une révolution T du point mobile, par la différen¬ 
tielle —ydx sin y, oit y et dx s’exprimeront au moj en de / et de dt des 
que l'on connaîtra les deux fonctions, de la forme x rr f(t),y — 
définissant le mouvement du point. Et Ton aura, en appelant l 9 l'épo¬ 
que du départ de celui-ci, 

«/, + T 

yx’dtts. -.(sjny) / *{t)f{t)dt. 

Si Ton veut laisser à l'expression placée sous le signe / sa forme la 
plus simple, ydx, il sera nécessaire d'indiquer de quelque manière 
que x n'est pas la variable indépendante, comme on pourrait le croire, 
et que les limites T concernent non pas cette variables, mais 

bien une autre, l, dont x et y sont deux fonctions distinctes. À cet 
efiet, Ton pourra foire figurer au bas et au haut du signe / la vraie 
variable indépendante, en écrivain la formule ainsi : 

J y*t “ ^, + T 

f ydx . 

t-t* 
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De tel» cas oîi, sous un signe /, ne se trouve pas explicitement dé¬ 
signée la variable indépendante, dite variable d'intégration, qui y 
change avec continuité mais arbitrairement d’ùn élément « loutre, 
sont assez fréquents, surtout dans les transformations nu moyen de 
l’intégration par parties; et alors il importe de faire connaître cette 
variable en indiquant, comme on vient de voir, que les limites sont 
deux de ses valeurs. 

Ou opérera encore de même quand il s’agira d’exprimer les sub¬ 
stitutions des deux limites respectives, à effectuer dans une intégrale 
indéfinie obtenue, pour prendre ensuite la différence des deux résul¬ 
tats. Toutes les fois qu’une telle intégrale indéfinie se présentera sous 
une forme capable de laisser quelques doutes au sujet de la variable 
d’intégration, on fera figurer celle-ci à lu place oü s'inscrivent les va¬ 
leurs substituées. Par exemple, si U désigne, d’une manière abrégée, la 

/il " 1 

fonction I ydx\ l'intégrale / ydæ s indiquera par 

Jt -'i «'/=/„ ‘ * 

* f Vf 

au lieu de (U)^ . Le résultat d’une substitution unique, comme 
T, serait marqué simplement par ou même par 

U,=,. + r 


Mais revenons à l’évaluai ion de la surface qu’enclôt (a trajectoire 
d’un point; et supposons qu’on l’effectue par une division en bandes 
étroites parallèles non plus a l’axe des y, mais à Taxe des.r. Les rôles 
des# et des y seront changés ; ce qui, abstraction faite du signe •+• 
ou —, conduira à l’expression (sin 0 )/#<//. Et comme alors le mou¬ 
vement du point mobile, supposé représenté toujours par les deux 
formules # — f{i) t y (t), a Heu en tournant dans le sens qui va 

des ordonnées positives (actuellement les æ) vers les abscisses posi¬ 
tives (actuellement les jr) t les dy se comporteront comme faisaient, 
tout ii l’heure, les dx changés de signe; en sorte que la valeur absolue 
de faire ne sera pas — (sin y) f #dy, mais bien (sin *() / xdy* En ajou¬ 
tant, si l’on veut, la moitié de cette nouvelle expression à la moitié 
de la précédente *— (sin 4 /)//</#, il viendra, en tout, la triple formule 



On élimine de ces formules la considération du temps t , pour lui 
substituer, par exemple, celle de l’arc s décrit par le point mobile, en 
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supposant le mouvement uniforme et d’une vitesse égale à l’unité. 
Alors, si J’o» compte à la fois les arcs et le temps à partir du point de 
départ du mobile, le temps t égale l’espace .v, et les intégrations se 
font, par rapport à x, entre le limites .v — o, x ~ S, S désignant la lon¬ 
gueur totale du contour. 


281*. — Application à une orbite tmicumle; aire du folium de Descartes. 


La méthode précédente conduit a de simples intégrations de diffé¬ 
rentielles rationnelles, entre limites faciles û fixer, quand l'orbite du 
point mobile est une courbe a ni eu rsa le , puisque alors on peut prendre 
pour / ln variable eu fonction de laquelle s’évaluent rationnellement 
les coordonnées x et y* H faut seulement nyoir soin, quand ht courbe 
forme plusieurs boucles, d’évoluer séparément l’aire contenue dans 
chacune d’elles; car, si ie point décrivant, au lieu de passer de l’une 
à l’autre en contournant sans cesse la surface totale proposée, même 
au point multiple où sa largeur s’annule et où les boucles se joignent, 
l’y traverse au contraire, comme le lui impose ordinairement su con* 


t limité de direction, les aires de deux boucles tracées consécutivement 


se trouveront affectées de signes différents dans les intégrales f xdw 
—f Xd'X* tl® sorte que celles-ci, évaluées pour l’ensemble, n’en re¬ 
présenteront que les sommes algébriques, excédents effectifs de cer¬ 
taines aires sur d’autres. 


Les formules deviennent particulièrement simples quand l’orbite 
est, ou du second degré, et rapportée à une origine en faisant partie, 
ou du troisième degré et pourvue d’uu point double choisi lui-même 

comme origine. Dans ces deux cas, en effet, le rapport ^ peut servir 

de variable auxiliaire i (p, a6*); et comme, sous le signe/du dernier 

membre de (17), l'expression xdy — ydx est identique è ' r *dj* 

il vient 



Appliquons, par exemple, cette formule ou folium de Dexcartcx. 
C’est la courbe définie, en coordonnées rectangles, par l’équation 

/* — (lfa)xv~o t et qui, gardant cette équation (pareille en 
x et >') après rechange des deux coordonnées x et y du à une demî- 
rotalion de la courbe autour de la bissectrice de l’angle des xy posi¬ 
tifs, est évidemment symétrique par rapport à cette bissectrice. Aussi 
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l’adoption de celle-ci pour axe de» abscisses, avec un axe des ordon* 
néesperpendiculaire, rend-elle nisée la construction de la courbe pur 
points cl l'étude des particularités de sa forme. Bornons-nous à faire, 
ici, j -r. isr dans T équation, symétrique ea jc et r. 11 viendra immé¬ 
diatement, pour æ et y, 


09 » 


.** ~ iJ* ---, 

* t -w* 


y - //i 


In- 


Quand / varie de zéro ù x, c'est-à-dire quand le rayon vecteur OM 
décrit l'angle ces deux expressions sont positives, finies, conti¬ 
nues et, de plus, nul les aux deux limites. Donc le point M y décrit 


Fig. 4 *. 



i*\ 


une boucle fermée ou feuille O AJ LM' (qui est, à proprement parier, 
1 e folium de Descaries ), ayant pour longueur OL, suivant son axe, 

la valeur, l, de OM = y/.r*-h /* =-1 pour l’inclinaison par¬ 

ticulière l r-j t de OL. Quant aux inclinaisons l négatives, elles donnent 
respectivement, de l r- o à t -— i, et de 1 = — x à / —: — t, les deux 
prolongements infinis OA et OA' des deux arcs LMO, LM'O, avec 
passage brusque de l’un à l’outre, le long de leur asymptote commune 
normale à OL, à l’instant / — — t où s’annule le dénominateur i -p t* 
des expressions (19) de x et y. 

Cela posé, évaluons l’aire de la feuille OMM'O. Nous n’aurons qu’à 
faire, dans le dernier membre de (18), sin y = 1 » Iq — o, T=roo, et à 
mettre pour & sa valeur (19). U viendra successivement, par une in¬ 
tégration immédiate, 


(' 10 ) 


Aire du folium l* f -J——- 

Ja {' + **)* 



Donc In surface du folium de Descartes est le tiers du carré construit 
sur sa longueur comme côté. 
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28o*. — Évaluation dos secteurs plans; signification des cosinus et sinus 
hyperboliques d'un double secteur d'hyperbole équilatéro. 


Quand un arc d'une courbe plane, umeursafe ou non, n'n qu'un 
seul point sur chacun de ses rayon* vecteurs /• émanés de l'origine, 
il suffit de le concevoir parcouru par un point mobile (.r,/), dans 

lo sens suivant lequel grandit le rapport'* zzit qui définit la direct 

lion du rayon r correspondant, pour que la dernière expression (i8j, 

savoir - n - représente, entre deux limites quelconques 


t r-A^y i = t lf le secteur balayé par ce rayon variable r. En effet, 
si le point mobile, avant de décrire Tare du secteur, est venu de l'ori¬ 
gine le long du rayon vecteur défini par / q , et qu'aprés le parcours 
du même arc il retourne à l'origine le long du rayon vecteur défini 
par {}, il aura contourné tout le secteur, dont l'aire sera par suite 

la somme ' -f fjc*cU prise pour tous les éléments du chemin 


ainsi 


parcouru; et Comme, / se trouvant constant (ou le facteur di nul) le 
long des deux rayons vecteurs, aucun élément de l'intégrale ne sera 
fourni par ces première et troisième parties du trajet, il ne restera 
que les éléments compris entre et savoir, en tout. 


m f W. 

a J, 

f n 


Supposons actuellement rectangles les coordonnées *r, y. Alors 
l'abscisse x égalera la projection, sur Taxe des a*, du rayon vecteur/*, 

et le rapport * _ = t ne sera autre chose que la pente de ce dernier, ou 


la tangente de son azimut, angle fait par ce rayon vecteur avec l'axe 
des x positifs. Si l'on appelle 0 cet angle, dont r pourra être censé, le 
longde l’arc, une fonction connue, il viendra par conséquent.r ~~ /*co$f, 

de rftangO= cl, en appelant 0 o , 0, les deux valeurs de l’azi- 

mut pour les doux valeurs extrêmes l 0t de /, on aura, au lieu de 
(iS), l'expression, en coordonnées polaires, de faire du secteur, 


(ai) 


Aire du secteur = 





C’est le résultat auquel on serait directement parvenu en observant 
que le secteur élémentaire compris entre deux rayons vecteurs con¬ 
sécutifs/', /*+///', inclinés l'un sur l'autre de //O, est assimilable nu 
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triangle construit sur ces deux côtés, et dont Taire -/•(/* 4 - f//')riit(dD) 

ne diffère elle-meme dque dans un rapport insensible. La 

somme d’une infinité de secteurs élémentaires pareils se trouve donc 
bien exprimée par l’intégrale (21), pourvu qu’on leur attribue con¬ 
stamment le signe de f/ 0 , c'est-à-dire qu’on les compte positivement 
quand ils sont décrits par le rayon vecteur r dans le sens des azimuts 
croissants, négativement quand ils sont décrits dans le sens contraire. 
Kt il est clair d'ailleurs que Je rayon vecteur /* peut y faire plus d’un 
tour, ou la variation totale 0 , — % dé l'azimut y dépasser 2 «, à la con¬ 
dition de compter, dans luire, une môme partie du plan, autant de 
fois qu’elle aura été décrite. 

L’intégration, au second membre de ( n), se fait immédiatement, 
non seulement dans le cas du secteur circulaire pour lequel on a 
r =- cunst., mais dans une infinité d’autres, comme, par exemple, dans 
celui <le Ja spirale logarithmique, où, r se trouvant delà forme cA la 
surface comprise depuis le point asymptote, qui correspond « 0 n. — x> 
(si a est positif), jusqu a un rayon vecteur quelconque /*, sera 


*j£ 


* 


/•* 

Ta 


II faut remarquer spécialement, à ce point de vue, le cercle et l’hy¬ 
perbole équilalére, dont réquation rapportée aux axes, #*±1^**:^ 1 
(le demi-axe transverse étant choisi comme unité de longueur), per¬ 
met d’y prendre, pour coordonnées <v et y de chaque point d'une 
hrauclie partie de l’axe des abscisses positives, le cosinus et le sinus, 
soit naturels (dans le cercle), soit hyperboliques (dans l’hyperbole), 
d'une meme quantité 7. Alors, en effet, le secteur compté à partir des 

1 fh 

.r positifs, savoir - f r*d 0 , s'exprime 1 res simplement au moyen de 

celte variable auxiliaire 7, qui est, a volonté, le long de la branche de 
courbe, croissante de zéro à x et décroissante de zéro» — x. Ecrivons- 


1 r*'* 

le, d'après la dernière expression (17)[p. 58 *], ~ I (xdy — vdx); 

et porlons-y les valeurs dy = xdi> dx mzpyv/z, résultant de ce que 

x cl y désignent soit coscr et sim, soit coh* cl sili 7 . Il viendra 

1 c** t r** 7 

I (.r*rn y*) rfr, c’est-à-dire - / ch ^ -• Doncledouhledu secteur, 

^ «/() Z c/y 

savoir, l'aire comprise entre la courbe, l’axe transverse tout entier cl un 
rayon vecteur prolongé de part et d’autre du centre, n’est autre chose 
que la variable auxiliaire 7; ce qu’on savait déjà pour Je cercle, où 7 
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se réduit à l’are ni»)me, 0 , dont le cosinus et le sinus sont, par déftni- 
lion, les coordonnées x et y de son extrémité; mais ce qui, dans le 
cas de la branche considérée d'hyperbole équilutére, montre que les 
coordonnées ;c, y y sont de même les cosinus et sinus hyperboliques 
du double secteur correspondant 7. 

L’hyperbole équilnlére présente donc une analogie analytique pro¬ 
fonde avec le cercle, sinon dans les arcs, du moins dans les secteurs, 
malgré la disparité des formes; et, grâce à celle analogie, les fonctions 
col», sili trouvent, comme on voit, dans l'hyperbole équilalèrç, une re¬ 
présentation géométrique simple, celle qui leur a justement valu le 
nom de fonctions In per bâtit] u es, L’analogie s’étend d'ailleurs à la 
fonction tali», devenue, semblablement a la tangente naturelle dans 


le cercle, la pente i du rayon vecteur /* déterminant le double secteur t 

if* * 

d'hyperbole. 

289*. — Courbe plane dont les arcs sont proportionnels aux surfaces 
qu’ils limitent au-dessus de l'axe des abscisses; rectification de la 
chaînette. 


l-n rapprochant les deux applications que nous avons faites des in¬ 
tégrales définies aux courbes planes rapportées il des axes rectangu¬ 
laires, savoir, d’une part, le calcul de la surface f yda: comprise entre 

ces courbes, l'axe des a\ une ordonnée fixe d’abscisse a et une ordonnée 
mobile d’abscisse .r, d'autre part, l’évaluation de l’arc correspondant 

J f + ,v'* on peut se demander pour quelle courbe les deux 

rl 

intégrations n’en feraient qu’une, les aires y étant sans cesse propor¬ 
tionnelles aux ai v es. Comme, d’ailleurs, le coefficient de cette propor¬ 
tionnalité variera de zéro à l’infini suivant l’unité de longueur adoptée 
(vu que la mesure d’une même ligne est en raison inverse de la gran¬ 
deur de l'imité et l'aire d’une même surface en raison inverse clu 


carré de cette grandeur), Je rapport constant de faire a l’arc devien¬ 
dra ± i par un choix convenable de l'unité dont il s’agit : et l’on 
pourra de plus rendre positif, s’il ne l’est pas, ce rapport, en renversant 
le sens de l’axe des y; ce qui laissera invariable l’expression de l’arc, 


mais changera le signe des y ou celui de I ycU\ Ainsi la courbe 

cherchée devra être telle, que l’aire et l’arc, nuis initialement ou pour 
x ~ Of soient constamment égaux, c'est-à-dire y croissent de diffé¬ 
rentielles y et \ f i ~*-y*(Le sans cesse pareilles. 



6-î* PROPORTION 1 ALITÉ DR L*AIRR A L’ARC DANS LA CIIAIXKTTE. 


hn d antre* termes» l’équation de la courbe donnera identiquement 

y = V : i + /* et, P ftr suite, y*•-= t 4 -/* ou encore, par la diflerentia- 
tion des deux membres, yfr=ÿy\ Cette dernière équation, écrite 
y’(y v —/) = »» exige que Ton prenne soit y ~ o, soit y*— y. Or po¬ 
ser / i=o, c’est attribuer à y une valeur constante, que l'équation du 

problème, astreint même à égaler l’unité : la courbe 

n’est donc autre, alors, que la parallèle/ == i à l’axe des abscisses me¬ 
née à la distance i de cet axe, parallèle pour laquelle la surface 

f yd-t'i rectangle de hauteur i, égale bien l’arc correspondant, qui 
*• « 


est une de ses bases. 

D’autre part, nous savons (t. î, p, 84*) qu’on satisfait à la seconde 
alternative, c’est-à-dire a l’équation y u ~ y, par une expression de In 
forme y == c cob a* -h e t siha.*, c et C\ désignant deux constantes arbi¬ 
traires. Portons cette valeur de /, avec celle de y f qui s’en déduit» sa* 


voir/'^zcsib^* -t- CjCoba*,dansréqualion^ /? -^ i - r y '* ou y' 5 — y’* i, 
et, en nous souvenant que la différence entre les carrés d’un cosinus 
hyperbolique et du sinus hyperbolique vaut l’unité, nous aurons 
c 2 —e{ ~ î, Comme il existe des sinus hyperboliques de toutes les 
grandeurs, depuis — oc jusqu’à oc, on peut poser c^-isihC; d’où 

c~±:s/T+c* =r in cobC, et aussi 


y ou ccoha- -T- cisilur -- ± (cohC coh.*™ sihC silu -) coli(^ ~ C i. 

En se bornant à désigner par — C la constante arbitraire JiC, on 
aura doncy = ± coli (x — C), et, par suite, r' = ± sili (tf* — C), Enfin 
l’équation propre du problème, y devenue 

zt cob (,r — C ) = /i“slïî*(ï ') s coh (jr -- C », 

ne sera vérifiée que si l’on adopte les signes supérieurs, c’est-à-dire 
par la valeur y = cob (jr — C ), 

Ainsi les courbes répondant à la question sont les diverses positions 
que prend la courbe y ™ colix, symétrique par rapport à l’axe des y, 
quand on la déplace de quantités arbitraires C parallèlement aux ;r. 
Il est clair qu’elle a pour enveloppe, dans ce mouvement, la droite y — i 
décrite par son sommet ou point à ordonnée ininima y ~ i, droite cpii 
constituait la première solution du problème posé. 

Cette courbe, représentée par l'équation colio», a reçu le nom 
de chaînette, parce qu’elle figure la forme d équilibré d’un fil flexible 

homogène, pesant, fixé à ses deux extrémités. L’area r_- Ç sfT^y’UU, 



05* 


uumncATjo.N des courue» km coordonnées polaires. 
compté à partir du sommet, y égale donc Faire 



coli siha*; 


et, comme silu ~ rzv'coli*# * * i ~ irv i'* — 1, il y existe, entre Tare 
et l'ordonnée, la relation simple s ±z y y* — 1, ou 

1 Ti ) y* — a ’ 2 - 1, 


C’est dire q mi, dans la chaînette, le carré de l'ordonnée dépasse d'une 
tfuanlUé constante le carré de l'arc. 


290* * — Reotifioatioa d'une courbe rapportée à dos coordonnées po¬ 
laires; application à la spirale logarithmique et à la loxodromie. 

L'emploi des coordonnées polaires se trouve tout naturellement in¬ 
diqué dans l'étude de certaines courbes planes ou gauches, surtout 
de celles qui coupent sous des angles régis par des lois simples les 
rayons vecteurs émanés de l'origine; et il y a lieu de voir comment s’y 
évalueront Jes arcs. 

Pour embrasser la question dans toute son étendue, supposons la 
courbe proposée AB située d'une manière quelconque dans l'espace, 



et chacun de ses points, tels que M, défini (t« 1 , p* 94*) par son rayon 
vecteur OM=r, par sa hauteur angulaire o r— mOM, angle ^variable 

entre “ ~ j de ce rayon vecteur avec sa projection O m sur un plan 

horizontal jcO y, enfin, par son azimut m t angle fait avec 

l’axe horizontal fixe O# par cette projection O tn 9 et qui peut varier 
de — 00 à -f- 00 quand le point AI se déplace autour de l'axe vertical 
J3, — U. Partie complémentaire . 5 



M* UKCTNTtCATIOM OKS COURUES EX CüQtlDQXXKEa roUlKK»', 

O®» Les deux équations caractéristiques de la courbe, entre r, 7 et$, 
détermineront deux do ces coordonnées, en fonction de Ja troisième 
prise pour variable indépendante. 

Cela posé» un élément d'arc = sera la diagonale d’un paral¬ 
lélépipède rectangle à faces, les unes, planes, les autres, infiniment 
peu courbes, qui appartiendront aux surfaces O™ const., <* const. 
et r -- const., se croisant, trois en AI, et trois en AF, tin Al, la sur¬ 
face 0mconst. sera le plan wOAIGs, la surface <p~:const., un cône 
circulaire décrit autour de l’axe Os avec DM pour génératrice et cou¬ 
pant le plan 0 “ const. suivant cette génératrice OME; enfin, la surface 
r const. sera une sphère ayant son centre en O, avec OMou r pour 
rayon; et elle coupera le plan 0 — const. suivant MG, le cône sui¬ 
vant l’arc circulaire horizon ta! .MF, projeté parallèlement en mf t 
Les trois arêtes ME, MF, MG mutuellement rectangulaires, ainsi pro¬ 
duites, seront d’ailleurs limitées eu E, F, G par les surfaces analogues 
/■-: const., 0:™ const., ÿ— coust. menées en AF; et, si l’on appelle 
<//*, </0, (h les trois accroissements respectifs de r, 0 t ? entre M et AF, 
savoir, pour /*,la différence OAF— OM ou OE — OM ± AIE, pour 0, 
la différence .rO/ - a i) m m O/, et pour la différence 
fOW — m OM ou m OG—-rziMOG, l’on aura, en valeur 
absolue. 


ME ~ dr, MF ou mf O m >; </Q “ rcos^dQ, MG “ r x MOG.r= 

Enfin, la diagonale AlAFdu parallélépipède MEFGAF, dont la forme 
diffère infiniment peu de celle d’un parallélépipède rectangle à faces 
planes, vaudra, à des infiniment petits près d’ordre supérieur et re¬ 
lativement négligeables, la racine carrée de la somme des carrés des 
trois arêtes ME, MF, AIG. Comme elle exprime Félément ds de l’arc 
de courbe, il vient donc 


(3’V) 


ds s= 4/ dr* r* cos* %> «Ai 4 ■ ■. r* 

* é 


Telle est l’expression qu’il faudra, pour rectifier l’arc AB, intégrer 
entre des limites données, après substitution, à deux des trois variables 
/•, 0, o et à leurs différentielles, des valeurs fournies par les équations 
de la courbe en fonction de la troisième variable, seule indépendante, 
et de sa différentielle. 

Quand la courbe est plane, on peut supposer <p = o; ce qui donne 

simplement dsr-i^di*^ r*d 0 S , comme on sait (t. I, p. aoi‘). Quand 
elle est sphérique, ou que tous scs points se trouvent à égaledislauoo 
du centre O choisi pour origine, une de ses équations, en adoplanL 



APPLICATION A LA LOXODltOXI». C7* 

cette distance comme unité de longueur, est r r=r. j • et, si Ton prend, 
par exemple, l'autre équation de la courbe sous la forme 0~/(g), 

l'expression de l'are, entre deux hauteurs angulaires données <s, 
? * 
sera si- / \ i -t /'(s)*cos*9 df. 

Traitons directement un exemple simple du ce dernier cas, fourni 
par la loxodromie» On appelle ainsi la trajectoire d'un navire qui, sur 
la surface de l’Océan (supposée sphérique), coupe successivement sous 
un meme angle tous les cercles méridiens. Alors, Qz étant la ligne 
des pôles et le plan #0^ celui de l’équateur, l'azirnut 0 devient la 
longitude et, la hauteur o, la latitude . Supposons la courbe parcou¬ 
rue de manière que o grandisse, et appelons V l’angle constant que 
fait sa direction en un point quelconque avec l’arc de méridien mené 
à partir de ce point du coté des latitudes y croissantes, cet angle étant 
positif ou négatif suivant que la longitude 0 grandit ou décroît. Gomme 
oiï aura /* n t ou, sur la ügure ci-dessus, ME ro, le parallélépipède 
MlvFGM f se réduira au rectangle construit sur les deux arêtes 
MF m zt eosçdO, MG -= do; et l'élément MM' ou ds t devenu la diago¬ 
nale de ce rectangle, fera l’angle V avec la méridienne MG et l’angle 

~ — V avec l'arc de parallèle ( :r: MF), mené du côté des longitudes 0 

croissantes. On aura donc 

( 3(5 ) ±:MF ou eosodO r= MG tang V ^ tang V.do, MG ou do — ds cos V. 

La première de ces relations donne dO -~( tang V) —et, en in té* 

' coso 

grant dans l’hypothèse qu’on ait fait passer le premier méridien 0 o 
par le point où la loxodromie coupe l’équateur, c’est-à-dire de ma¬ 
nière à annuler 0 pour o =: o, il vient l’équation fiùie de la courbe en 
0 et o 

4 

('S?) 0 (tnngV) f A«U«KVIo*U»*(iH.î). 

Quant à la seconde relation ( 36 ), elle équivautà poser ds — do\ 
et, par suite, si l'on intègre ds depuis la latitude la plus basse pos¬ 
sible o rrr— -, c’est-à-dire en faisant partir la loxodomic du pôle si- 

tué sur l'axe des z négatifs, jusqu’au point quelconque dont la lati¬ 
tude est <?, l’on aura 
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RKCTMCATWÏt ne» COU U Dû K : LOXODROMIE 


La longueur totale S de la loxodromie» d’un pôle de la sphère u 

l’autre, s'obtient ou faisant? - ; elle est, comme ou voit* S —- 4( » 

1 % eusV 


quantité finie tant que Y ne devient pas infiniment voisin de ~ > 

cas limite oit la loxodromie comprend successivement tous les paral¬ 
lèles, Mais, sauf l'autre cas simple où, par l'annulation de V, S atteint 

sou minimum r. longueur d'un demi-grand cercle, cet arc fini — V 

cos \ 

décrit une infinité de spires autour de chaque pôle, qui est ainsi un 
point asymptote { 1 . 1 , p. ao 3 ‘), 12 n effet, pour les valeurs de ? voisines 

de la limite, soit inférieure, — -> soit supérieure, -h *» la formule 

(37) fait, respectivement, ou décroître 0 vers —oc, ou croître 0 vers 
“hcc, 

imaginons que l'on prenne la perspective de la loxodromie sur le 
plan *rOy de l'équateur, l'œil de l'observateur étant placé au pôle si¬ 
tué du côté des z positifs. Toutes les figures tracées sur la sphère se 
projetteront stéréographiquement sur le tableau vOy sans altération 
des angles de leurs parties infinitésimales (t. 1, p. 278*); et, comine, 
de plus, les méridiens de la sphère deviendront évidemment, sur le 
plan xOy t les rayons vecteurs émanés de l'origine, la perspective de 
la loxodromie sera une courbe plane coupant tous ces rayons vecteurs 
sous l'angle Y, c'est-à-dire une spirale logarithmique décrite autour 
de l’origine O comme pôle avec son rayon vecteur (d’ailleurs égal à 1 
pour 0 0) exprimé par <? f,colv (t. I, p. 204*). 

««t 

Le point de départ ? :r- — « de la loxodromie se projettera sur ce 

pôle O, et, ne se trouvant pas rejeté à l’infini, conservera sur l’image 
son rôle de point asymptote. Mais les spires de la loxodromie de plus 


en plus voisines de la seconde extrémité 


-j où est l'œil, se dessi- 
» 


lieront sur xOy de plus en plus loin du point O, avec une amplifica¬ 
tion indéfiniment croissante; de sorte que cette seconde extrémité 
perdra sur l'image son caractère de point asymptote et même n'y 
figurera pas, rejeté qu*il sera à l'infini* 

Cela posé, si l'on observe que chaque triangle rectangle infinitési¬ 
mal ayant, sur la sphère, pour hypoténuse un élément ds de loxodro¬ 
mie et pour un de ses autres côtés l'élément correspondant dv de mé¬ 
ridien, avec Y pour angle compris, garde sa forme, dans sa perspec¬ 
tive sur le plan xOy où ds devient un élément de la spirale et ch un 
élément dr de son rayon vecteur, il sera évident que l'arc élémentaire 
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de spirale logarithmique se trouve, compartdivemenl ii l’accroissement 
correspondant dr de sa distance /* ati pôle O, dans le meme rapport 

constant que du et d? sur la sphère; et il en résultera encore de 

mémo, pour Turc total de spirale logarithmique, compté à partir du 

pôle O jusqu’au point qui en est distant de r, la longueur ~ us y* C*est 

,_ 

bien, en effet, ce que donnera la formule générales —: i sjdr* 

relative aux courbes planes, si Ton y porte la valeur e^ Cülv de /* avec 
l’expression corrélative, (cot V) e tfwiv f/Q, de dr * car il viendra (cot V 
étant supposé positif, pour fixer les idées) 


~ f foot *V — i c 0col VO = 


I /,> 

sïiTV l ëoW 


<» f )cntV 
eus S 


V 

cos Y 




COMPLÉMENT A LA YINGT-SEPTIÈME LEÇON. 

AIHE DK L’KLLIPSOlUE; ÉVALUATION DBS VOLUMES ET DES SUR 
PACKS COURUES EN COORDONNÉES POLAIRES. 


1 • oiYiBioû o une surface eu bandes de pente uniforme ; 
aire de l'ellipsoïde. 

Les courbes d’une surface propres à la diviser en bandes élémen¬ 
taires d une sommation facile ne sont pas toujours ses intersections 
par des plans, comme ceuv, .r const., qui nous ont servi à cet eflet. 
, ’ l ,ar exemple, la surface contimie proposée a, sur tout son contour, 
la meme pente tan-,, relativement au plan des xy ou à un élément 
superficiel central, supposés horizontaux, il y aura avantage à intro¬ 
duire soit tan g soit une de ses fonctions, comme variable d’intégra¬ 
tion; car alors cette variable, que j’appellerai t, aura la même valeur 
sur tout le contour, de sorte quo l’équation de celui-ci, devenue 
<-const. se trouvera aussi simple que possible. Et c’est, naturelle¬ 
ment par la famille de lignes t — const. que se fera le partage, en 

bandes, de l’aire proposée. Choisissons pour t Je facteur— 1 --, a ni 

multiplie par la projection horizontale d’un élément superficiel quel¬ 
conque, donnecet élément, circonstance indiquantbienqu’ildoit jouer 
dans la question un rôle important; et divisons ainsi la surface au 
moyen des courbes f = const. le long desquelles la déclivité est la 
même, courbes concentriques, dont la plus intérieure, pour t -,, se 
réduit au point où la normale est verticale, tandis que la plus exté¬ 
rieure à considérer correspond, si l’aire proposée atteint cette limite 
aux cléments verticaux de la surface, c’est-à-dire à ceux où l’on a 
tang Y ... oc, cos y : = o, 1 = oc. Appelons A la fonction de l expri¬ 
mant faire quelles entourent, vues en projection sur le plan hori¬ 
zontal des xy. Il est clair que la bande comprise entre les deux 
courbes définies par les deux valeurs voisines t,t+dt du paramètre 
aura pour projection horizontale la différentielle c/A de cette fonction’. 
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et, comme sa pente sera uniforme, sou aire elle-mtînio, dans l’espace, 
égaiera (dX. U viendm donc, en définitive, pour l’aire de la surface 
jusqu’à ses éléments de pente infinie, 


(20) 


Aire ~= j 

•/r« i 


ht A. 


Prenons comme exemple 1 ellipsoïde ^ ^ + ** r -j, où je sup- 

pose a>b>c, et soit « évaluer toute sa moitié située d’un mémo 
côté du plan des uy t Pour simplifier certaines formules, j’aurai ù in¬ 
troduire les excentricités, que j'appellerai respectivement e et ke 
( avec k <ii t des deux ellipses d’intersection de la surface par les plans 
des su* et des zy , Je poserai donc 


(vu) 




,,3 

k*e* 


ou 



A*e*=.- 



et l’équation de l'ellipsoïde, multipliée par s’écrira 


(**) (i ~ c *)T*~-n- k*e*>y*-~z*^c*. 

Les cosinus des angles de la normale avec les axes étant entre eux 
comme les demi-dérivées partielles (i — <?*)#, (i — k i e i )y , s du pre¬ 
mier membre en .<*, y, 5, 1 inverse < du troisième (cosy) vaudra le 

quotient de \/(j par Ainsi l’on aura, 

comme formule reliant t a j, 5, 


(1 — c*pir*-r-(i — k*c* fyi- [ \ — (t)z* « o; 

et, en ajoutant a celle-ci, pour en éliminer 5, la précédente (sa) inul- 
tipliée par J* — i, il viendra l’équation de la projection horizontale 
des courbes t --const. : 


(u’i) (/ 4 * “0 ! )(t — -- I ). 

Ces courbes, sur le plan des xy, sont, comme on voit, des ellipses 


ayant pour demi-axes - n ~ t ~-_ c -rW. 

y # c* v .43*4 

à-dire « !-■ j~, et, pour surface, 


/ /*-■« 




^ __P -1 j 



7 ** calcul î>e l'aire dk l’kuipsoidr, 

La formule (30) devient» par suite, 


( 4 À r >) Aire «lu demt-ellipsoïdc 


phr.vr 

TMÔ ! 

l 


U /Tf‘- e*)(?*-- Fe» j 


L intégrale qui figure au second membre représente donc le rapport 
de 1 aire cherchée du demi-ellipsoïde à sa projection horizontale 
On voit que, dans le cas particulier d'une demi-sphère, oh e-:o, 
elle se réduit à 






c'est-à-dire à la valeur simple % déjà trouvée (p. i 3 o). Mois ii «ousreste 
à l'obtenir quels que soient e et k (entre zéro et i). 

Lue intégration par parties donnera d abord 


_/* r i 

k*e*) 

Ü — f/*-i )<?i 

VK <* -- k*v*) J \/ y t* ~~ c*)(tt _ 

Essayons maintenant de réduire le dernier terme au\ intégrales 
E, F de Legendre, définies plus haut [p. 34 *, forra. ( 44 )] sous leur 
forme canonique, et, pour cela, effectuons en premier lieu, sur le se¬ 
cond membre de ( îî 6), une transformation propre à y remplacer le ra¬ 
dical \ V** <?*)(** - À*e 4 ) par un autre, \f (i *), qui 

parait dans cette forme canonique. On y parvient en posant simple¬ 
ment t— de manière que l*— e* et P—tfc* acquièrent les fac¬ 
teurs, qu'on veut mettre à leur place, i — «* et i —4‘*nL Grâce à 

cette substitution de ~ à t ^d*oti dtz^.~+ second membre de 

(a6 i devient / 

tH v't» — A^a*) *J u^T^WyT'- : k*û*j 

Or, dans (37), le dernier terme se dédouble immédiatement en deux, 
dont le second est — * f—^ JM cl dont le premier, 



( 1 ) doit à AI. Catalan {Journal de lAouvitle, t. IV, i83g) cotte élégante et 
immédiate réduction de l’aire de l'ellipsoïde à une intégrale simple, par décom¬ 
position en zones élémentaires de pente uniforme. Legendre, auparavant, était 
arrivé au même résultat, mais par des transformations compliquées. 




AC MOYEN Î>B» FONCTION» E, É DE LKQKXDUK, 


-îS* 


c f —— rzr-zrUl— ir - .- Tr — » par l'application de lu formule ( 32 ) du 
*/ — « f >(»— 1 11 

n a 252 * (p. 29*), donne lui«mème la somme de deux termes, 

X* 1 ** f ~ p == jJLl ! ü . - — — C /(J “ «*)( I - A^*/. 

J — A*k*j a 

Enfin, la relation (26), en réduisant ce dernier terme avec le premier 
de (27), devient simplement 


<*$) 


!/' 

I îî j“;—w*) 1 i)r/« 

t# yu — — A*u*) <V ^/u — «*)( 7 — A s w 8 ) 


(d _ t*j- 1 _ 

M 1— 4 P*—— «*> 1 C (A*e*«*— f)r/«ff 


Pour avoir la surface entière du demi-ellipsoïde ou plutôt, d’apres 
(a 5 ), son rapport à J’ellipse de base r.ab qui est sa projection hori¬ 
zontale) il faudra prendre le premier membre de (28) entre les limites 
/ 1 * / —cc, ou, le second» entre les limites «r<?, « — o. II viendra 

donc 


1 


Aire du demi-ellipsoïde 
r.ab 

a 1 — e*— A*ç*fi — î 


r« 1— 

" L ; Æ 


«*;u— **«*; J«=o 


tisse 

l f 

U —0 



î Ç _fi — k*c* u*)du 

e J* vAT— «"* k f—x* «* > 


Ici, le premier terme du second membre s’annule à In limite inférieure 


et vaut vt* — c s ;(i -- Â*e s ) ou ~ à la limite supérieure. Quant au 

dernier terme, vu les expressions canoniques [p. 34\ form. (44)] 

C --— qi f - F Â=JLjL)jtL~ des deux intégrales 

*4 /(i--ir’)(i- A*«*j .4 v'ti — «*>< 1 — **«’) 

de Legendre F (A*, arc sine), E (A*, arc sine), il n’est autre chose que 

(î —e*)P(A\ arcsincï-j-c*EïA% arestne) .. . » - , , . , 

--:-» Ahisi la formule (29) donne 

en définitive, pour la demi-aire de l’ellipsoïde ayant respectivement 

les demi-axes a ~ ^ b-=z et c , l'expression 

V 1 — e* y 1 —- A**c* 


| Demi-aire de l’ellipsoïde 


*f { . , e s lî(A, nrcsinc)-*-<'! — e*)FtA\ arcsine) 

/ — îîC**T“ ItflO 




Les fonctions E, F y dégénèrent en d'autres plus simples (p. 48 *) 
dans les deux cas extrêmes A* — o, A* r- 1, qui sont respectivement ceux 
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<r«n ellipsoïde de révolution autour do son grand axe art et autour de 
son polit axe %c. Il vient, en cfiet, pour k o, 


E rr F are sine « e -r - •+■... 

2 i 


et, pour A ?= i, 


v _ . w i , I e e e* 

1*4 — e, J* tss — Oî tss •- -j“ —• 

» b i-e I i 


(p. #*). 

• * (P* 7 8 )- 


Mais il est particulièrement intéressant do voir à quoi so réduit le 
second membre de ( 3 o) quand les deux excentricités e, ke sont assois 
faibles pour qu’on puisse négliger la quatrième puissance do e devant 
l’unité, ou la cinquième puissance de e dans le numérateur de la der¬ 
nière partie de( 3 o), Alors, en posant arc sine ~ s, les expressions (a 5 ) 
(p, 84 ) de F et de E, réductibles i\ leurs deux premiers termes, de¬ 
viennent, parla substitution permise de ^ ù sin<p dans les seconds, 

^ 0 ~ 5 c’est-à-dire e^n- - e*r: g «prés qu’on y a mis 
e -h *■ e 3 pour arc sine. Et le second membre de ( 3 o), si l’on remplace, 


en outre, 
atre* (i *4- 


a y b par c q- i ç ^n- * A , e , V sera finalement 
| J /i*c 3 ^ ; ce qui, vu les mêmes valeurs approchées 


de a et b t revient à ait (?-—> demi-surface d’une sphère d’un 

rayon égal à la moyenne arithmétique de9 trois demi-axes a> b> c. 
Donc un ellipsoïde peu excentrique a, très sensiblement, même sur¬ 
face totale qu'une sphère dont le rayon H est la moyenne arithmé¬ 
tique de ses trois demi-axes, 

À une approximation plus élevée où l’on tient compte, dans le se¬ 
cond membre de ( 3 o), des termes de l’ordre de <?*, cette valeur de K doit 
être remplacée par les quatre cinquièmes de la même moyenne arithmé¬ 
tique plus un cinquième de la moyenne géométrique des trois demi-axes. 
On le reconnaîlen procédant comme on l’a fait ou n° 288 (p. i n)pour 
la rectification approchée de l’ellipse : le mieux, au point de vue de la 
brièveté des calculs, est d’y employer le développement direct en 
série, suivant les puissances de c, de l’intégrale figurant dans le der¬ 
nier terme de (39), au lieu d’y recourir à ceux des fonctions E, F et 
à la formule (3o) (*). 


( *) Je crois utile de donner ici ce calcul approché du rayon R d’unc sphère 
équivalente en surface h un ellipsoïde, dans le cas d'excentricités c, ke assez pe- 
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302*. — Évaluation des volumes et des aires courbes ou coordonnées 

polaires. 

Certaines sommations, dont la Leçon prochaine offrira ( n 0 308 * ) 
un important exemple, conduisent à remploi des coordonnées polaires 


lücs. Pour simplifier les formules, choisissons le demi petit axe c comme unité 
de longueur, et posons, pur conséquent, 

(*) «-(I— c 1 ) *, 6:r(t — A*c») *, C M. 


D’après ( 39 ), Paire de l’ellipsoïde sera ai: — ar — f — • ~ . C ( t 

en Pégalant à §tA\* après y avoir remplacé «, ù par leurs valeurs (*), on aura 
aisément 


(?) n » { /u 


(1 — Â J e*K* )c/« 

«* 7(1 —W) 


Dévcloppons-y par la formule du binôme, suivant les puissances de «», la fonc¬ 
tion sous le signe /. Il viendra, en prenant pour ta seconde partie du binôme la 
quantité -r A 4 !! 1 » dont on développera les puissances successives jus- 

qu'aux termes qui sont, par exemple, de l’ordre de e* ou de u* inclusivement, 




\ (1 —«‘H* -A 1 #') 


ou [1 — (i **- A» ) u> + /*«']“* 


, l * u k* , 3 n- a A 4 -*- 3A‘* Ml , ô • -aA**' J *5 A* , , v , 

“ » --— «’ --r--t-~-( 1 — A" ) u< — 


îl 


Hi 


après quoi Pon trouvera 

1 A‘‘e* u * /-J 

— -r—- r-(Icstermescwlcssus) — — — (1 

V (1 — «’Ki — A‘*w* ) 

Par suite, Pintégraic qui figure sous le radical de (Js) a, tous calculs faits, la 
valeur 


•h T* ~ '• •*')».|. 

et son quotient par 3e\ U — c J jD— A J c*;, ou son produit par 




*•*>«> H 

I Ü--e»-i- - i— 

l yc L a 8 


C* -r* - 


16 


( 1 A* )c*-r- •... I, 


est 


(Y) ; ' “fi—^ (i+A-Jc 5 -.... 


f.a relation (^) devient donc, après addition de | à (?) cl extraction de la 
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?» ,m (azimut, hauteur angulaire et rayon t>^t7e«/*)dans le calcul 
des volumes, parfois même dans celui des aires qui les limitent. Les 
valeurs des coordonnées rectilignes précédentes .t, y % 3 , en fonction 
de celles-ci, G, <s, /•, sont, comme on sait (t. 1, p. 9^), 

a*r^/*cosocosO, y » /-cos^smO, 3 -rmy\ 


racine carrée (encore par la furmulc du bim'nne), 


Oi, dune part, la moyenne arithmétique ^(<r h-6-!-c) des demi-axes, ou 

i |} 1 _ e * ) 1 “M1 — k*e* ) ï 1 J, est, de mémo, 


(O 


» 


£ -1- <* 
3 


1 h- Je . 

» —__«J, 

' G C 


1 — A 1 5 5 A‘*-+- 5A*‘. ... 

— e 1 -*---f j A*)c*-*-...; 


d’autre part, ia moyenne géométrique v«6c, ou [1 f t — A*)e*- - A*e‘f «, a pour 
développement analogue 


( ; ) )/aOc 11 n- — (J — e* -h ■'—<î‘ - 7 - - ( t+ A* ) e* 4-... ; 

et la formule (oj devient aisément 


u) r » ï «± *j±« ... : 

a 3 a 


V«6c *- 17 


• j ( j — A *) 1 — A * 1 

ï»%. 


(I -r k*)C*' 


C*cst donc avec une erreur de l'ordre de c» que le rayon R de ia sphère équiva¬ 
lente en surface à l'ellipsoïde s’exprime linéairement par les deux moyennes 
arithmétique et géométrique des demi-axes g, 6 , c. Ainsi, la formule approchée 


(0) 


n = 


4 « - 1-6 

5 3 



est moins exacte, pour les petites valeurs de e, que la formule analogue ( 3a ) (p. 11 a] 

( fll - 4 » fi - * 

c esUi*<tirc a K =3 — -— —\/«6, propre à donner le contour de l’ellipse par 
celui d’une circonférence R, et dont l’erreur atteint seulement l’ordre de e\ 


11 est dés lors naturel que cette formule (0) soit plus inexacte aussi pour les 
fortes valeurs de e . Quelques calculs numériques, faits dans les hypothèses ex¬ 
trêmes 6~c, b — a, c'est-à-dire A* = o, Je -- 1, l’ont effectivement démontré. 
Pour A* **. o (ellipsoïde de révolution allongé h la formule ( 0 ) donne des résultats 
approchés par cxcé*, conformément à l’indication alors fournie (tant que e est 
usse* petit J par le signe du dernier terme écrit de (y, V. l’erreur relative, sur H, y at¬ 
teint quand c sin-ô* 1 ; o,<)G 5 t), quand e — sinGo*^ o,8G6o, enfin, sculc- 
mcnl viv environ quand e -- sin 4 >- 0,7071. Pour A* = 1 ( ellipsoïde de révolu¬ 
tion aplati), la même formule (0) se trouve approchée par défaut, comme 
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t * 


et, portées dans l'équation de la surface qui entoure le volume, elles 
la dut agent ert une relation entre 0, v, /*, déterminant, pour chuque 
nappe, In grondeur positive /* du rayon vecteur en fonction de sa (/<- 
Faction , définie par les deux angles 0 et ç* Voyons comment, au moyen 
de celte relation, pourront s’exprimer le volume considéré et Taire 
qui le limite. 

Bornons-nous, pour abréger, au cas simple où il y a ainsi, suivant 
chaque droite émanée de l’origine, un rayon vecteur r --/(O, ^) et un 
seul. Alors 0 , ^ étant les deux variables indépendantes, menons les 
plans 0 nr const,, qui se croisent suivant l’axe polaire O z (p. 05 *, 
fi g. 4‘d) et les côaes circulaires « ■- const., décrits autour de cet axe, 
avec leur sommet au pôle O. Les uns et Jes autres décomposeront évi¬ 
demment tout l’espace eu angles solides infiniment aigus, coupés par 
les sphères r -const. suivaut des rectangles légèrement curvilignes 
pareils à celui dont deux côtés (sur la même figure de la p, 05 ') sont 
MP . - r cos^ dO et MG /‘cAp. U est clair que les portions de ces 
angles solides limitées par la surface constitueront des sortes de sec¬ 
teurs infiniment effilés, ou de pyramides obliques, dont on pourra, 
sans modifier leur volume dans un rapport appréciable, rendre la 
buse sensiblement normale aux arêtes latérales, en les transformant 
en pyramides quadrangulaires droites. 

Si, par exemple, M est un point de in surface du corps, le secteur 
qui aura deux de ses faces de longueur finie suivant OMF, OMG, et 
les cleux autres suivant OGM', OKAF, pourra n’être pas distingué de la 
pyramide droite comprise entre les mêmes faces et une base tangente 
en M à la sphère contenant Jes arcs MF, MG, base dont Taire différera 
infiniment peu de MF x A 1 G. Le volume du secteur élémentaire con¬ 
sidéré sera donc - MF x MG x OM ^ /** cosvdbfh, 

Quant au fragment presque plan de la surface limite qui se trouve 
compris dans le même angle solide, il est clair que ce sera, à fort peu 
près, un parallélogramme ayant sa projection, sur le plan tangent 


l'indique encore le dernier terme écrit de (r,), alors égal et contraire à ce qu’il 
était pour /‘ko: l'erreur relative y est d'ailleurs-^ quand c — sin;.?*, T J 7 quand 
c '■ sitiüo* et environ quand c “ sîn/|ô*. 

On voit que la formule approchée ( 0 ) ii' eutrainera pas une erreur en plus ou 
eu moins supérieure aux o,ooa environ du résultat, sur faire de l'ellip¬ 
soïde, quand l'excentricité muxima c ne dépassera pus slnfh*, ou quand le rap* 

port v » '■ du plus petit axe au plus grand axe excédera — » c’est-â-dirc ^ 


environ. 
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dont il s’agit (ou mené on Maux «rcs MF* MG), réductible û la basé 
MF x MG ..: Hcos^dG ifa «le lu pyramide droite; de sorte que, si Ton 
appelle $ l’angle uigu que forme la normale à la surface, en M, tirée vers 
le dehors, avec le prolongement du rayon vecteur OAf = /•, (élément 
de surface courbe compris dans l’angle solide admettra l’expression 
/^cnswAWç rx i, ... .. 

—rus?— <>n RUra ” auleurs, pour déterminer cet angle, o, d’une 
normale dont les cosinus directeurs ont été appelés cosa, cos|$, cosy, 
avec un rayon vecteur pour lequel les cosinus analogues sont - > £> 

y ou cos^cosû, cos'ssinO, smy, la formule 


cos$ ~ cosa coso cosO cos[i cus^sinO -f- cos*f sin«p, 


dans laquelle cosa, cosp, cos'f» après avoir été exprimés, comme on 
sait le faire, au moyen des coordonnées «*, y, 5, deviendront, par l’éli¬ 
mination de celles-ci et même de /**-’- y*( 0 , 0), des fonctions couuucs 


de 0, o. 

Ainsi,en résumé» ion aura, comme éléments 
et de l’aire ù évaluer. 


respectifs du volume 


(3f) Jïlém, «le vol. — - r 3 eoso</0do. 

3 * 


ICIém. de surf. 


coso * 


où les facteurs ~ / 4 cos^>, seront deux fonctions connues des 

variables indépendantes 0 , y dont ils multiplient les différen¬ 
tielles. 

Cela posé, la sommation des éléments se fera, par exemple, en grou¬ 
pant d’abord tous ceux qui composent un même coin ou un même 
fuseau compris entre les deux plans méridiens d'azimuts 0 et 0 -w/ 0 , 
éléments pour lesquels 0 sera constant et (/O facteur commun, tandis 

que la hauteur angulaire « y croîtra de — - à ~ • Il viendra donc, pour 

un coin ou un fuseau élémentaires d’angle c/ 0 , les valeurs respectives 


s 

3 



r*eoso</o^dÛ et 



« \ 

* r*cose , \ m 

-Vdo 1 dO. 

r : coso * J 


Puis l’addition de tous les coins ou fuseaux analogues, dont les azimuts 
s’échelonneront avec continuité depuis Orrjro jusqu’à 0 = 21:, don- 
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nera 


(3a) 


Volume 


_ » r( r * 
u \J_* 


/■* ea*y(h ) r/0, 

. ‘ 7 


Surface = H /*£L“»Î^W 

*4 cus * y 


Comme application, bornons-nous au cas simple d'une sphère de 
rayon R, décrite autour du pôle O comme centre. 11 faudra donc faire 
/* - r la constante H et, de plus, cosS - i, vu la coïcidence de la normale 
menée en chaque point de Ja sphère avec le prolongement du rayon r 
aboutissant A ce point. Alors, au facteur prés IV* ou li 4 qui sortira des 
signes /, les intégrations par rapport i\ conduiront simplement à 
l’intégrale indéfinie sins, dont l'accroissement, entre les deux limites 

— j» sera a. Après (juoi ,J r/b étant ait, il viendra bien respective- 

/ 

ment, comme résultats, - 7r Ü* et 





COMPLÉMENT A. LA VINGT-HUITIÈME LEÇON. 

o 

SIMPLIFICATION DE CERTAINES INTÉGRALES MULTIPLES, A LIMITES 
YAKUAULKS» PAU UN CHANGEMENT DE L'ORDRE DES INTÉGRA¬ 
TIONS, ETC. 


307*. - Exemple simple de l’interversion des intégrations, dans un cas 

où les limites sont variables. 

Pour avoir un exemple simple d’une intégrale multiple où l’inter¬ 
version de deux intégrations successives oblige a modifier les limites, 
donnons-nous connue champ d’intégration non plus un rectangle à 
eûtes parallèles aux axes, mais l’une des deux moitiés de ce rectangle 
obtenues en menant la diagonale émanée du sommet qui a les coor¬ 
données x } y les plus petites. En d’autres termes, et l’origine étant 
censée, pour plus de simplicité, transportée à ce sommet, terminons, 
par exemple, notre champ triangulaire, d’un côté, ù l’axe des r, repré¬ 
senté par æ — o, et \\ une parallèle aux æ, avant une ordonnée posi¬ 
tive connue j --il, d’autre part, ù une droite, d’une équation donnée 
y -- tnu\ issue de l'origine dans l'angle des coordonnées positives; en 
sorte que y, pour chaque valeur utile de æ f ait à croître de rnæ à II, 
et jr, pour chaque valeur utile de /, depuis zéro jusqu’à la valeur 

correspondante ^ de l’abscisse sur la droite limite yr^mæ, Celle-ci 
atteignant d’ailleurs le côté / = H pour æ rr les valeurs les plus 

fortes de a- et de/ seront - et II. Si donc f(x,y)dxdyosl l’élément 

proposé, l’intégrale double exprimant la somme do ses valeurs dans 
tout le champ triangulaire se présentera, à volonté, sous l’une ou 
l’autre des deux formes 


(Si 


f"'dx f"/(x, y)dy = f"dy f"'/(z,y)d* 

. «A» J MX VJ «/$ 


Le cas le plus important sera celui où le côté/ --11 du contour limite 
s'éloignera à 1 infini, et où la fonction /(.r, /), qu’on peut regarder 
comme une fonction de point dans le plan des #/, deviendra assez 
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petite, aux très grandes distance» de l'origine, pour n’y donner que 
des éléments/(a?, y)dx dy ayant la somme totale de leurs valeurs 
absolues évanouissante quand leur éloignement grandira. Alors, en 
effet, l'intégrale tendra vers une limite finie, bien déterminée, même 
si Ton compte tels éléments qu’on voudra au delu du côté mobile/:^ U, 
ou si l’on remplace ce côté du contour par tout arc extérieur y ogran* 
dissanl le champ; et la formule ( 8 ) deviendra 

( 9 ) f (iæ f /(A ï)dy =5 f dy f f(x,y)dx. 

*-'u Vmx */g *4» 

:108 4 . — Intégrale quadruple réduite à une intégrale triple par l'inter¬ 
version des intégrations; sommation d’actions ou d’influences exercées 
aux distances imperceptibles dans un corps, à travers une petite 
surface plane. 

La formule ( 9 ) trouve une application intéressante dans le calcul de 
la somme des actions ou iuflucnccs d’une même nature (comme rayon¬ 
nement calorifique de particule à particule, attractions ou répulsions 
intermolêculaires projetées sur une direction quelconque, etc.) s’exer¬ 
çant dans un corps à des distances imperceptibles et à travers une 
petite surface AB (p, 8 a*) sensiblement plane, c’est-à-dire provenant 
de la matière située d’un côté de cette surface, au-dessus par exemple, 
pour atteindre fa matière très voisine située de l’autre côté, savoir, 
au-dessous. 

Soit COO'D le filet prismatique ou cylindrique de celle-ci qui se 
projette sur Je plan ÀB suivant ua élément quelconque C, que j'appel¬ 
lerai dt 0 , de sa surface. Si chaque particule de ce filet éprouve une 
certaine action de la part des diverses particules très voisines appar¬ 
tenant à la matière située au-dessus de AB, et si, dans la production 
d'un certain effet, toutes les actions analogues se combinent, comme 
nous le supposerons, par voie de simple addition algébrique, il pourra 
évidemment y avoir lieu de faire leur somme, pour l’ensemble des 
filets CD que limite la surface considérée ÀB* Nous admettrons 
d’ailleurs une constitution et un étal de la matière pareils autour de 
tous les éléments du de ÀB; en sorte que celle somme à évaluer soit 
simplement proportionnelle a l’étendue de la petite surface AB, sup¬ 
posée avoir ses dimensions incomparablement supérieures à l’épais¬ 
seur imperceptible CD, que j’appellerai H, de la couche matérielle 
influencée à travers la surface A13, épaisseur qui est aussi celle de la 
couche superposée agissante. En effet, dans ces conditions, et abstrac¬ 
tion faite peut-être, sur les bords ou le contour, d’une petite partie, 
B. — 11. Partie complémentaire, 
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relativement négligeable, de la couche influencée, tou» lés filets de 
ceile-ci, tels que CD, seront en rapport avec de pareilles quantités de 
matière au-dessus de AB, placées de même et de manière à agir de 
même * ce qui rendra bien l'influence totale à évaluer proportionnelle 
au nombre des filets, ou à la surface AB. 11 suffira donc d'obtenir /’ao 
lion par unité d’aire ou, encore, dite s'exercer à travers l'unité 
d'aire de AD, c'est-à-dire le quotient, parrfw,de celle que supportera, 
en tout, le filet CD, dont la section est dw. 

Or, pour en former l’expression, U faut, en premier lieu, savoir 


Hig. 



représenter analytiquement l'influence d'une particule sur une autre. 
Cette influence, résultant, comme on l'admet, d'une simple addition 
des iufluences de tous les atomes de l'une sur tous ceux de l'autre, 
sera d'abord en raison composée de leurs deux volumes, qui mesurent 
proportionnellement leurs masses, si du moins nous acceptons, dans 
cet exercice de calcul, l'hypothèse que la matière soit ou continue, 
ou formée de molécules pouvant être fictivement, sans modification 
sensible de leur influence, étalées dans tout l'espace qui les sépare de 
leurs voisines, comme il arrivera si elles ne laissent entre elles que 
des vides de dimensions négligeables à côté des distances auxquelles 
s'exercent moyennement les actions en jeu» La même influence élé¬ 
mentaire dépendra d'ailleurs de ces distances, c'est-à-dire de la droite 
de jonction, que j'appellerai r, des deux particules; et il lui arrivera 
souvent de varier avec l'orientation de cette droite. Ce sera quand la 
matière ne se trouvera pas constituée de même dans toutes les direc¬ 
tions, ou encore quand on aura eu besoin, pour rendre homogènes et 
combinables par addition algébrique les diverses influences élémen¬ 
taires, de les affecter d'un coefficient de direction, comme est, par 


/ 
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exemple, le cosinus de l'angle de projection lorsqu’il s'agit d'actions 
mécaniques dont des composantes parallèles sont seules susceptibles 
de s'ajouter. Si les influences élémentaires à sommer dépendent enfin 
d'autres circonstances, nous supposerons celles-ci pareilles pour tous 
les groupes do particules à considérer; ce qui nous permettra d’en 
faire abstraction. 

En résumé, l'influence élémentaire qu'il s’agit d'exprimer sera le 
produit des volumes des deux particules par une certaine fonction F 
de la longueur r de leur droite de jonction et de deux angles définis» 
sant sa direction dans l’espace. 

Or, en général, dans les questions où l'orientation des droites joue 
un grand rôle, ce sont les coordonnées polaires qui conviennent le 
mieux. Aussi, ayant d’abord, naturellement, à évaluer l'influence to¬ 
tale subie par un seul élément 00' du filet GO, de la part de 
toutes les particules assez voisines situées au-dessus de AB, défini¬ 
rons-nous, dans cette sommation préalable, les points M de ces par¬ 
ticules, au moyen de leur rayon vecteur OM = r, compté à partir 

d'un point O de 00', de leur hauteur angulaire mOM ^variable 

entre fcéro et au-dessus du plan #0/ parallèle à AB, et de leur 

azimut x 0 (compris entre zéro et ait). Par suite, tandis que, 
d’une part, l’on aura comme élément du filet CD le tronçon 00’ com¬ 
pris entre deux sections normales situées respectivement aux distances 
CO = u et C0'= a h- du de la base supérieure C, tronçon exprimé 
(en volume) par dwdu> d'autre part, l'élément naturel, ou la par¬ 
ticule à considérer, de la couche supérieure exerçant l’action, sera le 
parallélépipède mixtiiigne MEFG que limitent deux surfaces consé¬ 
cutives de chacune des trois familles de surfaces ayant les équations 
r^const., 0 — const., ç = const., parallélépipède dont les arêtes, 
déjà obtenues au n<> 290* [form. (34), p. 66*], sont respectivement 
ME ==<//% MF=rrcô$<pdO, MG r d^ } et dont le volume est, par 
suite, r*cQsydbdydr, 

L’action ou influence élémentaire à sommer égaiera donc le pro¬ 
duit 

(io) (dmdu)F(r 1 0, <p)r*eoso dftdvdr 

des volumes des deux particules 00', MEFG, par une fonction don¬ 
née F(r, 0, o) des trois coordonnées de la seconde. Celle fonction 
pouvant être regardée comme nulle quand la distance r dépassera 
l'imperceptible épaisseur CD R de la couche influencée, les actions 
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des particules supérieures à AB dont la distance r ù O excédera R 
seront milles ou négligeables. Mais il n’y aura aucun inconvénient à 
les fairo figurer fictivement jusqu'il des distances r infinies, dans la 
somme & obtenir, puisque la présence du fadeur F(/•, 0, &) les anni¬ 
hilera; et l’on y trouvera l’avantage d’une plus grande simplicité de la 
limite inférieure de <p; car celte variable ?, positive dans tout l’espace 

situé im-dessusdeAB, décroîtra do ^jusqu’à /.èro si l'on y considère, 

assez près de la surface ÀB, des points M de plus en plus éloignés de O 
ou de G, 

Il pourra être bon, aussi, de supposer la fonction F( r, 0, ?) nulle 
aux distances /• assez petites pour être seulement comparables aux 
dimensions des vides intermoléculaires, distances où ne reste évi¬ 
demment plus admissible l’hypothèse de la continuité de Ta ma¬ 
tière, c'est-à-dire de la proportionnalité des éléments de volume 
aux masses qu ils contiennent : les influences exercées entre parti¬ 
cules contiguës, ou non évaluables par la méthode suivie, et qu’il 
faudra calculer à part si elles atteignent des valeurs notables, 
seront, de la sorte, éliminées du résultat, sans qu'on perde le droit, 
quand une plus grande symétrie ou simplicité des formules le deman¬ 
dera, de faire commencer àr^o des intégrations ne partant en réa¬ 
lité que de la limite supérieure des très petites distances dont il 
s’agit. 

Gela pose, ajoutons d'abord les actions qu’exerce sur 00' toute la 
matière comprise, au-dessus deAB, dans un angle solide indéfini ayant 
sonsommet en O, et constituée par une üle rectiligne d’éléments comme 
MEFG, c’est-à-dire pour lesquels 0, </0, dy sont constants, tandis que 

r y croit, au-dessus du plan AB, dcpuisla valeur Oiat= —-- _ÎL 

cos OU ja smÿ 

jusqu’à l'infini. Puis intégrons la somme, par rapport à ÿ, entre les 

limites ^r.-; o, pour ajouter ensemble les effets de toutes les 

files analogues remplissant, au-dessus de ÀB, l’angle dièdre des plans 
*0 m t sO/, caractérisés par les azimuts 0,0 ~w/0; après quoi une 
nouvelle sommation, par rapport à 0, de 0 o à 0 ~ totalisera les 
actions exercées sur OO f dans tous les azimuts, et devra être encore 
suivie d’une dernière intégration, en u , entre les limites u = o, u H, 
pour conduire à l’expression complète de l'influence sollicitant, a tra¬ 
vers ÀB, le filet entier CD, de longueur H* Enfin divisons par r/to la 
somme obtenue, en vue de la rapporter, comme on le demande, à 
l’unité d’aire de la couche influencée ou de la surface AB qui lui sert 
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de base, et ie résultat sera l'intégrale quadruple 

* 

f it pW, p\ pn 

du I dO I eosvrfy f F(/‘, 0, o)r l dr. 

ÏÎV 9 

L'ordre des intégrations par rapport à 0 et a </, puis par rapport à 9 
et à a , effectuées entre des limites constantes, peut v être, comme on 
sait (p, i 48 ) f interverti sans modifier ces limites; ce qui donne 


(lu » 


p%lt p j“ «R /<» 

I </0 / C 0 S 9 dv I du I F(r, 0 , v)r*dr 
' *A> *' f» 


«tn 9 


Avant d’intégrer par rapport à 9 et ù 0, il y aura donc lieu d'évaluer 

p u p* 

l'intégrale double / du I F(#•, 0 , 9 )/•*<//', dans laquelle la con- 

»^a #i 

mr 9 

stante sin? sera toujours comprise entre zéro et i. Or on pourra, sans 

changement réel, y remplacer la limite supérieure K par op; car les 

/ >« 

F( /*, 0 , <p ) t A dr qu'on ajoutera de la sorte seront nuis, 

U 

«lu 9 

r y étant, sous le signe /, supérieur à la fraction plus grande que 

^5- ou, a fortiori , que H, et, par conséquent, la fonction F(/*, 0 , 9 ) 
? . 
s y trouvant sans cesse nulle. Alors cette intégrale double aura la 

forme du premier membre de ( 9 ) [ p. 81 *], sauf le changement dey en r, 

de & en u et de m en -.—2 de sorte que la substitution du second 

sin^ * 

membre de ( 9 ) au premier donnera, au lieu de ( 12 ), 

ic 

pin pi p» prtiu? 

( |3) / f/0 / cos 9 dy j dr I F(/% 0, 9 )r*cfa. 

dff */<, */0 

Or, celte dernière interversion de l’ordre des intégrations rend ef- 
fccluable In première d'entre elles sans qu'on ait besoin de connaître 
la fonction F(/*, 0 , 9 ); car il vient 

F(/\ 0, 9)r *du “ F(r, 0, «)/**(w)o* Itl ^ * F(r, 0, g)r*sin9. 


Le calcul de l'influence totale considérée, s'exerçant à travers l’unité 
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d aire de la surface AB, se trouve ainsi réduit à celui de l'intégrale 
triple * 

* 

/ ** , - 

</0jf cos 9 siu ? rf ? ^ K(/‘, 0, 

Si l'on y observe que cos ? </Q</ ? exprime (p. 7 8‘) l'élément naturel 
ch de surface dans une sphère de rayon i décrite autour d'un centre 
ou pôle de coordonnées polaires 0, ?f r, élément défini, en position, 

par les valeurs de 0, <p dont dépend le facteur $in<p J* F(/*, 0, <$)r*dr y 

multipliant cet élément de sous Jes deux premiers signes / de (i4), 
et si l'on remarque, en outre, que ces signes / impliquent des inté¬ 
grations s'étendant à toute la demi-sphère oti les hauteurs angulaires 
o sont positives, on pourra écrire encore, au lieu de (i4 i, 

IM 0, ch (pour <p>o i, 

- fj J 

s 

où l’indice Je, au bas du premier signe /, signifie, avec l’indication 
complémentaire y > o, que la sommation relative à « doit se faire sur 

toute la demi-sphère ~ caractérisée par des hauteurs angulaires y po- 
sitives (*). 


( ) Nous obtenons ainsi celle formule (i5) comme exprimant, a proprement 
parler, 1 action totale que subit par unité d’aire de sa base, ù travers le plan AB 
a couche influencée, dont le Blet CD est en quelque sorte l'élément naturel; et 
on serait conduit à un mode pareil de groupement des uctions & sommer, si 
on associait de même toutes les influences émanées, à travers AB, du filet de la 
couche agissante qui est le symétrique de CD par rapport à AB* 

Mais, quand on admet, comme il arrive dans le calcul de lu pretsion réciproque 
îles deux parties de matière séparées par AU, que l’influence d’un point sur un 
autre scxcrc o suivant leur droite de Jonction, un autre groupement non moins 
naturel se présente à l’esprit, et reste d’ailteurs applicable même en dehorsd’uae 
telle hypothèse, ou par cota seul que la droite en question peut toujours servir h 
caractériser l’une des actions élémentaires dont on s’occupe. Ce mode de grou¬ 
pement, qui conduit peut-être un peu plus vite à ta formule (ta), consiste à as¬ 
socier ou à sommer fer influences correspondant aux droites de jonction nui 
traversent un même élément, du, de ta surface AB. Fixons alors au centre C 
de du le pôle O des coordonnées angulaires 0 , ? , qui était précédemment mobile 
de C à D; puis, ayant décrit autour de C, au-dessus de AB, la dcmi-spliére -l», de 
rayon ., dont de sera l’élément pour une hauteur et un azimut donnés 9 , 0 , con¬ 
sidérons, dans la couche influencée ou inférieure & AB, le cône infiniment aigu 
qui, prolongé au delà de son sommet C, a de pour section droite. Un élément 
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Us formules (i4) ou (t5), daua lesquelles la fonction F sera prise 
égale ô sséro pour les voleurs de /* seulement comparables à l'inter¬ 
valle de deux molécules contiguës, ne comprendront pas les influences 
ou actions exercées à d'aussi faibles distances /• ; et ces actions, évi¬ 
demment inévaluables è la manière d'intégrales ou en supposant la 
matière continue, ne pourront, en général, se calculer qu'une à une, 
pour donner un total qu’il faudra, comme on a vu [p, 84*], joindre 
à (i4) ou à(i5), s'il est sensible. Mais la formule (i4)> par exemple, 
suffisante aux autres distances, sera surtout exacte aux plus grandes 
qu'il y ait lieu de considérer. 

Elle permet de reconnaître, par exemple, que, si la fonction F ne 
s*annule pas identiquement pour r )> R, mais y devient seulement 
insensible en gardant le même signe et tendant asymptotiquement 
vers sêro (ce qui parait plus conforme aux lois naturelles d'unité et de 
continuité), son décroissement devra se faire plus vite qu'en raison 
inverse de la quatrième puissance /•* de la distance; sans quoi les 
influences dont on parle ne seraient pas, comme on l'admet, localisées 
effectivement près de la surface AB. En effet, dans tout mode de dé- 


de ce cône massif sera, cuire Je» distances p, p-i-dp de C, p J dedp. Or l'action 
subie, à travers dw, par une partie infiniment petite dra de cet élément, pro¬ 
viendra évidemment du fragment de la couche agissante compris dans un second 
cône très aigu ayant cette partie de j pour sommet et dw pour section oblique 
menée, suivant AB, ù la distance p du sommet, ou dwsin? pour section droite à 
cette même distance p; ce qui donne pour son élément de volume, entre les 

distances r, r + dr du sommet do, l’expression r*dr, et, pour l’action 

totale subie par dm à travers dw, 


ct a ±™l /"V, 

p d 0 


Divisons celle-ci par dodu, afin de la rapporter à l'unité de volume de la matière 
influencée, ainsi qu’à l’unité d’aire de la surface AB. U ne restera plus ensuite 
qu’à multiplier le résultat par l'élément de volume (de)p*dp de la couche in- 

p*dp de cette couche, 


llucncée, puis à intégrer dans toute l’étendue 
nour avoir ta somme demandée 


/ * r 

J\„ Jo 


L*[ sin? J' dp Ç F(r,0, Tjr'drJ 


Elle devient bien identique à (i5 ), en y changeant, au moyen de la formule (<>), 
l’ordre des deux intégrations par rapport à r cl à p, ce qui rend celle-ci effcc- 
tuable. 
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KH* 


c roissemOut de F qui ne serait pas plus rapide que celui de b fond ion ~ > 

le rapport de F(/*) à i ne tendrait pas vers zéro ou, pour /•>* H, se 
maintiendrait supérieur à une certaine quantité finie A : et l’on aurait 



F( /% 0, }/* 3 dr i f 




vs; 


de sorte que In substitution, dans (i4)* de l'infini à la véritable limite 
supérieure R de l’intégration effectuée pur rapport ù f\ ne serait pas 
insignifiante comme l’exige .la nature de la question. 



VINGT-NEUVIÈME LEÇON. 

«I 

RÉDUCTION KT TRANSFORMATION DES INTÉGRALES MULTIPLES ; 
ÉVALUATION APPROXIMATIVE, PAR CHS INTÉGRALES, DES RESTES 
DE CERTAINES SÉRIES, ETC. 


3LJ 4 . — Réduction des intégrales prises dans tout l'intérieur d'une 

surface ou d'un volume à d'autres ne se rapportant qu'aux limites de 

068 étendues, quand une des intégrations s'y effectue immédiatement. 

Lorsqu'une des intégrations indiquées dans une intégrale multiple 
s'effectue immédiatement, comme nous avons vu qu'il arrivait, soit 
pour faire d’une surface plane exprimée par une intégrale double 
ffdædy } soit pour un volume exprimé au moyen d’une intégrale 
triple // fdxdydz, il est évident que la variable par rapport à la¬ 
quelle on fait cette intégration ne reçoit plus, dans le résultat, que 
ses valeurs extrêmes correspondant à choque système ou combinaison 
de valeurs des autres variables. On peut donc dire qu’une telle inté¬ 
grale, ainsi réduite ù un ordre moins élevé, ou dans laquelle disparaît 
un signe /, se transforme en une autre prise aux (imites de (a pre - 
mière, c’est-à-dire telle, que les valeurs simultanées reçues, dans ses 
éléments, par les diverses variables cr, y t ..sont uniquement celles 
qui s’observaient aux limites de l'intégrale proposée. Or, quand celle- 
ci est seulement double ou triple et a, par conséquent, son champ 
d’intégration susceptible d'être figuré au moyen d’une surface ou d’un 
volume, sa valeur, considérée comme une intégrale simple ou double 
ayant elle-même pour champ tout le contour ou toute Taire qui limite 
celte surface ou ce volume, admet une forme remarquable, souvent 
utilisée dans les sciences physico-mathématiques, et qu’il importe de 
connaître. 

Pour la chercher d’abord dans le cas le plus simple, bornons-nous 

à une intégrale double, dont nous écrirons l’élément ■ ■ ^ ■■ dædy , 

afin qu'une des deux intégrations, celle qui doit avoir lieu, par 
exemple, en y t s'y effectue immédiatement. Imaginons que x, y 
y désignent les coordonnées rectangulaires des divers points d*un 
plan xOy, et que /(<r, y) exprime une certaine fonction de ces deux 
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coordonnées, ou fonction de point, recevant de* valeurs parfaitement 
déterminées» finies et continues» aux divers endroits (j‘ lt y) situés dans 
le champ de l'intégrale. Enfin soit AP,Q*Q<,P 0 BÀ le contour, que je 
désignerai par tf, de ce champ *, dont j'appellerai pour abréger, les 
éléments rectangulaires dmdy> tels que MK. Nous savons que l'inté¬ 
grale proposée JJ — dmdy pourra s'écrire,d'une manière plus 

concise, J — dv, et qu’elle exprimera la somme, étendue ù 

Kig. 45. 



tout le champ <r, des produits d'éléments dv de celui-ci, infiniment 
petits en longueur et largeur, mais de formes d'ailleurs arbitraires, 
par les valeurs respectives que prend en un quelconque de leurs points 

rf/( jp 

la fonction • J ; car, comme nous avons eu plusieurs fois l’occa¬ 


sion de l’observer, une telle somme comprendra, de toute manière, les 
mêmes éléments cfa, en bloc ou fragmentés, qui, seulement, se trou¬ 
veront multipliés, dans les divers modes de division, par des valeurs 


de la fonction sous le signe 



un peu différentes, mais pas assez pour 


entraîner, à In limite, aucun écart fini dans les résultats. 

Cela posé, et la division en éléments étant censée faite au moyen 
des deux systèmes de droites, x^const,, y~ const.» parallèles aux 

axes, additionnons d'abord les éléments t ~Jdmây qui se rapportent à 


la portion continue de 1 comprise entre deux ordonnées consécutives 
quelconques pV u „ caractérisées par les abscisses m, m H- dm , et 
deux arcs élémentaires du contour, P,Q t , P<,Q 0 . Dans toute celle 
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étendue, x f dx sont constants, et y croît depuis l'ordonnée pP u , que 
j'appellerai / 0> jusqu'à l'ordonnée pï* u que j'appellerai y t . La somme 
sera donc 


( 18 ) dx J* <ty - dx \f{x,yj\*m 


*=f(x,Xi)dx —f(x, y„)dx. 


Or concevons qu'on tire, aux divers points du contour, en P y et P t 
par exemple, la normale P 0 N„ ou PjNj à ce contour, en (amenant 
vers l'extérieur du champ * d*intégration : nous la dési gnerons, d'une 
manière générale, par n . Au point P 0 , correspondant à la limite infé¬ 
rieure, celle normale fera évidemment un angle obtus avec la parallèle 
PoPj aux y positifs, car elle s'y dirigera du côté des y négatifs oîi ne 
s'étend pas le champ,? : au contraire, en P t , point où le champ est 
borné dans le sens des / positifs, la normale extérieure n fera un angle 
aigu avec la même parallèle P Q P t prolongée. 

Nous représenterons par cos (n t y) le cosinus, négatif dans le pre¬ 
mier cas, positif dans le second, de cet angle de la normale n avec les 
y positifs. Et, comme d'ailleurs l'angle en question est l'égal ou le sup¬ 
plémentaire de celui (ayant ses côtés normaux aux siens) du petit arc 
correspondant P 0 Q„ ou P t Q, avec Ox, c'est par la valeur absolue de 
co$(«, y) qu'on devra, dans chaque cas, multiplier l'arc élémentaire 
limite ds y c'est-à-dire P 0 Q<, ou P, Qj, pour avoir sa projection sur O 
distance mutuelle pq ~dx des deux ordonnées considérées/?P t , r/Qj, 
Si donc nous appelons « t la normale P t N t) n Q la normale P o N 0 , ds l 
l'élément P,Q, du contour, ds 0 l'élément P 0 Q Ol il viendra 

(ly) dx = cos(/i,, y)dsi*=i — cos(n 9t y) ds 9 . 

Portons ces deux valeurs de dx, respectivement, dans les deux termes 
du troisième membre de (j8); et nous aurons, pour ce troisième 
membre, l'expression symétrique 

/(#» Xt ) cos(n,, /) ds x -t- /(a?, y a) cos ( /i 0 , y) ds 0 . 

Donc la somme cherchée f , pour une bande P o Q 0 QjP t , comprise 

entre les éléments P 0 Q 0 et PjQ t , ou ds 9 et ds ly du contour, égale la 
somme des deux valeurs que reçoit sur ces éléments l'expression 
/O* 7 »/) c°s(/i, y)d$. Comme il en serait évidemment de même pour 
les autres parties analogues de l'intégrale proposée, le résultat total 
s'écrira f/(x,y)cos(n ) y)ds. 

La somme / ne s'y présente, il est vrai, que comme concernant les 
éléments ds du contour qui ne sont pas parallèles aux / et qui, par 
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suite, servent de limite inférieure ou supérieure à quelque bande» 
comme P«Q 0 Q,P|, du champ <r : mais on peut rétendre, sans incon¬ 
vénient, aux éléments ds parallèles à Oj* car les termes 

f(*>y)w*{n*y)ds 

ainsi introduits seront annulés par le facteur cos(/<, y), égal à zéro 
quand la normale est perpendiculaire aux y. Ainsi l'intégrale obtenue, 

relative ù tout le contour s , sera ff(x*y)cos(n y y)ds\ et un raison- 

nement déjà bien des fois répété prouve d’ailleurs que celle-ci gar¬ 
dera la meme valeur, de quelque manière que s’y fasse la division du 
contour,y en élémeats infiniment petits ds y ou, encore, quel que soit 
le point (a?, y) de chacun d’eux pour lequel on évalue le facteur 
/(^>j) cos(«,/), fonction déterminée de (<#,/), c’est-à-dire de l’arc s. 

Ivn résumé, si Ton joint à la formule trouvée celle, de même nature, 
que l’on a quand l’intégration immédiatement efTectuable s’opère par 
rapport à x, il vient, pour le cas des intégrales doubles, les deux rela¬ 
tions cherchées 


( .£ ~ <ix ' ) d<t = J cos(/i. a:) f/s, 
1 ' Mi > « 9 * 


Appliquons maintenant le même procédé ù une intégrale triple, dont 
l’élément,pris, par exemple, de la forme -- - 'Z' - ■ dxdyds , se rap¬ 


porte a tous les parallélépipèdes rectangles infinitésimaux dccdydz 
d’un volume donné, que j’appellerai tu, et que limitera une surfuce dé¬ 
signée par <t : cette intégrale, oà l’intégration en z est immédiatement 
efTectuable, pourra aussi, pour des raisons maintenant bien connues, 

s’écrire f — (2 ’ s) dm > les différentielles dm du champ xs d’inté- 

gration étant des volumes infiniment petits en tous sens et de formes 
quelconques. KéduUons-les, comme il est permis de le faire, à celles, 
d expression dxdydz y que donnent les trois systèmes de plans 
x rrr consl.» y ’zn const., z “■ const. ; et faisons la somme de tous les 


éléments ^dxdyds se rapportant ù un même filet prismatique con¬ 
tinu, de section dxdy et parallèle aux s, terminé inférieurement 
et supérieurement à deux éléments dv t de la surface limite du 
volume. Si a 0 , 5 t sont les valeurs extrêmes correspondantes de z y il 
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viendra 

u») dxdy jf — dz ~* t )dxdy~ /(a?, y» *„)<&?<*/. 

Or d«x<>, df*t se projettent ( p. 127 ) suc le plan des xy sous les mêmes 
angles que s’ils étaient situés sur les plans tangents menés a la sur* 
face 7 en (,x % y t z^) ou en $ 1 ), angles égaux ou supplémentaires 
à ceux, que nous appellerons en générai (/*, v), de la normale menée 
a 7 extérieurement , aux mêmes endroits, avec Taxe des z positifs, et 
dont l’un, en (æ,^, 5 ,), est évidemment aigu, tandis que le second, 
en (a*,/, j 3 0 ), est obtus. La projection commune dxdy, essentiellement 
positive, de d * 0 et de di x sur le plan des xj\ admet donc la double 
expression cos(/i„î)d7, et ~cos(/i 0 , ce qui permet do don¬ 

ner au second membre de (ai) la forme symétrique 


/<r, y , 5 j )cos( «,, 5) cfcj /(#, /, z* ) cos( « 0 » * ) <é»o. 

On raisonnera de même pour tous les autres (itels rectangulaires, 
parallèles aux z, qui composent le champ w de l'intégrale triple; et 

celle-ci deviendra finalement [/{#*?> z)eQs{n,z)dv i la somme f 

s'étendant à tous les éléments dz de la surface limite. L’on peut y 
comprendre, en effet, ceux qui, parallèles aux z y ne serviraient pas 
d’extrémité à des filets; car il s y annulerait le facteur cos(/*, z) qui 
est, comme/(Æ,y,;), une certaine fonction de x,y,z y du moins sur 
toute l'étendue de 7 . 

Donc, en joignant à la formule ainsi obtenue les deux pareilles 
qu’on aurait si l’intégration immédiatement eHècluable était relative 
aux variables x ou y y ü viendra 


(a* \ 



eo*(«, x) d 7 , 

COS(rt,/;rf7, 
COS^/I, z)d 7. 


314 *. — De la transformation des intégrales multiples : méthode ana¬ 
lytique, exposée sur un exemple, et interprétée géométriquement. 

Quand il y a lieu de substituer, è la variable x d’intégration d’une 

r b 

f(x)dx> une autre variable, t, liée a # par 
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une relation continue ot que l'on a eu soin de prendre des 

limites assez peu éloignées pour que t varie sans cesse dans un même 
sens pendant que x va de a à b, la transformation ne présente aucune 
difficulté. Un effet, chaque élément f(x)dx devient 
et la somme de tous les éléments pareils, obtenus en faisant changer 
graduellement t depuis la valeur, l 0 , qui correspond ù x ot jusqu'à la 

j s*t\ 

f /[<?(*)] Mais 

la question devient plus complexe quand l'intégrale proposée est mul¬ 
tiple, et qu'il s’agit d'y remplacer les variables d’intégration, x y y t .,., 
par d’autres dont plusieurs entrent ù la fois dans l'expression de x y ou 
de y } etc. 

Pour faire comprendre, de la manière la moins abstraite possible, 
comment se résoudra ce problème, je traiterai directement un exemple 
simple, qui! est d'ailleurs nécessaire de connaître, et qui, tout en 
fixant les idées, nous éclairera suffisamment sur la marche générale a 
suivre. 


Soit une intégrale double de la forme j dx f f(x y y)dy t oii h 

*/q 4/0 

fonction sous le signe /, f(x t y) t est supposée tendre assez vite 
vers zéro, quand x ou y grandissent, pour que tous les éléments 
/(^y)dxdy correspondant aux valeurs très élevées de x et de y 
aient, entre des limites quelconques ou sur des étendues quelconques, 
une somme insignifiante; ce qui assure évidemment » l’intégrale une 
valeur finie bien déterminée. On l’écrit encore, d’une manière un peu 

plus brève, j j f{x y y)dxdy* Proposons-nous dy faire figurer, au 

lieu de x et y, deux nouvelles variables, /• et 0, liées à a* et à y par 
les deux relations a?r=/*cosO, j'—rsinO, ou, en d'autres termes, de 
substituer des coordonnées polaires /• et 0 à x et à y t considérées 
comme des coordonnées rectangles dans le plan xOy (p. y5*). 

. On voit que chaque élément de l'intégrale, f(x,y)dxdy y s'obtient 
en multipliant l'aire, dxdy t d'un rectangle élémentaire M NN f M' du 
plan, par Ja valeur f{x, y) de la fonction en un point de ce rectangle, 
point pour lequel on choisit, d'ordinaire, son premier sommet, M, 
c'est-à-dire son sommet ayant les coordonnées les plus petites, x y y , 
Et l'intégrale entière, où x et y croissent de zéro à l'infini, est la 

somme, J ' f{x y y)dv, des produits pareils dans tout le champ a con¬ 
stitué par l'angle xOy des coordonnées positives* 

Procédons ù la transformation. Dans la question proposée, il s'a- 
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&U» on premier lieu, d’intégrer, depuis/ « ojusqu’à/moo, l'expres¬ 
sion/(#, /) dxdy, sans faire varier ni ni dæ> Gomme il faut évi- 
dominent, pour ne rien compliquer, remplacer/ par une expression 
oii il n’y ait qu’M#e seule variable qui change, nous exprimerons y en 
fonction d’une des nouvelles coordonnées, 0 par exemple, et des va~ 
f iables qui ne changent pas actuellement, c’est-à-dire de x. Donc il 
faudra, des deux équations données oc = rcosO, y =2 r sinO, tirer/en 
fonction de x et de 6, ce qui donne /ma? tangO $ puis, x conservant 

sn valeur actuelle positive et dy étant ainsi égal à xd tangO -■ , 

cos* U 

on fera croître ^ et, par suite, tangO, de zéro à », ou 0 de zéro à 

•J! 

La somme à évaluer deviendra 

<a3) X. 

11 est aisé d’interpréter géométriquement cette expression, où </0 
désigne l’accroissement, MOM # , éprouvé par 0 le long de MW=dy, 
Pendant que, d’un bout à L’autre de l’ordonnée m M prolongée, / gran- 
dit de zéro à l’infini, il y a ainsi, successivement, une infinité de valeurs 
de 0 qui se présentent, et chacune d’elles caractérise un rayon vec- 

Fig. 46. 



leur, tel que OM ou OM', dont l’équation est 0 m const. Or on voit 
que deux rayons vecteurs consécutifs, OMQ et OM'Q', interceptent 
entre les deux ordonnées fixes indéfinies /mM, /iN, d’abscisses x et 
x + dx } des surfaces élémentaires MM'Q'Q, assimilables à des paral¬ 
lélogrammes équivalents aux rectangles primitifs MM'jYIN , comme 
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ayant avec eux un côté MM' = dy commun et le côté opposé, QQ' ou 
i\M # , su»* une même parallèle au premier. Et chacune de ces petites 
surfaces se trouve d'ailleurs parfaitement définie au moyen des quatre 
quantités x } 0, dx> tfO, c’est-à-dire au moyen des paramètres x, 0* 
x -J- dx y 0 -r </0, caractérisant ses quatre côtés. 

Ainsi, maintenant que les variables sont x et 0 , au lieu de x et/, 
l'élément naturel du champ de l'intégrale n'est plus précisément le rec¬ 
tangle, dxdy, limité par des côtés ayant leurs équations de la forme 

const., / cr const., mais la figure exprimée par ou d'aire 

égaie, dont les côtés MM', QQ', MQ, M'Q' sont représentés par les 
équations analogues a*-:const., Or”const. La somme obtenue (« 3 ) 
correspond toujours a la surface totale de la bande élémentaire de 
largeur dx, comprise entre les deux ordonnées indéfinies /«M' f /iQ' : 
seulement, cette bande se trouve divisée en parallélogrammes élémen¬ 
taires dont les côtés non para!Jèlesaux/s*orientenUous vers l’origine O. 

Et comme, d’ailleurs, l'intégration par rapport à 0, effectuée entre 

0 -- o et 0 ^ ~ > donne le même résultat quels que soient les inter¬ 
valles {/O, égaux ou inégaux, pourvu qu’ils restent infiniment petits, 
on pourra les supposer les memes dans toutes les bandes élémentaires 
parallèles aux/, afin que les rayons vecteursOQ,OQ',... déjà tracés 
pour diviser la bande mu Q'M' en parallélogrammes élémentaires, 
remplissent aussi le même rôle dans toutes les autres. 

Reprenons actuellement la transformation analytique de l’intégrale, 
devenue, d’après (a 3 ), 


L l, 


et oü il nous reste à remplacer l’ancienne variable x par la nouvelle, non 
encore introduite, /*. Or, pour éliminer x, nous n’aurons qu’à procéder 
comme nous l’avons fait pour éliminer /. Nous supposerons, par con¬ 
séquent, qu’on effectue d’abord l’intégration par rapport à x, dans 
laquelle on ne fait pas varier 0, ni ; ce qui reviendra à grouper en¬ 
semble les parallélogrammes MQQ'iU' compris, non plus entre deux 
ordonnées wM' t /iQ', mais entre deux rayons vecteurs OQ, OQ' 
d’azimuts 0,6 •+- </0, parallélogrammes remplissant l’espace QOQ', de 
longueur indéfinie. Donc, dans la valeur de x t qui est r cosO, 0, com¬ 
pris entre zéro et ne changera pas, et il viendra 


dx — (cosO)fifr, x dx = (cos*0)r<//\ 
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De plus, /• croissant, comme x t de zéro i\ l'infini, les éléments dé l'in¬ 
tégrale, pour ta bande angulaire QGQ', auront la valeur totale 


L /(rCÜ5 ' 1, / ' cos ' 1 tung0j “ÏSrf^ 


J /*/-# 

f /( /• cos 0, /• sin 0 ) /• dr </0 4 

/•-O 

11 n'v aura ensuite qu'à eflectuer l'intégration par rapport à 0, de 
zéro à c’est-é-dire la sommation pour toutes les bandes angulaires 
comprises dans l’angle xüy\ ce qui donnera la formule cherchée, 


If f(#*y)dx dy r= f </0 f /(rcosO, rsin6)r<//% 

— n */ 0 


Interprétons encore géométriquement notre dernière transformation, 
de *r en r, comme nous avons fait plus haut celle de y en 0, Si nous 
observons que, pour 0 constant, mais pour x croissant de mn dx } 
l'augmentation dr du rayon vecteur est celle, MQ, éprouvée par OM, 
et que, en outre, le produit rc/Q vaut Tare élémentaire MP, de rayon /*, 
décrit, avec rorigine comme centre, entre les deux côtés de l’angle 
QOQ' c/0, nous reconnaîtrons que la nouvelle expression r drdO ou 

/‘c/0c//‘, trouvée pour l’aire n’est autre que le produit 

(MP,h v MQ), c’est-à-dire, sauf erreur négligeable, la surface MQP'P 
comprise entre les deux rayons vecteurs OQ, ÜQ' et les deux arcs MP, 
QP' des cercles qui ont Jes rayons vecteurs constants r, ;• n- dr, ou 
dont les équations sont de la forme r ~i const. I! est évident, en effet, 
que le parallélogramme MQQ'M' et le rectangle MQP'P sont équiva¬ 
lents, puisqu’ils ont base commune MQ, et les côtés opposés M'Q', 
PP' sur une meme droite, sensiblement parallèle à celte base. 

Ainsi, Veffet de chaque transformation est de substituer, au pré¬ 
cèdent élément du champ d'intégration , un élément équivalent , 
mais exprimé en fonction de la nouvelle variable et de sa différen¬ 
tielle, ou, ce qui revient au même, borné par deux nouvelles limites 
dont les équations s'obtiennent en égalant à deux constantes infi¬ 
niment voisines la nouvelle variable, au lieu des deux limites ana¬ 
logues relatives à Vancienne variable éliminée : quant auæ autres 
limites, qui correspondent aux anciennes variables conservées. 
elles y subsistent et s*y trouvent employées dans tout l'espace com- 
11. — U. Partie complementaire, 7 
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pris entre leurs intersections les unes par les autres ou par les nou¬ 
velles. 

Oa sait d'ailleurs que, dans chaque espace angulaire tel que QOQ\ 
l’intégrale aura la mémo valeur totale quelles que soient tes valeurs 
successives, OM, OQ, ... de /*, pourvu qu'elles se suivent ù des in¬ 
tervalles infiniment petits. On prendra donc ces valeurs pareilles dans 
tous les espaces angulaires, afin que les mômes cercles, décrits autour 
de l'origine comme centre, servent pour tous, et qu ‘011 puisse ainsi, 
a volonté, grouper les éléments, soit en handes angulaires comme 
celles que i ’011 a considérées, soit en bandes annulaires comprises 
entre deux cercles concentriques successifs ayant les rayons r et 
/- dr. 

11 suffira évidemment de suivre pas à pas la même marche, pour 
introduire, de proche en proche, dans une intégrale multiple quel¬ 
conque, de nouvelles variables d'intégration, liées d’une manière dé¬ 
terminée à celles qui y figurent. 

315*. — Même transformation, opérée d'une manière purement géomé¬ 
trique, quand le champ d'intégration est fîgurable par une surface ou 
un volume; exemples. 

On voit que les deux formes (?4) l’intégrale J ,/(#, y)d* au¬ 
raient pu être posées tout de suite, géométriquement, en décompo¬ 
sant l’espace xOy (p. q5*), d'une part, en rectangles rectilignes 
(h -r-. d.r dy t comme MXX'M'» par le double système des droites 
as = coiisl., y const., d’autre part, en rectangles mixtilignes 
(h~:r rdbdry comme PMQ1 1 ', par un système de droites (rayons vec¬ 
teurs ) 0 rr const., et par le système de cercles concentriques/‘--const.; 
puis en groupant, dans chaque cas, les éléments d’intégrale dont le 
champ dxdy ou rdhdr forme des bandes élémentaires comprises 
entre lignes d’une même famille. Seulement, cette méthode, pour 



passage de l’une des formes ù l’autre; ce que fait la méthode analy¬ 
tique beaucoup plus longue. 

Mais, ayant maintenant une idée nette de la marche a suivre pour 
déduire l’une de l'autre deux formes différentes d’une intégrale mul¬ 
tiple, il nous suffira désormais, dans les exemples qui se présenteront, 
d’employer la voie géométrique, plus intuitive, qui, il est vrai, ne 
pourrait pas embrasser plus de trois intégrations à transformer si¬ 
multanément; car le champ y est supposé fîgurable ou par une sur¬ 
face, ou par un volume, Celte méthode géométrique consiste donc à 
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prendre directement, pour élément du champ de l'intégrale, nu es¬ 
pace infiniment petit en tous sens sur les diverses limites duquel une 
des variables d'intégration données reste constante) espace qui est 
sensiblement un parallélogramme dans le cas d'une intégrale double 
et un parallélépipède dans celui d'une intégrale triple. 

l^r exemple, s'il s'agit d’une intégrale triple////(a*, y } z)dxdydz f 
ù étudier nu moyeu de coordonnées polaires /*, 0, 7 liées aux coor* 
données rectilignes rectangles æ y y t z par les relations 


( u j ) r cosÿ eosO» y ~ /*co*ç sin0, z « /• sin 7, 

J élément do volume dxdydz deviendra le parallélépipède mixti ligne 
MIvFG ( p. 8a*) du n° 308 *, dont les six faces sont caractérisées respec¬ 
tivement par les valeurs /*, v + dr, 0, 0 -w/0, 7, 7 — (h des nouvelles 
variables, et dont Texpressiou (ME)(MK) (MG) n'est autre (p. GO*) 
que dr(r cos'f cfà)(r dv) ~ / ,2 cos7 f/Qrfo dt\ On aura donc 


rxi>) i Mff(*’y>*)d*dy<k 

l “////(/* ooswcosO, /’cosÿ stiiO, rsin7)r ï cos7</0d9 dr y 


les limites devant, dans chaque membre, être fixées de manière que 
les intégrations s'étendent bien ù tout Kespace ta, ù trois dimensions, 
assigné commec/m//i/>, ou de manière que les deux membres expriment 

la meme somme limite ( f(x } y t z)dm f soumise a deux modes difle- 

dta 


renls de décomposition. 

Soit encore (comme dernier exemple général), étant donnée une 
intégrale double / ff(x,y) dx dy prise entre des limites quelconques 
sur un plan rapporté à deux axes rectangulaires des x et des/(p. 100’), 
à y rem placer les variables y par deux autres //, c, définies au 
moyen de deux certaines équations x u), y ~ ( u } c), et 

telles, que les courbes de chacune des deux familles «l;: const., 
<’ : - const. se trouvent simplement juxtaposées (sans croisement) sur 
tout le champ d'intégration, avec paramètre // ou v croissant de l’une 
à l'autre. Supposons queÀB, À'B', À*B", ... soient ainsi des courbes 
successives de la famille 1»-1-const., et CD, C'D', C"D*, ... des 
courbes successives de la famille u -^~ const. Les parallélogrammes 
élémentaires, comme MEGF, qu’elles forment en s'intersectant dans 
les deux familles, auront deux côtés, ME, KG, empruntés aux courbes 
const., et correspondant à un accroissement infiniment petit du 
éprouvé par la valeur du paramètre u entre C'D' et C 7 D", tandis que 
leurs deux autres côtés MF, EG appartiendront aux courbes u rr: const., 
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et seront corrélatifs do mémo à un accroissement élémentaire dv de 
la valeur de v entre À'B' et À^B". 

Si donc nous appelons, pour abréger, ds l'élément MH d'arc, 

Fis. ',7. 


0 



às* I élément analogue MF, dx et dy les projections du premier ME 
sur les axes, àx, dy ccdles du second MF, enfin 0 l'angle de ME avec 
Ox, compté positivement en tournant autour de M, dans le sens de Qx 
vers O/, à partir d’une parallèle à Ox, et 0' Y azimut analogue de MF, 
il viendra évidemment 

( dr ou dscosd^ jfcdu. dy ou ^ f y du, 

,t7) \ 2 1 

[ <br ou <VeosO~ -y-f/r. Or ou dy'smO' — dv. 

\ «v dv 

Enfin, supposons qu'en attribuant aux nouvelles variables les deux 
désignations respectives a et i>, on l'ait fait de manière que les cotés 
ME, MF (ou i>i -const., a —iconst.) émanés du point quelconque M 
se trouvent relativement disposés, au point de vue de leurs azimuts 0 
et 0', dans le même ordre que Ox et 0/ (dont les équations analogues 
sonto consi,, x 1 ..o -- consi, 1 , c'est-à-dire de manière que lu 

différence 0'-—0 tombe, comme celle, > des azimuts de Ov et 0*r. 

u v 1 

entre zéro et n (à un multiple près de 2 r). Le sinus de 0’ — 0 sera dès 

lors positif et constituera la valeur absolue de sinEMF, 

Cela posé, Je parallélogramme MEGF, élément naturel dt daire 

dans le système des coordonnées curvilignes u et r, a pour surface 

\ME)(MF)(sinEMF), ou bien 

ds Os 'sin (0 f — 0 ) : ds às ( sin0' cos0 — eos V sin0) 

— c</jrcos0)( > «te'sinQ'j — [ds siuO )(<)$' cos0'). 
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Or remplaçons, dans b dernier membre, /itcosQ, chVinÛ', ... par 
leurs valeurs (a;), et noua aurons 


< îi8 ) 


(h~ 


tdx dy _ rb (Iÿ \ 

\du dv ~~ dv du) 


du dv. 


Donc la formule de transformation cherchée, pour passer des varia¬ 
bles x, y aux variables//, r, liées à x et à y par les deux équations 
x “ i»), y $(«, r)» sera 

<* 9 ) ff Aw*+-ffAi<'.'W«'n(£ ÿv~È 7iï) elutlv ‘ 


U va sans dire que, dans le second membre, le groupement des élé¬ 
ments se fera, par exemple, en ajoutant ceux qui correspondent aux 
mêmes valeurs de // et de du ou dont le champ total est une bande 
comme C'D'D y C", le long de laquelle v seul varie; puis l’intégration 
du résultat par rapport à // donnera la somme cherchée. 

Cette formule (29) comprend bien comme cas particulier celle qui 
sert à passer des coordonnées rectangles x, v, dans leplnn, ù des coor¬ 
données polaires /•, 0; car il suffit de prendre x //cos<>, y // sinr 
(// et v n’étant, par conséquent, autres que r et 0), pour que le second 
membre de (28) devienne 

[cosviu cosr) — 1 --wsinv)sinv]rf//rft> = ududv t 


c’est-à-dire rdrcto, comme on l’avait trouvé. 

En terminant, montrons par une application très simple de la for¬ 
mule (a4) Cp* 97*1 rutilité de ces sortes de transformations d’intégrales 
multiples, pour rendre parfois aisément intégrables en termes finis des 
expressions qui, sous leur première forme, ne i’uuraient été par aucun 
des procédés connus. Cette application concernera la somme, d’éléments 


tous positifs, j j e-^'^dxdy, que nous retrouverons bientôt 
dans l’étude d’une intégrale simple appelée intégrale de Poisson . Sa 
valeur limitesera, comme nous l'admettons pour j f* f{x>y)dædy, 


finie quel que soit le contour du champ dans sa partie s’éloignant à 
l’infini de l’origine, si elle est trouvée telle pour le mode de groupement 
des éléments qui correspond aux variables r, 0; car on sait (t. I, 
P* 7> 3 °) que toute somme d’une infinité do termes, pourvue d’une li¬ 
mite dans un mode de groupement des termes, tend encore vers la 
même limite après changement arbitraire de ce mode, quand tous les 
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termes sont de même signe* 11 faut donc ici prendre, dans (s.'t), 
/O f ‘>jr) - ce qui, d’après le second membre de cette for¬ 

mule, donne à 1 expression proposée lu forme, en coordonnées po¬ 
laires, f t/b T e- r * rdt\ Or, grâce au facteur /'placé sous le second 

t/0 t/0 * 

signe J, facteur qui est lu demi-derivee de on peut poser a 
et transformer la différentielle er*rdr en celle-ci, bien plus simple, 

ou 1 exposant de c~ l n'est plus un carré; ce qui la rend im¬ 
médiatement intégrable. En observant d’ailleurs que u ou /•* croit de 
zéro ù rinfuû en même temps que /‘, il vient successivement 

* H * 

i f‘d0 f <y-«du~'-C d U( —e-«)“ = i 
‘ *- 0 a*/y 4 

L'intégrale double proposée a donc la valeur finie 

4 

310*. — Calcul approché des restes de séries doubles, triples, etc., 
par des intégrales d'un pareil ordre de multiplicité. 

On appelle série double une série (convergente) dont chaque terme 
est lui-même constitué par une série et remplacé par la suite des 
propres termes de celle-ci. En supposant que, s'il y a des termes de 
signes divers, on ait pu les combiner en nombre fini, soit deux à 
deux, ou trois à trois, etc., de manière à ne laisser subsister en défi¬ 
nitive,comme nous l’avons admis dans le cas des séries simples (p.oo*). 
que des termes tous de même signe, positifs par exemple, ceux-ci, 
ayant leur somme absolue totale finie, garderont évidemment cette 
somme limite de quelque façon qu'on les dispose; et î) sera naturel 
de les grouper d’après leur ordre de grandeur décroissante, chaque 
• groupe ne contenant que des termes comparables entre eux, dont le 
nombre augmentera à mesure que leur petitesse commune deviendra 
plus grande ou l'ordre du groupe plus élevé. 

Or, si l'on divise un plan, par deux ou trois systèmes de droites pa¬ 
rallèles, en compartiments égaux, soit carrés ou rectangulaires, soit 
même, suivant les cas, triangulaires ou hexagonaux réguliers, puis 
qu'on inscrive le terme principal, constituant le premier groupe, au 
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centre de gravité d'un premier compartiment donné, les termes du se¬ 
cond groupe» rangés convenablement, aux centres analogues respec¬ 
tifs de compartiments contigus au premier ou les uns aux autres» et 
formant tout ou partie d’une zone concentrique au compartiment pri¬ 
mitif» de mémo ceux du troisième groupe, encore suivant un certain 
ordre» dans une pareille bande de compartiments contigus entourant 
la précédente, et ainsi de suite, toujours à raison d’un terme par com¬ 
partiment» il arrivera souvent î i°que tous les termes se trouveront» 
de la sorte, grâce ù un choix approprié du mode de division du plan, 
inscrits ù côtédcceUx que l’analogie de leurs expressions, non moins 
que leurs valeurs, en rapprochent naturellement, et ù des distances 
/•du centre du compartiment primitif sensiblement égales pour tous 
les termes d’un meme ordre de petitesse; 2° que l'ensemble des com¬ 
partiments ainsi consacrés aux divers termes de la série double cou¬ 
vrira sur le plan un espace infini en longueur et largeur, dont les 
•zones très éloignées du compartiment primitif ne contiendront que 
des termes ayant leur somme totale, jusqu’aux distances r infinies, 
évanouissante. 

Cela posé, rapportons le plan à deux axes rectangulaires des x et 
des j* se croisant au centre du premier compartiment et, de plus, pour 
simplifier autant que possible les formules, adoptons une unité de 
longueur telle» que la surface de chaque compartiment égale i* Les 
divers termes de la série pourront être évidemment distingués les 
uns des autres au moyen des coordonnées æ y y du point où l’on aura 
inscrit chacun d’eux; et H sera naturel de les regarder comme tout 
autant de valeurs d'une fonction /(«**, y) de ces paramètres. Cette 
fonction /(.r, y), au moyeu de laquelle on écrira la série, d'une ma¬ 
nière abrégée, SE/(.c, 4 y), ne se trouvera, il est vrai, déterminée de 
la sorte que pour les couples de valeurs de x et de y répondant aux 
centres des compartiments. Mais elle admettra» dans les cas les plus 
intéressants, auxquels nous nous bornerôns, une expression analytique 
continue, ne variQüt,aux distances r de l'origine suffisamment grandes, 
que de fractions très faibles de leurs valeurs entre les centres de com¬ 
partiments voisins et, à plus forte raison, entre un tel centre (tf, y) 
et tout point (.r4-«,y + i') du même compartiment* Alors nous 
pourrons, dans l’étendue restreinte de celui-ci» développer la fonction 
très graduellement variable/(#*+* «, y -4- «») par la série de Taylor, 
suivant les puissances des accroissements relativement petits //, c, qui 
sont les coordonnées locales des divers points du compartiment par 
rapport à des axes ayant les directions de ceux des x cldes r, mais se 
croisant en son centre (x t y) t Et il viendra, avec une approximation 
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généralement très grande si r est considérable} 


(30 


f(x~u t y + v) 


* tr ■ \ ( tf * / d\f 9 d* f d*f t \ 

( “ A». / ) ■+ ^ «+ t r v + à ( a£ " ’ u * s* ÿ w J - 53 v v • 


Or cette formule, où le trinôme final entre parenthèses sera très petit 
devant y (ar, % y), rend facile une sorte de répartition continue* presque 
exacte, sur tout te compartiment, de la valeur/(,**,/) du terme qui en 
occupe le centre (.r, r), de même qu'une formule pareille, dans le 
cas d'une série simple dont le ternie général était/(/*), nous a (p. 5 i*) 

fait remplacer/(/*)» pour évaluer approximativement le reste de la 

1 

série, par l'intégrale J ^/( n 4* u ) du . C'était bien opérer une substi- 

tution analogue; car, si l'on se représente les terines/(«),/(« 4-1), 
f{n — a), ... de la série, écrits, le long d’un axe des ,r, aux points 
équidistants dont les abscisses ,r sont n , /H-1, /h- 2 , .... ou au 
milieu de divisions, égales à l'unité, ayant pour limites respectives 


1 . 

/?-et n 4- -» n 

x « 


1 3 

■- et n 4 - 7 ♦ ..., le remplacement de chaque 

^ JL 


terme par une intégrale ff(x)da: s’étendant à toute la division cor¬ 
respondante revient à répartir graduellement sa valeur d'un bout à 
l'autre de celte division. 

Ainsi, nous décomposerons le compartiment considéré, dont l’aire 
v égale 1, en éléments rh t comme du dv par exemple, avant leurs situa¬ 
tions définies par les coordonnées locales //, v relatives au centre 
et, après avoir multqdié par di l’expression ( 3 i) de/(.r 4 - «,/ 4 - t»), 

nous ferons la somme / des résultats pour toute l'étendue «:•: t du 

compartiment. Les deux termes J * J*vde seront nuis, 

d'après la définition même du centre de gravité du compartiment, en 
vertu de laquelle les deux produits respectifs, par f di ou 1, des va¬ 
leurs nulles de «, (» qui lui correspondent, égalent les sommes f udv 

dis 

et / vefar. D'ailleurs, pour abréger, nous appellerons A, B, C les 

dij 

trois quantités 
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évidemment les mômes pour tous les compartiments; et il viendra, en 

écrivant simplement/ pour la valeur f(& -h </,y -4* t>) de la fonction 
/sur l'élément» 


(33) 


ffih «/(*,/) + 


a \ 


<(*/ 

i/vF (// 


rf*/\ 

<«W * 


On pourra donc substituer, au terme /(.r,y) de la série, l'inté¬ 
grale J*J (h prise dans l'intérieur du compartiment consacré u ce 

terme, avec une erreur absolue par excès exprimée très sensiblement 

l ,ar 5 ( A 2 + 2 B £dy + C ÿî) ■ 

Pour fixer les idées sur le degré de petitesse de celle erreur, bor¬ 
nons-nous au cas, le plus simple, de compartiments carrés, avant leurs 
côtés, de longueur i, parallèles aux axes et, par suite, leurs centres 
définis par des coordonnées égales aux divers nombres entiers, posi¬ 
tifs ou négatifs. Les formules ( 3a) de À, B, C seront, respectivement, 

i t 

/>/, («*, «t», intégrales qui s'obtiennent sans difficulté 

~ i ~~ï 

et valent o, Le dernier terme, triple,de (33) se réduit donc alors 

. \ (d*f d*f\ 4 y) , , 

u ^ + iji ij ou a — u r J — > et l erreur relative, par erces, 

commise en substituant « f(~c,y) l'intégrale f fdt,esl, à fieu près, 

3 4/U‘v?*) 1 va ^ eui com P renaïl1 bien celle, que nous avions 

trouvée (p. 5i*) pour le cas particulier où /(#,y) devient simple¬ 
ment/(jrM ~/(/i) ( 1 )* 

Cette expression ou celle, plus générale, que donne le quotient par 


(*) A part le coefficient numérique celte formule de l'erreur relative sub¬ 
siste dans le cas de compartiments non plus carrés» mais triangulaires équilaté¬ 
raux ou hexagonaux réguliers, c'est-à-dire ayant une forme possible quelconque 
de polygone régulier; car on obtient» pour tous ces cas, H « o et C t.: A, soit en 
invoquant la théorie de mécanique rationnelle relative aux moments d’inertie, 
et observant que A, C sont les moments d’inertie de la surface o par rapport aux 
deux axes des v et des «, soit, ce qui revient au même ici, en cfleclount une ro¬ 
tation des axes des u et des v égale à l'angle au centre (toujours inférieur û z) 
du polygone régulier, de manière à retrouver avec les nouveaux axes les mêmes 
valeurs de A, H, C qu'avec les premiers, et en exprimant les anciennes coordonnées 
et intégrales «, A, B, C en fonction des nouvelles. 
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/du dernier terme (trinôme) de (33), tend d’ordinaire vers zéro 
quand on considère des compartiments do plus en plus éloignés de 
l'origine; car, si nous supposons la grandeur des termes exactement 
pareille à même distance r de l'origine, du /(#, r) de In'forme <$(/*), 

et tendant vers une expression monôme quand r croit, il vient 


(t.I, p.g5 A ) 


hl 

/ 


£</:> + i /</l\ 

y\r) ry{r) 


ou, pour /* très grand, 


<34» 


Aj/ _ m* 

517 “ 547 *’ 


quantité positivequî tend bien sans cesse vers zéro lorsque r augmente. 

Par suite, si Ton décrit autour de l’origine une circonférence d’un 
assez grand rayon H, et que l’on remplace, dans le calcul de la série, 
les petits termes inscrits liors de cette circonférence ou hors d’une 
circonférence peu différente, par l’intégrale /)af? étendue à tout 
l'espace infini que comprennent leurs compartiments, l'erreur relative 
commise sur la somme de tous ces termes, rapport de la somme des 
erreurs absolues commises sur leurs valeurs à la somme de ces valeurs 
mêmes, sera comprise entre la plus grande et la plus petite des valeurs 

èk f * 

correspondantes de ou n atteindra P a8 ~p(* quand on aura 


/(*>/) « yW**-r*) « ?(>*). 


A 


avec tendant assez vite vers — pour r croissant. 


D’ailleurs, si, pour fixer les idées, l’on admet que tous les compar¬ 
timents du plan soient employés, ce rayon H se déterminera, après avoir 
ajouté les X termes de la série (les plus sensibles ou inscrits le 
moins loin de l'origine) que l'on jugera devoir calculer directe¬ 
ment, en prenant le cercle ttH 1 égal à N, c’est-à-dire équivalent 
ù la somme des N compartiments occupés par ces termes, afin que 
l’ensemble des autres compartiments, sur lesquels sc fera l'inté¬ 
gration//(.r,^)*/» —: f £(/•)<&, ait son contour intérieur partout peu 
distant de la circonférence et coupé par celle-ci de manière 
à laisser vide, hors de la circonférence, autant d’espace superficiel 
/tfa qu’il y en aura d'occupé ou dedans. Alors on pourra, en ne faisant 
varier o(/‘) que dans un rapport très faible, remplacer les éléments 
y{r)ch dont le champ <h est intérieur au cercle, par d'autres, 
?(/*i)^ 7 iî d’un champ égal choisi dans l’espace extérieur 

inoccupé par les compartiments, et substituer ainsi, au contour angu~ 
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leux au brisé limitant intérieurement l'espace où doit se faire Tinté- 
gmlion, la circonférence air K elle-même. 

Cela permettra de prendre, comme éléments d'aire ch, des parties de 
couronnes circulaires et même, puisque nousndmetlousque les termes 
de la série s'étendent à des azimuts 0 allant de zéro ù ar, des cou- 

/,0-m 

ronnes complètes / /• dbdr~ vexrdr, de rayon intérieur r et de 

largeur dr . Le terme complémentaire ou reste de la série, c'est-à-dire 
Tcnsembie des termes convertis en intégrale, sera donc sensiblement 

2ît f v{r)rdr, ou bien, eu supposant R assez grand pour qu'on 
••a 

puisse attribuer û <?(/*) su forme limite monôme 


(35) 


) .4 /•"*“ 1 //< — 


I 


ait A 


ait R* A 


u S 


—A) R«-* m — a K w //< — a K"* 

Ou voit par cette formule l'importance du reste ainsi évalué, puis¬ 
qu'il vaut environ (nombre assez grand, comme N) termes de 
Tordre des plus petits directement calculésde la série, qui son ta fort peu 
près Sauf l'altération commise sur l'intégrale. Terreur absolue ,par 

excès . n'atteindra pas le produit du résultat par la limite 

supérieure -^rn de l'erreur relative, produit qui est-> ou 

‘ »4«* 1 1 i i A[tn — a;R m 

ttt | 

environ —-- fois l'un des plus petits termes conservés r—. 

Ce sera là, du reste, Terreur due uniquement à la conversion opé¬ 
rée, en intégrale, du terme complémentaire . Or clic se trouvera 
effectivement réduite de l'erreur, de sens contraire ou par défaut, due 
aux variations des éléments y(r)d t : oii r était un peu moindre que R, 
ces t-à-dire de la forme R — Ç, et que Ton a changés en s- ( /•, ) dV,, avec 
mais avec /•, un peu supérieur à R, c'est-à-dire de la forme 
R -r Ç|. Ces éléments ont donc décrù de [f (11 — S) —«(R -b Çj)]dfe 
ou, sensiblement, de 

Çi)<fr =— ?'( R)(ïrf» + Zid*i . 1 : 

ce qui donne, en tout, l'erreur, par défaut, — s f (R) où l'inté¬ 

grale s'étend à tous les éléments dv de surface compris entre la cir¬ 
conférence ai: R, que j’appellerai, pour abréger, S, et le contour den- 


io8 é 
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en (-ocrant une aire équivalente, de l’ensemble des N compartiments 
les plus voisins du centre. Cet ensemble comprend tous les comparti¬ 
ments qui se trouvent entièrement dans la circonférence S et, en outre, 
un certain nombre de ceux qu’elle coupe. Pur conséquent, la distance 
ï, h lu circonférence S, des éléments ch dont il s’agit, a pour limite 
supérieure la diagonale» \A?, d’un' compartiment; et si» par des nor¬ 
males à S» on divise l’aire qu’interceptent les deux contours, en 
bandes étroites, d'une largeur </S sensiblement uniforme d’un bout à 
l'autre de chacune, tout élément rectangulaire d 7 t~d$d$ de bande 
donnera, dans l’intégrale un terme (</S)ïd>, qui, joint aux 

autres termes analogues pour une même bande, fournira la somme 
partielle (</S) /ÇdÇ, inférieure i\ dS\ en effet, l’intégrale f*dl avant- 
ici ses éléments pris en valeur absolue et ses deux limites, que j’ap¬ 
pellerai Ïq, Ç 4 , toujours contenues dans l'intervalle de zéro à la distance 


maximu ^a» comme on vient de voir» son expression ), même 

le plus souvent réduite u^Ç*, n’atteint, évidemment, jamais l’unité* 
Donc il viendra, pour l’erreur totale par défaut — 
due à 1 ’a/v'o ndissement du contour, une quantité inférieure à 

--auR^K), expressif» qui, pour A, est 

A 

2 r,m j --1 ou environ la valeur de 6 m termes des piu» petits directe¬ 


ment calculés 


jpp Cette erreur par défaut r„ 


.»ouve, comme on voit, 


du même ordre que l’erreur par excès tenant à !a conversion opé»ée du 
reste complémentaire en intégrale; et, par suite, l’exr;e$sion obtenue 
(35) pourra être fort approchée. En conséquence, sou emploi, ou, plus 
généralement, celui d’une formule équivalente de f/di pour toute 
l’étendue des compartiments assez éloignés dont on ne voudra pas 
avoir à part le contenu exact, rendra praticable le calcul de séries 
doubles qu’il serait, autrement, impossible d’utiliser, par suite d’un 
nombre de petits termes, ayant une influence totale sensible» trop 
grand pour en effectuer l’évaluation et la sommation directes (*). 

Le changement approché, en une intégrale ff(*\y)dv y des petits 
termes d’une série double supposés tous positifs eL inscrits 

aux centres de divisions équivalentes d’une étendue plane con- 


(*) On peut voir des applications de cette méthode de calcul, relatives ü l’écou¬ 
lement de Peau que contient un vase prismatique percé d’un petit orifice au mi¬ 
lieu de sa base, dans une Noie de MM. de Saint-Venant et Flamant,insérée en no¬ 
vembre 1-883 aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences (t. XCVil, pp. ioa 7 
et iiooj. 
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tînue », peut servir, comme on Ta vu (p. 53") pour la transformation 
analogue des petits termes d’une série simple £/(.*), ù reconnaître la 
convergence ou la divergence de la série. U est clair, en effet, que la 
somme d'autant de termes que l'on voudra, hors d’un cercle «H* de 
grand rayon décrit autour de l’origine, sera évanouissante pour R 
croissant, ou ne le sera pas, suivant que sa valeur relativement très 
approchée f/de le sera ou ne le sera pus elle-même. Si. par exemple, la 
série s’étend à tout le plan, et qu’on ait f(x, y) -- e (y/i* lÇ~y* ) - o (r ), 
avec tendance de ?(/•) vers la forme A r"* quand r grandit, la formule 
(35) montre que ce reste s’évanouit a la limite, et que la série con¬ 
verge, lorsque la valeur absolue de l’exposant négatif — m dépasse 3 . 
Mais, pour //?:.— a, le second membre de cette formule donnerait le 
reste cherché proportionnel à loga>, c’est-à-dire infini; et la série est 
divergente. Ainsi, tandis qu'il suffisait, pour assurer la convergence, 
d’avoir m > i dans le cas d’une série simple, il faudra m> 2 , ou une 
décroissance des termes plus rapide qu’en raison inverse du carré de 
la distance /* au terme principal, dans le cas d’une série double. 

lîne série triple, de la forme £££/(jr f /, z ), provenant de la décom¬ 
position en une série z) [avec z variable] de chaque terme 

F(<r,.r) d’une série double, pourra parfois encore, après su réduction 
à des éléments tous de signe pareil, positifs par exemple, 5 e construire 
de manière à avoir scs termes de même ordre inscrits à égale distance 

r ..«y/x*- 3 1 de l’origine; et, cela, au moyen d’une division de 
l’espace c* triplement étendu en compartiments équivalents, de vo¬ 
lume 1 , cubiques ou seulement rectangulaires, par trois systèmes de 
plans normaux aux axes des a*, y, 5 . Il sera évidemment possible alors, 
en procédant comme nous l’avons fait pour les séries simples ou doubles, 
de remplacer à très peu près ses petits termes, plus éloignés de l’origine 
que les N principaux que l’on veut évaluer directement, par l’intégrale 
5 ) r/ra, prise dans tout l’espace m s’étendant, par exemple, hors 

dehisplière/’—Rdonlle volume |*R 8 ala valeur N. Si/(#,/,;?) = ^(/) 

et que ^ (/•) tende vers ^ pour/* très grand, on adoptera comme éléments 

de cet espace des couches sphériques ^nr l dr de rayon intérieur /• et 
d'épaisseur dr\ ce qui donnera, pour la valeur approchée du reste, 

.J* f ?(/•)'**<//’, ou bien, R étant assez, grand, 

, » rfr _ 4*A y _ jjrU» A __3N A 

*' /'«-* “ m - 3 II"-» ~ m 3 R« “ ni - - 3 


30; Reste 


El la série ne sera convergente que si m dépasse 3. 
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On conçoit lu possibilité d’une conversion analogue des restes de 
certaines séries en intégrales, même quand ces séries sont plus que 
tripims au point de vue de la multiplicité ou de la variété des termes, 
quoique la Géométrie nous refuse alors pour elles une représentation 
complète. C’est, au fond, un exemple d'une telle réduction, que nous 
u fourni, au n u 3U8* (p. 85*), le calcul des influences ou actions exer¬ 
cées il travers l'unité d’aire d’un élément plan. Aussi, la série y étant 
quadruple, à cause des quatre variables u' r y, z et tt, ou /*, 0, ? et //, 
qu’il fallait y considérer, avons-nous reconnu que, pour la conver¬ 
gence, lu rapidité (quand /‘grandissait) du décroissement des termes, 
c’est-à-dire de l'expression /(/*, 0, y) de l’influence de l’unité de vo¬ 
lume sur l'imité de volume qui y multipliait le produit dx dy dz du t 
devait être non seulement plus grande que dans la loi de la raison 
inverse du cube /■* de la distance (ce qui aurait suffi si l'intégrale 
avait été seulement triple), mais, plus même que dans celle de la rai¬ 
son inverse de la quatrième puissance r*. Et, cependant, les somma¬ 
tions ne s’y étendaient pas, comme dans les cas des séries doubles et 
triples que nous venons d’examiner, à des valeurs allaul pour chaque 
variable y t 5 , « depuis —■ v> jusqu’à -r x, mais seulement à des 
fractions plus ou moins grandes du champ total possible, 

La transformation, en intégrales, des termes assez petits des séries, 
n’est pas moins naturelle, remarquoas-le en terminant, que la dissé¬ 
mination fictive de la matière d’un corps dans tous ses vides intermo¬ 
léculaires, en vue de rendre de même calculables par des intégrales 
sa masse ou diverses sommes s’y rapportant. Toutes ces opérations 
dérivent, en eflet, du grand principe d’unité et du besoin de simpli¬ 
fication, qui nous font introduire, le plus souvent à notre insu, la 
continuité, runiformité même, partout ott c’est possible sans altération 
notable du caractère apparent des objets et des phénomènes. 
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INTÉGRALES DÉFINIES DIVERSES; DIFFICULTÉS QUE PRÉSENTENT IA 
DIFFÉRENTIATION ET LA TRANSFORMATION DE CERTAINES D’ENTRE 
ELLES. 


319*. — Des difficultés que présente la différentiation de certaines 

intégrales définies. 

Le* raisonnements qui ont conduit à la règle de différentiation 

J* 

d'une intégrale définie / f{x t c)dx reposent sur la considération 

des divers éléments /(.r, c)djc> et impliquent, par conséquent, que 
Ion puisse avoir une certaine vue directe de leur ensemble; ils sup¬ 
posent donc, spécialement, des limites a t b bien déterminées et une 
fonction sous le signe/,/(.r, <•), finie tant ù ces deux limites que 
dans leur intervalle. Or admettons, au contraire, que a, b soient in¬ 
finis ou, encore, quo/(;r t e) devienne infinie aux limites a, b données. 

Nous savons qu’alors l’expression J /( x, e) d.e, dépourvue, par elle- 

même, do loule signification précise, est néanmoins susceptible, grâce 
au principe de continuité, de représenter une quantité finie et parfai¬ 
tement déterminée si l’intégrale f /<x, c)dx t à limites a, ? variables, 

‘■'oe 

tend vers celte quantité quand *, p y grandissent en valeur absolue 
ou y tendent vers a et b. La règle de différentiation applicable à 

f c î dx s ’ ilondra donc à sa f /('“•- «)<** , pourvu que 
la différence, constamment évanouissante pour toutes les valeurscon- 
sidérées de c, par laquelle I /(&, c)dx se distingue de sa limite 

b *"* 

f /(**■> c) dx y varie graduellement , c’est-à-dire ne présente pas, 

quand on y fait changer c, des accroissements et des décroissements 
successifs assez rapprochés pour empêcher sa dérivée de tendre vers 
zéro en même temps qu’elle. 
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Eu conséquence, cette extension de la règle ordinaire à / /( a*, c)</a* 

/1 

sera légitime, dès que, parmi toutes les manières possibles de faire 
varier, en fonction de c, les limites a et p supposées constamment ou 
aussi grandes qu'on le voudra en voleur absolue, ou infiniment voi¬ 
sines de a et b, il y en aura une laissant subsister, mémo à la limite, 
la graduelle variation de la fonction ; ce dont on s'assurera en consta¬ 
tant si la dérivée obtenue reste bien une intégrale finie et déterminée 
quand on y pose finalement « a et jïCar, lorsqu'une fonction 

de c*, f /(a*, c)dx, par exemple, est définie comme la limite coin- 

J p? 

I /(#, c) du:, dont les unes sont affectées 
a 

d'inégalités de plus en plus courtes nuisant (quoique évanouissantes) 
à runifonnite de variation de ces fonctions, tandis que d'autres ont 
une marche plus graduelle, on doit, en vertu des principes de sim¬ 
plicité et de continuité , la réputer la limite de celles-ci et non des 
premières dès qu'il s'agit d'étudier son mode de variation. Si même 
on ne la connaissait que comme limite des premières et que, par suite, 
elle VollYlt u l’esprit dépourvue de dérivée ou affectée d'inégalités 
infiniment courtes, il faudrait chercher à rendre sa variation graduelle 
en lui ajoutant unequautilé sans cesse infiniment petite, niais d'une 
rapidité de changement infinie, à laquelle on attribuerait des inéga¬ 
lités juste capables de faire compensation aux siennes. Simplifier 
ainsi son mode de variation donné , sans altérer ses valeurs effectives, 
ce serait, au fond, compléter ou rectifier son idée, en la corrigeant 
d'une imperfection due à la voie suivie pour la définir , plutôt qu'à 
sa nature propre . 

(^uancl a et b seront infinis ou, encore, ne dépendront pas de c, la 
manière la plus simple de faire varier a et p, supposés soit extrême¬ 
ment grands en valeur absolue, soit extrêmement voisins de a et b , 
sera de les prendre constants (indépendants de c); ce qui donnera 

pour dérivée, J grf/ur, ou, à la limite. / il suffira donc (pie 

la différentiation sous le signe f conduise à une intégrale de va¬ 
leur finie et déterminée, pour que cette intégrale soit la dérivée de 
la proposée ♦ 

Dans le cas contraire (où ne réussit pas la différentiation sous le 

1 jp J V 

signe f ), les éléments ■ ■ ■ dx correspondant aux valeurs de x 
soit très grandes (au signe près), soit très voisines de a et 6, auront 
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leur somme absolue infinie; sans quoi cette somme absolue et» à 
plus forte raison, leur somme algébrique u considérer» tendraient 
évidemment vers des limites : conséquence en désaccord avec la sup- 


position faite d'une absence de valeur déterminée pour 



De plus, ces éléments seront affectés de signes variés ou formeront 
des groupes alternativement positifs et négatifs, se succédant sans fin, 
et dont la valeur totale, non convergente par hypothèse, ne deviendra 
pas non plus continuellement infinie, du moins avec un signe constant 
quel que soit c\ car il en résulterait évidemment, pour l'Intégrale 

b 

/(#, v)dx f une dérivée sans cesse infinie qui rendrait infinie cette 

intégrale elle-même, contrairement à une supposition fondamentale 
de la question. 

Ainsi l'expression 

une limite pour a — a et ji — b t y prendra, en général, des valeurs non 
infinies, de l'ordre même de celles des groupes positifs ou négatifs de 
ses éléments; etl'on conçoit qu'en faisant varier convenablement «et 3 
avec c, c’est-à-dire en ajoutant ou retranchant sans cesse plus ou 
moins des éléments /(#, c)dx dont la dérivée en c compose les 
groupes extrêmes, il soit possible d'obtenir une dérivée totale 


i. 


d f - [ £ c > - dx, quand elle ne tendra pas vers 



(9) 




assez transformée par les deux derniers termes (ou termes aux limites), 
pour rester finie et déterminée quand on fera tendre finalement « vers a 
et p vers b . Ce sera celle limite de l'expression ( 9 ) qui constituera la 

dérivée de l'intégrale proposée f /(x, c )dx> 


Du reste, au lieu de l'évaluer de cette manière, il sera parfois plus 
simple de modifier, pendant que c variera, la situation æ et la gran¬ 
deur dx du champ de chaque élément, afin d'avoir toujours le même 
nombre d'éléments/(x, e)dx à considérer, conformément à la pre¬ 
mière méthode que nous avons indiquée (p. 109 ) pour différentier une 
intégrale définie dont les limites varient. Alors on pourra toujours 
concevoir les divers éléments de l'intégrale numérotés d'une manière 
continue, pour les distinguer les uns des autres, comme cela se fait 
pour caractériser les différentes courbes d'une même famille (t. I, 
p. !î* 5); et, en appelant u la variable qui a pour valeurs la suite des 


B. — 11, Partie complementaire, 


S 
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numéros d'ordre ainsi imaginés ou affectés aux divers éléments, la si* 
tuation x de chacun de ceux-ci sera évidemment fonction, & la fois, 
de u et de c, tandis que son champ dx y accroissement de cette fonc¬ 
tion corrélatif au passage d'un élément à l’autre ou au changement 

i 

du du numéro d’ordre (avec c constant), sera Les éléments 

* dx 

f{x y c)dx pourront donc s’écrire f(ap ) c)^du y expression de la 

forme <H«,c)rfw, après substitution à x de sa valeur en u et c\ de 
sorte que, si « 0 , «| désignent les numéros d’ordre du premier et du 

J /* w i 

f <|/(«, c)du, ou a ses limites 

constantes. 

En d'autres termes, le premier procédé de différentiation des inté¬ 
grales indiqué au n° 317 (p. i5g) revient à échanger la primitive va¬ 
riable x d’intégration contre une autre « ayant ses deux valeurs ex¬ 
trêmes indépendantes de c. 11 suffira donc de la choisir telle, que 

l’expression jf du reste déterminée, même quand on y fera 

* = a et p = ô. Si, en particulier, l'indétermination de j* dx 

tient à la présence, dans /(#, c), d’un facteur ^(a*, c) trop rapide¬ 
ment variable en fonction de c quand x devient soit très grand en va¬ 
leur absolue, soit très voisin de a ou de 6, on adoptera une fonction 
de ce facteur pour nouvelle variable «, afin qu’il devienne indépen¬ 
dant de c ou contienne seulement u dans la nouvelle forme de l’inté¬ 
grale; ce qui dispensera de l’y difièrentier. 

Prenons comme exemple l’expression J f j sin <r** ^ dx y où 

la fonction désignée par/est arbitraire, à cela près qu’on la suppose 
graduellement variable partout et finie ou, du moins, pas trop rapide¬ 
ment croissante (comme l’on verra) même pour Le facteur 

sintoujours compris entre dsi, se réduit sensiblement à 

l’arc correspondant «r* pour les grandes valeurs positives de x ; et, 
par suite, du côté de la limite supérieure, les éléments sont de l’ordre 
S je~*dxz=f^~ S jd{ — e~*)ou ont, comme J e~ x dx — e~* f 

leur somme évanouissante pourvu que ne grandisse pas trop 

avec x, en valeur absolue; ce qu’on admet. Mais, du côté de la limite 
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inférieure, c'est-à-dire pour x = — oo, l'are ~ oit e^ x devient très 


grand, varie de plus en plus vite. Or, comme le sinus correspondant 
change simplement de signe chaque fois que cet arc croit de n, c'est- 
à-dire à des intervalles très courts et qui le deviennent de plus en plus, 

les éléments, sensiblement égaux à /(o) sin dx, y forment des 

groupes de grandeur insensible, u signes alternés, et décroissants jus¬ 
qu'au delà de toute limite par suite du changement de plus en plus fré¬ 
quent de signe du sinus à mesure que x s'éloigne de zéro. Donc l'inté¬ 
grale est finie et déterminée. Mai$la$o/«/we absolue des éléments y est 
infinie; car, pour les fortes valeurs négatives de x t le sinus se trouve 
généralement comparable à l'unité et, à moins que le facteur/(o) ne 
soit nul, ces éléments sont de l’ordre de leurs champs respectifs dx> 


dont la somme 



est infinie. 


Dans ces conditions, il y a lieu de craindre que la différentiation sous 
le signe /, par rapport à c, n'aboutisse pas; car les éléments dont il 
s'agit, se trouvant, pris en somme absolue, infinis et infiniment varia¬ 
bles, peuvent, par la combinaison de leurs signes, amener des dérivées 
de toutes les grandeurs. Et, en effet, il vient ' 


J* cos 1 ce ~ x ) d*, 


expression où le facteur e~ x , infini à la limite inférieure, rend, de ce 
côté, les éléments de plus en plus grands, de manière à y compenser 
Ja diminution de champ des groupes et à empêcher la convergence de 
la série formée par ceux-ci. 

La recherche de la dérivée de l'intégrale exige donc qu'on fasse 
varier, avec c, la limite inférieure, tenue de devenir — oo, mais pas 
plus astreinte d'ailleurs à être qu'à n'étre pas constante. A cet effet, 
changeons, comme il a été dit, la variable d'intégration, de telle sorte 
que Ja différentiation sous le signe/, effectuée ensuite, donne comme 
résultat une intégrale parfaitement déterminée. Nous y arriverons en 

choisissant une nouvelle variable, «, fonction du facteur sin^~e* sc ^ 

dont la trop rapide variation est cause des difficultés et qu'il faut, par 
suite, éviter de différentier. 

Posons, par exemple, 

« e a ; d’oà e*ssc*e~ u f ;p-hm »log(c*) et dx^ — du. 
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Llntégrale proposée devieudra, en y intervertissant les limites et 
changeant le signe,//(?«-“) («»?)<*«{ ce qui donnera, pour 
la dérivée cherchée, l'expression 




parfaitement déterminée. l£n effet, les groupes d’éléments dont la dé¬ 
rivée totale ne pouvait) tout a l’heure, s’obtenir, ou qui correspondent 
aux valeurs infinies négatives de x et infinies positives de «, donne¬ 


ront ici, grâce au déplacement de leur champ dx et vu que 

î4 


y 


dilfèi 


ère très peu de zéro, la dérivée (en c)J^ /'(o)ce-"(siti~) du, 


formée de groupes à signes alternés et rendus, par le facteur 
e-\ plus rapidement décroissants encore que ne sont, dans l'inté¬ 
grale non dilférenliée, les groupes analogues composant la somme 

/(o)(*i« J <*«• La transformation n’u d’ailleurs fait naître au¬ 


cune difficulté u I autre limite »r — oo ou u oej car, sin — y deve- 
nant sensiblement > les éléments correspondants de ( 10 ) se ré- 
duisent à/' <r» j ? du, expression incomparablement moindre que 

f (~£ e " ) â e ~" du ~ ~ c du J (— e ~" ji et dont la somme sera, par 

suite, infiniment faible, si, comme nous Vadmettrons, la somme 
absolue des variations de la fonction / pour les très grandes valeurs 
positives de sa variable reste finie ou, en devenant même infinie, ne 
dépasse pas un certain ordre d’infinitude. 

On aura donc, en définitive, 


( J//(?) si "(ï e ') tU ~if_J (î e ~“) sin (?) du 


Cet exemple est relatif au cas de limites <?, b infinies; mais il le 
devient au cas d’une limite finie, avec valeur infinie correspondante 
de la fonction sous le signe /, quand on y pose e* =/ou .r rrlogy, 
et, en même temps, ou w^logi>; ce qui change la relation 
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»r -f- tt = log(<**) en/r c # . La formule (îi) se transforme alors, terme 
ù terme, en celle-ci ; 


/ f/ r w - fy \ ! . c 1 \ </r */ r fi i / * v \ 

\<hj t f (l j (*"' 9jJ y "de J, f\*v)\ W ï) i> 

j ~c r/(-)(' 

.4 j \** f \ ■*/ ** 


On reconnaît aisément que le dernier membre est fini et bien déter¬ 
miné malgré la présence, sous le signe /, du dénominateur r* infini à 
la limite inférieure zéro, pourvu que la fonction /, pour les valeurs 


très élevées de sa variable — » soit d'un ordre de grandeur inférieur 


ù i, c'est-à-dire n'atteignant pas l’ordre de cette variable, ou pourvu 
que, par suite, sa dérivée/' tende vers zéro en devenant comparable 
à une puissance de cette méinc variable dont l’exposant soit négatif» 
Telle est donc la condition imposée à la fonction /, dans l’intégrale 
difiérenliée ici, 





En se bornant^ comme on Je fait, aux fonctions/(./*,<?) dont ta 
variation ne cesse pas d f étre graduelle , sauf tout au plus pour des 
valeurs isolées de a* et de c, il est encore un cas (outre celui de limites 
infinies et celui d’une fonction sous le signe / devenant infinie) 0 C 1 une 


r b 

intégrale j f(x t c)dx ne peut être considérée directement 


mais 


seulement comme limite d’autres. 


Il se présente quand la fonction f(x>c) cesse, tout en restant finie, 
d’être déterminée pour une valeur de x égale à une limite ou comprise 
entre les limites, comme il arrive, par exemple, dans l’intégrale 

f ( s ‘ n ÿî»)^» 0l *b * l’approche de u-z= o, sin oscille une infi¬ 


nité de fois (si m est positif) entre — i et •+■ i, sans se fixer près 
d’aucune valeur intermédiaire. Alors l’indétermination accidentelle de 


In fonction n’empêche évidemment pas l’intégrale d’étre parfaitement 
définie; car les éléments, dans une petite étendue voisine de la valeur 
critique de x rendant la fonction /(jr,c) indéterminée, n’ont qu’une 
somme absolue infiniment faible à cause de l’étroitesse de leur champ 
total f dx. On appliquera évidemment à ce troisième cas les mêmes 
considérations qu’aux deux premiers; et il est clair, par exemple, que, 
si la différentiation sous le signe f donne comme résultat une inté - 
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graie finie et déterminée, celle-ci exprimera ia dérivée de la pro¬ 
posée. 

Or cela devra arriver Je plus souvent. Car, In somme absolue 


des éléments de f f(x,c)dx 


voisins de la valeur critique étant, ici, 


toujours insensible, la dérivée en c de cette somme Test d’ordinaire 
(sauf parfois pour des valeurs de c isolées); et, quoique cette dérivée 
soit généralement inférieure ô la somme absolue des dérivées des mômes 
éléments (vu les variations possibles, en sens inverse, des valeurs ab¬ 
solues de certains d’entre eux), cette dernière somme pourra, néan¬ 
moins, être encore infiniment petite, ou assurer, par le fait même, 


une valeur déterminée au ré 



dj{r t c) 

de 


dx, Elle aurait été, au 


contraire, infinie dans lesdeux premierscas (délimités infinies ou d’une 


fonction sous le signe / devenant infinie), 


si l’intégrale / f(x,c)dx 
d <I 


y avait dû sa valeur déterminée a la succession des signes des groupes 
d’éléments et non pas seulement à leur décroissement absolu. 

On aura, par exemple, au moyen d’une simple différentiation sous 
le signe /, 


(,3) i J 


En effet, le second membre de (i3) peut, à un facteur constant près 

-.rrO 0 

me , s’écrire / xd sin —> intégrale dont les éléments xd sin — 

Jr-t, r 


se succèdent bien, à mesure que x décroît, par groupes (à signes 
alternés) de plus en plus faibles, les changements élémentaires du 
sinus, pareils dans tous les groupes, s’y trouvant multipliés par le fac¬ 
teur x de plus en plus petit. 


321*. — Calcul et propriétés de l’intégrale jf dr. 

On remarquera que, dans l’intégrale précédente J* ^^sin bxdx 

(p, i64), oû nous supposerons, pour fixer les idées, 6>o, les élé¬ 
ments forment des groupes alternativement positifs et négatifs, de 

même champ mais de plus en plus faibles; car le facteur ûnbx y 

d’abord positif, de bx tz o à bx =tc,y change simplement de signequand 
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<lx> 


i» 9 * 




bx croît de tî, tandis que l'autre facteur» — » essentiellement positif, 

jp 

y tend sans cesse vers zéro, même lorsque a est nul* L'intégrale con¬ 
stitue donc une série de termes décroissants u signes alternés» toujours 
convergente; en sorte que sa valeur ne dépend pas des termes infini¬ 
ment éloignés, qui correspondent à xrx, Kl s» l'on fait décroître le 
nombre a jusqu'à le rendre presque infiniment petit, ce qui donne, à très 

b t* 

peu près, pour la valeur ( 16 ) de l'intégrale (p. i 64 ), arctang - ou 

tous les éléments tant soit peu influents sur la somme deviennent sen¬ 
siblement les mêmes que poura^oou pour i, quoique d'autres, 

incomparablement plus éloignés, pour lesquels <r“ a,f tend encore vers 
zéro si faible que soit a , restent bien moindres que dans cette hypo- 

thèse a ~ o. Il suit de là que l’expression / e~* x —— dx, non seu* 
lement tend vers - quand a s'évanouit, mais, surtout, reste continue 

• z 1 * 5111 f)jp 

même à cette limite, ou n'y diffère pas de / — dx, 

*/y ^ 

Remarquons cependant que la suppression de l'exponentielle dé¬ 
croissante constitue, si près que soit a de s’y évanouir, une 
modification profonde, accusée par la discontinuité des valeurs abso- 

r sin b x 
- dx } 

clx 

les éléments très éloignés, comparables à — = dloçx, ont leur somme 

•P 

gj || ^ jp 

er“* • - dx sonl,abs. 

x 

traction faite de leurs signes, incomparablement plus faibles que 


e~ ax dx rz d 


f>-ax 


et ont, par suite, leur somme absolue infiniment 

petite, celle des valeurs de er a *dx étant finie et même évanouissante. 

Malgré cette différence, nous pouvons évidemment, grâce d la 
continuité démontrée de l'intégrale, posera = o dans (i 6 ), contrai¬ 
rement a l’hypothèse essentielle <?>o exigée par la formule (i 4 ) qui 
a servi de point de départ; et il vient 


07) 


C* siii br , r. . , _ x 

j (pour b >o). 


Lcparamètve 6 a été supposé positif; mais, comme chaque élément 

sin b *p « 

dx change simplement de signe avec 6 , l’intégrale ( 17 ) elle-même 


x 
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en change tout entière et devient — ~ pour b négatif. Klle est donc une 

fonction impaire de son paramètre b f égale & une constante db ~ pour 

toutes les valeurs de b qui ont le même signe 4- ou — et, par suite, 
brusquement croissante de r quand sa variable devient, de négative, 
positive. 

On s'explique aisément l'invariabilité de sa valeur absolue, enfab 
sant varier, avec b t le champ d'intégration dxdes éléments, de manière 
qu'un môme élément corresponde, quel que soit ù> à une môme valeur 
de sin bx\ Cela revient à prendre Tare bx comme nouvelle variable u 
d'intégration, donnant 


sinèg 

x 


(fjr = 


sin 6 y 
bx 


d(bx)~ 


sin» 

u 


du; 


et l'on a par suite, vu que a et a*, nuis ensemble, deviennent infinis 
positifs ensemble (quand b est plus grand que zéro), 


/ ,. . /'•sinéjr 

(pour b >0) / ——= 

•/g 



iili y 


expression où b n’entre plus. 

Quant à la discontinuité de l’intégrale pour b=z 0, on peut la 
regarder comme consistant en ce que* si l’on fait immédiatement 

St(t fnB 

- dr } il vient, par l’annulation de tous les élé- 

æ 


ments, zéro comme valeur totale, au lieu de ±: ^ que l'on aurait si b 

n'arrivait qu’avec continuité à la valeur zéro, u partir d’une outre 
quelconque. Quand é, supposé, par exemple, d’abord positif, devient 

du 

extrêmement voisin de zéro, le champ dæ rz de chaque élément 

se dilate dans un rapport immense; et toute l'étendue com¬ 
prise depuis æ = o jusqu’aux valeurs finies les plus grandes de x est 
comme envahie par les premiers éléments </«, savoir, par ceux 

oii le facteur sin« = sinZix se trouve presque nul, tandis que les élé- 
« 

ments influents du t où l’arc « a des valeurs sensibles, s’éloi¬ 
gnent jusqu’à l’infini. 

L’intégrale, pour b évanouissant, constitue en quelque sorte, tout 
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è- 

a la fois, une série convergente, égale i\ ± « » et une série semi- 

convergente (t. 1, p* 7), ayant In valeur approchée zéro. Autrement 
dit, lu somme des éléments, ajoutés en faisant croître x ù partir de la 
limite inférieure, s’y maintient très longtemps voisine de zéro, comme 
si la série qu'ils forment ne devait pas quitter cette valeur; et c'est 
parce que le moment où s’y dessine enfin la tendance vers la limite 

db ~ finît par ne plus arriver qu'à l'infini, ou cesse effectivement de se 

produire , que la valeur zéro répondant à la semi-convergence devient 
la vraie quand b s'annule tout de suite dans l'intégrale, au lieu d’ar¬ 
river graduellement u zéro. 

Eu résumé, l'intégrale a, pour b=zo t trois valeurs, savoir : h- j, 

— î et leur moyenne arithmétique zéro, suivant que b atteint la va- 

leur zéro après avoir été positif, ou l'utteint aprésavoirété négatif, ou, 
enfin, reçoit immédiatement et isolément celte valeur zéro. 

Nous n’avions pas, jusqu’ici, rencontré de fonction, définie analyti¬ 
quement, qui présentât un pareil passage brusque d'une valeur finie a 
une autre valeur finie, ou qui, en d’autres termes, impliqmU l'existence, 
pour une seule abscisse, de deux points d'arrêt, dans la courbe repré- 

£ j II 


dx 


X 


montre donc que les intégrales définies, à éléments même très simples, 
constituent une catégorie cle fonctions pluscomplexe, plus variée, que 
tous les types précédemment obtenus, et propre à exprimer des cir¬ 
constances échappant ù ceux-ci. La propriété, non moins remarquable, 
dont jouit la même expression, d’avoir sa valeur absolue indépen¬ 
dante de son paramétre, est aussi très importante; car elle permet, 
comme on verra dans une prochaine Leçon, d’exprimer toutes les fonc¬ 
tions périodiques par certaines séries, dites trigonométriques, procé¬ 
dant suivant les cosinus et sinus affectés de la môme périodicité que 
ces fonctions. 


32 i*. — Application de l'intégrale de Poisson an calcul de certaines 

valeurs de la fonction r. 

On voit que les résultats précédents (p. 167), dérivant de ce que 
le carré de J e~ xt dx est l’intégrale double j f e^ (xt ^ yt} dxdy f 
résultent aussi de la formule (a.{) de transformation démontrée dans 
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Jn dernière Leçon (p. 97*), formule qui nous avait déjà donné 

a|Ç 

(p. 10 a*) la valeur - de cette intégrale double* 

L'intégrale de Poisson devient, si Ton en double la valeur, une de 
ces intégrales eu lé rie unes, dites de seconde espèce , que l’on repré¬ 
sente par r(/i), et dont l’expression peut, comme l’on a vu [p. 36 *, 

formule ( 23 )], se mettre sous la forme 2 f u u ~ x e~ H 'du % Celle-ci, en 
y posant n zn donne, en effet, 

(a'i) f fijsa / ?= *4 f e~*'* dx = \/i* 

\ 2 / tn L'il 


La formule de réduction (su) [p. 35 '], savoir F(n)=:(/i—1 )r(/1 — 1), 

permettra, par suite, d'obtenir r > puis r > etc.; ce qui, joint 

aux valeurs déjà trouvées 1 ou 1 ,a .3 ... (n — 1) de f(/i) pour les va¬ 
leurs entières de n (p. 3 ü* ), fera connaître la fonction F(n) pour tous 

les cas 011 n sera un multiple pair ou impair de î* 


323*. — Deuxième exemple : évaluation des intégrales eulériennes de 
première espèce, ou à deux paramétres, en fonction de celles de 
seconde espèce r. 

On appelle, après Legendre, intégrale eu (éricfine de première 

espè ce,et l’on représente par B (/>, 7), l’expression f 1 — da\ 

oit />, 7 sont deux paramètres positifs : x et 1 —* compris entre 
zéro et 1, v égalent les carrés respectifs du sinus et du cosinus d’un 

même angle0, variable de zéro à En posant ainsi u?:= sin*0et, par 

suite, dxrzz asinOcosQtfQ, il vient, après des réductions évidentes, 

« 

(* * ) B ( p, 7 1 = »jt f sin*/'- 1 0 cos 2< ?-t OefO. 

*/y 

Cette intégrale se ramène, de la manière suivante, à la fonction r* 
Dans l’expression, 2 f u*»'- t cr"'du i de r (n), remplaçons d’abord 

« par p et u par y > puis n par 7 et 11 par x\ enfin multiplions entre 
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elles les deux intégrales ainsi obtenues !'(/?), r(r/), que nous savons 
être bien déterminées. Il viendra, comme avant la valeur limite finie 


l’(/>)T(7), J’intégralo double 4 f' f e~' r '^(lx(lr, à élé- 


mente tous positifs, et indépendante, par suite, de la forme que rece¬ 
vra la partie du contour de son champ destinée à s'éloigner à l'infini 
dans l’angle des œy positifs. On pourra donc y effectuer, conformé¬ 
ment à informulé (î*4)[p« 97*]» les transformations et le groupement 
d'éléments correspondant à l'introduction des coordonnées polaires 
r , 0, avec remplacement des deux côtés rectilignes du contour paral¬ 
lèles aux axes par un quart de la circonférence de rayon infini décrite 
de l’origine comme centre;ce qui donnera pour résultat 



sin*/'- • Ocos 0 


Enfin, observant que cette intégrale double se décompose immédia¬ 
tement en deux facteurs oti /• et 0 sont séparés, l'on aura 


m) np)r<ç) 


-Cf 


sin*/*“i 0 cos*îM 0 f/0 


)(l 


1 ff-r 


V/-Y 


Or, ici, la dernière intégrale entre parenthèses est ce que devient 
i T(« ), ou f u tn - x cr u% da } quand on remplace u par r et n par/? 4 - q\ 

c'est * r(/M-ÿ). El, d'autre part, l’intégrale précédente, aussi entre 

parenthèses, égale, d'après (u 4 ), - B(/>» f/)« Donc la relation (u 5 ) 

revient à r(/?)r(^f) =: B(/? # ^)r(/? 4 -v)î elle donne l’importante 
formule, due à Euler, 


W 


!*(/>»</) 


\'(P) r(g) 


On voit que, dans ce deuxième exemple du calcul d'une intégrale 
simple par transformation et décomposition d'une intégrale double, 
ce)le»ci se résout en facteurs sous chacune de ses deux formes, et que 
l'un des quatre facteurs obtenus est précisément l'intégrale B (p t q) « 
évaluer. Quant aux trois autres, ce sont trois valeurs différentes delà 
fonction r. Aussi est-ce par leur moyen que s'exprime, symétrique- 
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ment en p et q, l'intégrale eutérienne à deux paramètres p, q, ou de 
première espèce, 

32U*. - Troisième exemple : intégrales f <—«^ens ùr*dx 

«■u 

et f c —"-*’ 1 stn bj*dX' 

i'O 


Prenons, pour troisième exemple, les deux intégrales 


(V) 


| = f t>~*u i eQ9&x i djr % 

* Q 


r w 

j ». / 


ba^dr, 


oii e“ rt * H sera, comme clans l'intégrale de Poisson, une exponentielle 
décroissante, et où Ion pourra se contenter de supposer positif, comme 
a , le paramètre b, vu que le changement de b en ~ b laisserait à la 
première intégrale, de même qu'à cos b#*, sa valeur primitive, et ferait 
simplement changer de signe la seconde, avec le facteur sin£»r\ Nous 
avons déjà reconnu (p. 10G) que cette seconde intégrale représente la 
somme, positive, d'une série ù termes décroissants alternativement 
positifs et négatifs. 

Changeant, dans (27), x en y cl donnant en même temps à 1 , J les 
noms I t , J t , écrivons 


<u8) 


Il = f c-rty*eusby*dy t 
du 


J, ~ / e'-"r f sin by'-dv: 
du 


puis formons les expressions, en intégrales doubles, des produits II,, 
JJj, Uj, Jlj et, enfin,des deux sommes algébriques II, — JJ,. IJ, 4* Jl t , 
ou P —J 1 et 2IJ. Les deux intégrales doubles obtenues pour ces 
sommes seront encore transformables en r et 0 par la formule (a^) 
1 P* 97 * 3 ; car valeur absolue de chaque élément s'v trouve infé¬ 
rieure au produit e^^^dxdy, auquel elle se réduit quand le facteur 
sinus ou cosinus qui y figure atteint ± 1; et, par suite, la somme limite 
de toutes les valeurs absolues pareilles n’égalant pas l'expression bien 


déterminée j*j e^'^'dxdy ~ ^ f er itv *dxj( J e~ <K >' dy ^ t 


r i» 

cr'^VAr, ces deux inlé- 

* Ç 

graies doubles constituent des séries convergentes en vertu de la pe¬ 
titesse absolue de leurs termes, dont on peut dés lors modifier le 
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groupement à volonté. Il viendra 




i-ij' 




g-m ii+ytj eos b ( a* •+• j'* ) y dx dy 


rr 


<*UJ 


/ </0 f e~* u% cos £/**. /* <//*, 

«/y 


-1>« 

u IJ — ^ ^ ,dxdy 


-M 


e~ 4,r% sinér 1 .#* dr. 


Or, si l'on pose /•* .tr <#, 11*0(1 rtfr — - </«, et si Ton observe que u 
croît de zéro h rinfini en même temps que /*, les deux inté- 
"ndes f e~* ut cosbr*,rdr et f «r^sin hr'.rdr deviendront 

^0 Jq 

| /** I /** 4 I 

- / <r« w co $budu el - / er ltH sîu bu du. ou, finalement, - ~—rret 

*.' Q ' * ' *20*^4* 

“ d’après la seconde et (a troisième des formules (20) de la 

page G8, Les derniers membres de (29) égalent donc respect!vemenl 

J Z*TJt » 7 el > multipliés, lun, par A (a* -+- 1 » 1 ), l'autre, par 

- («* * 4 * £*), ils donnent 

1 » 


( 3 o, _ ^ u \~ hl ) it m „ 

Z Z 1î 


0*) IJ 


~ u * 


• « 1î 6 

relations dont Ja seconde montre que le produit IJ, égal à —- t > 

est positif et que, par suite, l'intégrale 1 ale môme signe que l'inté¬ 
grale J, ou est, comme J, positive. 

Nous avons ainsi, pour compléter la détermination de 1 et J, Ira 
deux équations ( 3 o). Si, en vue d'abréger, nous posons 

4 («*-+-* t >l* .{<«»+*•, j< 

A « » - - - — •-• , A ss .. - > 

17 Z 

ces deux équations fourniront immédiatement la somme V-f X", 
égale a «, et le produit .VX*, ou — > égal ù — 
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*h 4(0® 4-I* i , » « • 

Donc ■- —— -et — ^—--sont respectivement la racine po¬ 

sitive et la racine négative de l'équation 

X*—(X'+X’jX + VX'ao, «U X‘-aX-^=<»: 

4 

ce qui donne 




r. 


8=2 ~ (« 4- /«* A*) t " =s i (— a 4 - /«* -+- b*) , 


Knfln, isolant l*, J* et extrayant les racines carrées positives, i! 
vient 


OU 


Il OU Ç e~ iix *wsbx*.djc sa i i/- 1 - ^ 7 7 - » 

| e/o « V a 

< 

|j ou r f-* l,, sin fla*. rfr^liA 
! «/„ i V a «* 4- 0* 


1127*. — Application aux intégrales de la diffraction f cos ùx'.cU 

*'v 

6t / sin6jr*.<fa*. 

*/o 


À la limite a = o, les deux intégrales I, J deviennent égales et ont la 

valeur > comme on le déduirait, sans recourir à leurs expres¬ 

sions générales ( 3 i), des formules ( 3 o), alors réductibles a l* —J*:=o 

Tf 

et à IJ = Or 1 , J sont continues même pour a z= o, en ce sens que 

tous leurs éléments tant soit peu influents peuvent, quand a est, non 
pas nul, mais extrêmement petit, s'évaluer dans l'hypothèse ax* = o, 
et être ainsi égalés à (cosbx t )dx ou à (sinAtf*)*&r, sauf erreur 
aussi voisine de zéro qu'on le veut. En effet, dans cette hypothèse, 
les deux intégrales se trouvent encore formées de groupes alterna¬ 
tivement positifs et négatifs d'éléments, groupes où la fonction 
sous Je signe / cesse, il est vrai, de décroître de l'un ù l’autre pour 
prendre indéfiniment dans tous, à partir du second si c’est cos6# f , et 
dès le premier si c’est sin£«r*, Ja même suite de valeurs absolues, mais 
dont l'atténuation incessante (d'un groupe à l’autre), et indéfinie, reste 
assurée par le rétrécissement de plus en plus grand, à mesure que 
l’ordre du groupe s'élève, de son champ partiel /<£r, compris dans 
l’intervalle de deux valeurs de x entre lesquelles bx* croit de %. 
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Ainsi les éléments de plus en plus éloignés, et finissant par se neu* 
U'üliser entre eux, pour lesquels ax* conserve des valeurs sensibles 
quelque petit que devienne a , sont les seuls dont la grandeur absolue 
soit accrue dans un rapport notable par la suppression de l'exponen¬ 
tielle Et elle Test même, il faut le dire, u un degré tel, qu'il en 
résulterait une discontinuité infinie pour a no sans les changements 
de signe de cosôx* ou de sinôx*; puisque, les éléments étant moyenne¬ 


ment comparables à leur somme absolue Test u f e~***ds % 

J o 

quantité finie tant que a dépasse zéro, mais infinie pour a 1= o. 

11 vient donc, à la limite, malgré ces différences de valeur absolue 
qu'annihile la fréquence croissante des changements de signe, 


sinôx* dx = -1 ^, 

•à y >.b 

résultats d'un emploi indispensable dans la théorie physique de la 
diffraction. 

On remarquera qu'ils n auraient pas pu se déduire directement des 
relations (29) spécifiées pour*? =0. Car, la suppression de l’exponen¬ 
tielle décroissante ayant rendu infinie la somme absolue des éléments 
des deux intégrales simples 1 , J et, par suite, de leurs produits ou com¬ 
binaisons de produits qu'expriment les seconds membres de (29), 
on n'a plus le droit d'introduire, dans les intégrales doubles, à champs 
rectangulaires, dont ces seconds membres égalent les valeurs limtLes, 
de nouveaux éléments, les uns positifs et les autres négatifs, en pro¬ 
portion inégale , de manière ù pouvoir remplacer les deux côtés 
yz=: 00 et sc = oc du champ rectangulaire par l'arc d’un quart de cercle 
circonscrit /• — 00 ayant son centre à l'origine, et rendre de la sorte, 
dans les troisièmes membres, les intégrations en /* effectuables jusqu'il 
une limite supérieure r constante, ou le champ divisible en quarts de 

zones concentriques ^ rdr, comme il a été admis dans l'évaluation de 

ces troisièmes membres. En effet, les groupes alternativement positifs 
et négatifs, formés chacun par les éléments de même signe qui corres¬ 
pondent ù des zones contiguës, ont leurs champs respectifs, aussi en 
forme de fragments de zones circulaires, accrus d'un groupe à l’autre 
par le fait do la substitution du contour circulaire circonscrit au con¬ 
tour rectangulaire, à partir du premier fragment de zone dont l'arc 
n’atteignait pas un quart de cercle; et voilà pourquoi les groupes, qui 
finissaient par devenir décroissants dans le cas du champ rectangu¬ 
laire, cessent de tendre vers zéro après l’arrondissement du contour. 


( 3 a) f cos hx*dx = f 

d) df, 
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Aussi les troisièmes membres de (519), que Ton peut» a étant nul» 
écrire (en se réservant d'y faire finalement /‘infini) 



sin é/**= 


itsiiiM 

“4 tr 


et 



cos àr*) 



oscilleni-ils indéfiniment, l’un, de — — & l'autre de zéro à ~i 

\o \b u b 

s'accroissant ainsi de groupes alternativement positifs et négatifs 

(d’éléments), qui, loin de tendre vers xéro, ont tous la valeur abso- 



Mais 011 voit qu’il suffirait de changer la forme de ce contour limite 
circulaire (en la rendant, par exemple, elliptique, rectangulaire, etc.), 
de manière à réduire graduellement jusqu’à zéro le champ et, par 
suite, la voleur des groupes successifs, à partir de l’un d’entre eux 
d’uti ordre déjà fort élevé ou d’une largeur A/* de champ très petite, 
propre à assurer la continuité des changements ultérieurs de grandeur 


absolue des groupes, pour que la somme de tous ces groupes décrois¬ 
sants se réduisit à la moitié de celui-là (T. I, p. i 3 ), et fixât ainsi la 
valeur définitive de l'intégrale juste au milieu de l’intervalle dans 
lequel elle aurait, sans cette circonstance, indéfiniment oscillé. On 
s’explique donc que, dans le cas d’un contour rectangulaire, les ex¬ 
pressions (a<>) de l* — J* et de a IJ, pour a — 0, soient bien respecti¬ 


vement xéro et ♦ 

4 à 


328*. — Calcul de certaines intégrales définies par introduction d’un 
paramétre, suivie d’opérations diverses sur les résultats : application 

à I c-^coU Aexdx et à f e*-*** casa 

Il existe encore quelques autres procédés pour évaluer certaines 
intégrales définies sans passer par les intégrales indéfinies. Le plus 
simple consiste à effectuer un changement de variables capable d’in¬ 
troduire un paramètre dans une intégrale donnée, et à effectuer en¬ 
suite sur l’intégrale ainsi obtenue, déjà un peu plus générale que 
la proposée, diverses transformations propres à en faire connaître 
d'autres, comme, par exemple, un nombre quelconque de différentia¬ 
tions par rapport au paramètre introduit. On arrive, de la sorte, à 
une infinité d'intégrales distinctes, qui, combinées par voie d’addition, 
peuvent en fournir encore de nouvelles, très importantes quelquefois. 



/** /** 

I <*—i ,e jr w <^4», i ijc)</ j? ht a / l‘oü(u ajc)cAr* ni»* 

f W i/tî 

» w ^ 

Si, désignant une constante positive, nous y posons u j'\Ja 
(dï >il du —\/a(Lv)i il est clair que or variera, comme «, de zéro ù 

l'infini ; en sorte que nous aurons f du' et, par suite, 

* U A 

en divisant par \/«, 

( TJ) f ^ fl-i. 

.'u kv/o « 

Différent ions par rapporta a , un nombre indéfini de fuis les deu\ 
membres de (33). Il viendra, en changeant chaque fois le signe des 
résultats, 


on 


I j- 4 -f "''(U 

y 

/** 


/r I -! 

ss I— ~ « i , 


î* Z 


y/r i.3 -i 
— „ - , 
IA ‘>. S 


r tc 

fin e-* 11 * d v 

» u 


\/rr i. 3 ... H /i 
"m îi~ 


U 

— « * ♦ 


Paisons mainteiiant, dans (33) et (3{ ), <r = i ; ce qui donnera 


(351 


/V.v, 


* Il 

i K 


' f 

I J* 




/« 


/i: t 
« ’A * 

y/ t: i.3 

V V 


.( 


T i,t e~' l dx 


/r: i. 3 /j 

*A 


■A* 


IL 11 , 




c'est-à-dire les iutéjrrnles Jr(l), |l’( j) f .... dont on conmils- 

siiit déjà, explicitement ou implicitement, les valeurs (,». ia i*). Puis 

multiplions respectivement les relations ( Üj) par i, ± 1 ?:*-*., (** , 

1 l.‘A I.U.3.J 

11. — U. Partie cumpivment ait?. ,, 
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± r-r^rrir h* et a * ns * de suite jusqu’à l'infini, « étant une constante 
i.u, i ,4.j»u 

quelconque; enfin ajoutons les résultats et observons que, aux se¬ 
conds membres, les expressions de la forme 


± !j!! — O (**) iH 

•À 'À** 1,9. ..(*/<) 

se simplifieront par la disparition des facteurs impairs communs 
1 .3.,, (9 n —- 1 ), pour donner successivement 


iLH ± u _ 

y a" y,0...y« y j ,a,3 .,.n 


Héttnis, les seconds membres seront donc, à la limite, 


< 30) 


+ +...) Œ £ e «. 

y . 1 1 .y i.y.i / y 


On voit que, même en prenant tous leurs termes en grandeur absolue, 
ils constituent une série convergente, dont la valeur limite égale — e % \ 

•K 


Ainsi les sommes à évaluer se composent de parties assez rapidement 
décroissantes pour que les termes suffisamment éloignés y donnent, 
de quelque manière qu’on les groupe en nombre quelconque, un total 
aussi faible qu’on le veut. Donc, comme d’ailleurs les éléments des 
intégrales (35) sont tous positifs, ceux d’entre eux qui se rapportent 
aux valeurs très élevées tant de or que de n ne pourront avoir que des 
sommes négligeables ù la limite, du moins après leur multiplication 
par les facteurs respectifs introduits. Par suite, il importera peu 
qu’un nouveau mode de groupement fasse prendre plus ou moins de 
ces éléments très éloignés et notamment, dès l’abord, des éléments se 
rapportant aux voleurs infinies de w. Autrement dit, l'on aura le droit 
de grouper, dans la somme des premiers membres, qui est 


(36 bis) 


b) fr- ( ÜÜ* T TV-* 1^*1 

J iX J* I.* J 0 i.y.M 


tous les éléments correspondant au même champ dx compris entre 
les deux valeurs x et x -h dx de la variable; ce qui donnera 

r v- r, ± ^ ± +../u, 

^ L i.Jt 1 .2.3 .1 1 .y.3..j.j.6 J 

ou bien J* e“ x, coh (a «#)</# dans le cas des signes supérieurs et 
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e“ x * cos (**#)</# dans celui des signes inférieurs. Vu les valeurs 


(36) du second membre, il viendra donc les deux Intégrales, ne se 
réduisant à celle de Poisson (prise comme point de départ) que 
pour «=o, 


( 37 ) f e-* 1 '* coh ‘Xirdx 
*■0 



£'-'■* cos*a# dx « 



329*. — Réflexion sur les transformations d'intégrales peu convergentes 
et sur l'introduction provisoire de facteurs exponentiels décroissants, 
destinée à y garantir l'exactitude des résultats. 


On remorquera que la transformation consistant u faire entrer im¬ 
médiatement, dans la somme (36 to), les éléments relatifs aux valeurs 
les plus élevées de /;, après avoir obtenu cette somme pour le cas où 
Ton n'y comprend immédiatement que les éléments relatifs aux va¬ 
leurs les plus élevées de x, ne serait pas légitime, si, comme dans un 
exemple précédent (p. 119 *), la somme ne devait d'étre Unie et déter¬ 
minée qu’au mode de groupement choisi, ou à ce qu'elle exprimerait 
l’excédent de termes d'un certain signe, et d'une valeur totale infinie, 
sur d'autres de signe contraire; car l'interversion dont il s’agit pour¬ 
rait changer la proportion des termes positifs aux termes négatifs, 
et faire, par suite, varier le total dans un rapport quelconque. 

Aussi est-il bon d’avoir sous Jes signes /, pendant toutes les 
transformations de ce genre sur une intégrale tt éléments les uns po¬ 
sitifs et les autres négatifs, quelque exponentielle décroissante, 
comme e~ ,tx ou e^ tx \ dont la présence assure d’ordinaire la conver¬ 
gence des valeurs absolues. Gela n’empôche pas de se débarrasser 
finalement de l’exponentielle, en posant a = 0 dans les résultats ob¬ 
tenus, pourvu que Vintégrale sur laquelle auront porté les rai¬ 
sonnements reste bien continue à cette limite an o. U faudra donc 
que les éléments correspondant aux très grandes valeurs absolues 
de x t pour lesquels, quelque faible que soit «r, l’exponentielle e~ ,M ‘ 
ou e~ ax * différera beaucoup de sa limite f, n’aient pas d’influence 
appréciable sur l’intégrale, même à l’instant où l’on pose a = o, afin 
que la réduction finale de <r rt4 *ou e~ i,xt à 1 , quoique modifiant ccs 
éléments dans un grand rapport, ne modifie pas sensiblement l’inté¬ 
grale. C’est ce qui arrive dans les exemples étudiés aux n°* 321 et 
327* (pp. 118 * et ia 6 *). 


.Mais i) n’en serait pas de même 



sina.r , 

— ï—axj qui a pour 
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valeur, d'après (16) [p. i64], aretang - ou *; car, si Ton fait 

a 1 

tendre a vers zéro, l'influence principale y passe a des éléments de 

« 

—(p, 120*). 

.. v J- 

Aussi l'hypothèse a = o y produit-elle une brusque diminution, égale 

« 

il v - en annulant In fonction e "" r placée sous le signe/. 

:ail\ — Calcul, par le même procédé, de f Kosr'vamjr.d* 
ôt de / sirndeu $'À7.x t (h\ 

Vous axons, par des opérations diverses oit figuraient des différentia¬ 
tions sous le signe /, déduit les deux intégrales f c*“*coliaw.dr 
* * 
et f c- , ' , cosaajf.rfu i de celle de Poisson f e~** tijc, c n effectuant 

une transformation qui, sans changer les limites zéro et a:, revenait à 
multiplier la variable a* par un paramétre constant, Doutions encore 
un exemple de ce fécond procédé d évaluation des intégrales définies, 
mais un exemple oit le paramètre introduit vienne simplement s'ajou¬ 
ter à la variable, et où, d ailleurs, I on irait pas besoin d'effectuer de 
différentiation d'intégrale. Pour que les limites de l’intégration ne 
soient pas changées, ce qui, dans les cas les plus intéressants, les ren¬ 
drait moins simples, il faudra qu’elles soient infinies; car les valeurs 
itzTr sont les seules que ne modilie pas d'une manière appréciable 
l'addition d'une quantité finie quelconque. 

Parlons des deux intégrales ( 3 n) [p. 127*], où nous ferons, pour 
simplifier, ft-i, et que nous doublerons afin de pouvoir leur attri¬ 
buer les limites ± oc, vu lu nature paire de la fonction eus bx' ou 

si 11 bx % y figurant sous le signe f. Alors leur valeur commune sera 
/” 

“j et si, pour en définir le champ d'une manière précise, nous v 

remplaçons provisoirement les limites ± cç par ± //j, où m désignera 
un nombre positif lié» grand, nous aurons, avec une approximation 
indéfinie, en appelant d'ailleurs u la variable d'intégration, 


r m /- 

J «;o sï/iîf/w — 


/* m 

1 I , 0fi 'h* — 1 / / sia «* du = i /-. 

'1-m V ■* 

Kdecluous actuellement la transformation qui consiste à ajouter un 



j /**ç /»* 

f cosjr’co***#. dx Kî \ I 13.; # 

0 *-'u 

paramétre * à la variable, en posant a = ,r — * cm, par suite, dtt //./% 

Comme æ t identique à a ■+■ *, variera entre les limites ± m 4- *, et 
que, d’autre port» cos*/*, sinw* seront 


cos[**h-(.c*—* ’;.x.r ) ], sin [**-*- (.#•* — axr) j, 

c’est-à-dire 


et 


eu* a* cos (jr*— aar) — «tua , si«(.r î * ■ **.#■) 


$ina*co$(.r*—aa;rj 4 * vos s* sin(.r* - **./•), 


les relations ( 38 ) deviendront 




1 

✓,/«+* 




1 (cosZ*) 

/ COS(J '*—nxxidx — 

♦(sin**) / siu<.i* — 

). v. c ) d.i 


) 

-(//f-CEJ 



V 

I 

Ul 4-31 

..//Hï 



f (sin**) 

/ COS( J** — * *J* \dx -r 

(cos**) / siii(u >3 — 

7.2M)t/r 

-i 

\ i 

'-I #«-Z| 

* «1 


t 


Isolons-y les deux inl ivraies ajanl pour éléments cos^r*— 'x%j,')dx 
et sin(.*•* —2*,r)r/*r, en ajoutant ces deux relations respectivement 
multipliées soit par cosa* et sin**, soit par —sina 1 et cosa’, Il 
viendra 


( 4 «) 


i r ,H ** /ri 

\j cos ( r* — u *.r) dr = I / ~ ( cos a* *+* sin a* 

4 

I f sin(jr* — •Â^a m )dx « ~(cos**— sin a 1 ). 

. '-'-iw-zj V À 


Or l’arc ,r*— a»*/*, dont le cosinus et le sinus constituent, dans ces 
intégrales, les fonctions sous le signe f t a pour dérivée 2(,*.* — a), et 
varie très lentement dans le voisinage de la valeur x = a, mais de plus 
en plus vite u mesure qu’on s’éloigne de cette valeur. Comme son co¬ 
sinus et son sinus changent simplement de signe chaque fois qu’il 
décroît ou croit de tr, l’intégrale comprend, tant en deçà qu’au delà 
de ses principaux groupes d’éléments (dont le champ correspond évi¬ 
demment aux valeurs de .r voisines ou peu éloignées de a), une suite 
d’un très grand nombre de groupes alternativement positifs et néga¬ 
tifs, de moins en moins étendus et, par conséquent, de plus en plus 
faibles, qui ont leur somme algébrique évidemment négligeable. 11 
est donc clair que les derniers groupes, relatifs aux valeurs absolues 
très grandes de *r, donnent, à la limite ou pour/;? infini, un total éva¬ 
nouissant; ce qui permet de remplacer simplement par ± ???, ou mieux 



*3»* MODES DIVERS DE C.VLCUt POUR CERTAINES INTKO RALES DK FINI ES ! 

par ± les valeurs extrêmes ± m 4 - a de a\ El Ton a 



Ajoutons enfin, respectivement, ces relations avec celles qui s’en 
déduisent par le changement de a en — a, et, observant que les nou¬ 
velles fonctions sous le signe f , 

cos(>*~-~ ï.tx) -f- cos(a**~f* mt), sîn(.r*—a«a*)n- shi(£*H-‘A «#) t 

sont les fonctions paires 3 cos «r* cos a su*, a sina^cosîta^, ou que 
leurs produits par dx peuvent, sauf à doubler ensuite les résultats, 
n être intégrés que de o à oc, divisons finalement par Il viendra 


<W 


f ensa** cosaxjr<fjr = 4 

/r. sinz* i/it 

n 

—**v 

•A t 

1 a a a 


/ 

f singea* a = 4 

/r cosa*-~ s»n a* i/t: . 

/ - — — — —— — sut 

(? 

-*» v 

i »'W V 

s a a 

\4 

/ 


Ainsi se trouvent calculées simplement, pour des valeurs quel¬ 
conques de leur paramètre a, les deux intégrales 

f w 

(cos.r* ou sin j* 4 )cosajî 2 *^Ac, 

« v 

i\ partir de leurs valeurs particulières - 4/^ pour « = 0, 


331 É . — Intégrales déduites d’autres par l'attribution, à certains 
paramètres, de valeurs imaginaires. 

On remarquera que la seconde formule <37) [p, t 3 i*] se déduit de 

la première parle changement de * en « y/— 1, qui transforme coii (a % x) 
en cos(2**) et e«* en que, de même, la relation (33) [p, 129*], 
en v faisant a rr — b\t — 1 et, par suite, 

j_ ._I_^ V\/-' 1— 

<J« \/6 ^ , y/î'i 



vÆ 1-,/rrr 

a 


devient 
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| 35 * 


ou bien 


X (««*«•+/-•**••)*= ± (i\/^+* /zrT V^)’ 

et donne les deux formules ( 3 a) [p. 137*], pur légalité, dans les deux 
membres, des parties réelles aux parties réelles et des parties imagi¬ 
naires aux parties imaginaires, sous la réserve de prendre le second 
membre avec son signe supérieur, a raison de la valeur évidemment 

positive de f $\nbæ*dx\ etc. Donc le passage du réel ù l'imagi- 

t'o 

nuire, par l'introduction de valeurs de la forme a -h b \/~T dans les 
paramètres d’intégrales déjà déterminées, peut fai redécouvrir de nou¬ 
velles intégrales à éléments cependant réels, grùce à la séparation 
finale, effectuée comme on vient de voir, du réel et de l'imaginaire, 
tant dans les éléments de l'intégrale d'où l'on part que dans sa valeur 
donnée. On lavait, du reste, déjà vu (pp. i/fet 17*)pour certaines 
sommes de différences finies et pour certaines intégrales indéfinies. 

Or ce genre de transformation constitue précisément l'un des moyens 
de calcul des intégrales définies, qu'il nous restait à mentionner. Il 
a une véritable importance comme procédé d'invention, et les ana¬ 
lystes y ont eu très souvent recours; mais on conçoit que son emploi 
nécessite, en général, le contrôle d'autres méthodes plus démonstra¬ 
tives et plus sûres. H ne repose, en effet, par lui-méme, que sur une 
analogie parfois assez vague et sujette à erreur, comme le calcul des 
séries divergentes qu'utilisaient souvent aussi les géomètres du siècle 
dernier. On conçoit que des transformations effectuées soit sur ces 
séries, soit sur celles que forment l'infinité d'éléments imaginaires 
d'une intégrale de l’espèce dont U s'agit, gardent fréquemment cer¬ 
taines, traces de propriétés présentées par d'autres séries ou sommes 
d'éléments analogues, mais convergentes ou réelles, et puissent être, 
en quelque sorte, un fil conducteur, plus ou moins saisissable, pour 
découvrir ces propriétés, tout en n'éclairant pas l'esprit au point 
d'écarter complètement les chances d'erreur. 

Le surcroît désirable de lumière, en ce qui concerne un emploi 
régulier des imaginaires dans le calcul des intégrales définies, résul¬ 
terait d'une étude, faste au point de vue spécial considéré, des fonc¬ 
tions où l’on introduit le symbole \J — 1. Mais une telle étude, bien 
digne de tenter les efforts des géomètres, excéderait les limites de ce 
Cours, au but duquel elle se trouve presque entièrement étrangère, 
du moins dans l'état actuel de la Science* 



MOU K» DIVKItS DE CAJ.CUL PO VU CSHTAIXKH I.NÎJHIUAIK» PEFISUIU î 


&J2** — Calcul de certaines intégrales par le moyen d'équations 
différentielles qu'elles vérifient* 

Knfin, un procédé de calcul qu'il est indispensable de connaître et 
dont d’importants exemples seront donnés ultérieurement, consiste à 
différentiel* mie ou plusieurs fois l’intégrale définie proposée, par rap¬ 
port à un de ses paramètres, et à transformer les résultats de ces dif¬ 
férentiations de manière à mettre eu évidence, entre l'intégrale définie 
et une ou plusieurs de ses dérivées, quelque relation finie, assez 
simple pour pouvoir conduire à la forme de l'expression dd’imégrule 
en fonction de son paramétre, La connaissance de certaines valeurs 
particulières de celte expression ou de ses dérivées les moins élevées 
suffit ensuite pour déterminer les constantes cjui y figurent et pour 
achever, par conséqueut, de la rendre explicite. 

Soit, comme exemple, à évaluer l’intégrale f e~** cos 2 a 
que nous appellerons 1, et que nous supposerons connue seulement 
pour j^o, alors qu'elle se réduit à l’intégrale de Poisson, —. On 

reconnaît immédiatement, en y remplaçant le facteur cos2*x par son 
maximum absolu i, qu’elle est bien déterminée; car ses éléments cor¬ 
respondant aux grandes valeurs de x y ont une somme moindre que 

f e~**dx et, par conséquent, évanouissante lorsque ces valeurs 
croissent sans limite. Ayant ainsi posé 


(43) 


— j f-' ' i.'D<U 2 J‘ (/j’ t 


di lièrent ion s sous le signe / par rapport au paramètre s: ce qui, 
malgré la limite supérieure infinie de l’intégrale, donnera bien un ré¬ 
sultat déterminé et, par suite, exact (p. na - ); caria nouvelle fonc¬ 
tion sous le signe f obtenue sera, malgré la présence d’un facteur 
infiniment petite d’un ordre supérieur à tout nombre donné pour les 
valeurs de x croissantes, à cause de l’exponentielle <r l \ Il viendra 
donc, en effectuant finalement une intégration par parties évidente : 

j f/i /*« 

\ di “ " / ri / sina</<?-•** 

(44) < 
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Or, dan* lu dernier membre, le terme intégré» dont les deux facteurs 

c“* |,# ,siiia*«a‘ n’y dépassent jamais la valeur absolue 1, s'annule, avec 

f' - -* 1 , à la limite supérieure x et, avec situai*, à la limite inférieure 

zéro. Ainsi, ce terme ne donne rien, tandis que le suivant, évidein- 

/«• 

ment égal à — a* f t < “ x *cos2«.rrf,r» n’est autre que—«al. Telle 

t v 

est donc la valeur, bien finie et déterminée, de la dérivée de I; ce qui 
prouve la parfaite continuité de cette fonction I, puisqu’il en résulte In 

f/J 

relation dl=~~ aal rfa.Enfin,celle-ci,écrite 

montre que, si « s'éloigne peu à peu de zéro, le logarithme népérien 

<le 1, initialement égal à la quantité bien réelle log^> éprouvera, 

« 

d'un instant à l'autre, des variations, f/logl ~ -p» identiques à celles, 

</(•— a*), de la quantité initialement nulle — **, ou, en d'autres 
termes, que l'on aura constamment 


( 45 ) logl — lug î— = — a* = c’est-à-dire I — e~* a \ 

On voit comment l'équation différentielle obtenue, gï ~~ a al, a 

pu, en se combinant avec la connaissance que l'on avait déjà de la 
valeur de I pour a = o, conduire à la véritable expression générale 
(tel, trouvée autrement plus haut parla seconde formule (37) [p. i 3 i t ’|. 

Mais les équations différentielles qu'introduit l'application du pro¬ 
cédé ne se traitent pas toujours d'une manière aussi simple; et c'est 
pourquoi nous serons obligés de renvoyer d'autres exemples, utiles 
dans quelques applications physiques, après l'exposé de la théorie gé¬ 
nérale de ces sortes d'équations, à peu près indispensable 4 pour l’é¬ 
tude de celles qui sy présentent. 


A 



TRENTE ET UNIÈME LEÇON. 


EXPRESSIONS ASYMPTOTIQUES DE CERTAINES INTÉGRALES DÉFINIES 


ET USAGE DE CES EXPRESSIONS» 


333 *. - Premier exemple d'une expression asymptotique d'intégrale 
définie : cas de la fonction l\ ou formule de Stirling. 

Quand la valeur d’une intégrale définie, fonction d’un paramétre 
donné /<, n’admet pas de forme simple, il lui arrive cependant quel¬ 
quefois de tendre, à mesure que le paramétre grandit, vers une telle 
forme, qui finit par l’exprimer avec une approximation relative indé¬ 
finie. Une pareille expression, dont le rôle vis-à-vis de l’intégrale rap¬ 
pelle celui de l'asymptote par rapport à la branche infinie de courbe 
qui s’en approche, peut être appelée la forme asymptotique de l’in- 
tegrnle j et elle constitue souvent» comme on verra, un point de départ 
ou de repère précieux, pour évaluer ttnlégrale, même alors que sa 
variable n n’est plus très grande. 

Cherchons, en premier lieu, l’expression asymptotique de la fonc¬ 
tion culérienne f(««f i) = f x n e~ mX dx i où nous supposerons, par 

conséquent, n très élevé. La quantité ^«e^sous le signe/, ayant sa 
dérivée, (/* — x)x*~h>- x , de même signe que n grandifdepuis 
x — o jusqu a x r=/i, pour décroître au delà, et les éléments les plus 
forts de l'intégrale correspondent aux valeurs dc»r voisines de/i. Comme 
leur importance est capitale, il y a lieu de simplifier leur expression 

le plus possible ; ce que nous ferons en posant x = n 4- ylïut. Cette 
substitution de // à x donne, en efiet, 

1 ~ h u \/ n ) e î 

et, en y observant que, pour les petites valeurs absolues de u i /~j, le Li¬ 


fo 


ri a-,-!> = / 


a/i 


mu 

V . 
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«V 


Jt tt* 

nàme i + u i / - peut s’écrire c* " » , avec i de l'ordre de ~. 

/« 


a \/\ 

[d'après l'es.pression ~ + - ... de log + 

qui résulte du développement en série, (i i), delà page 78J. la nouvelle 

fonctiou sous le signe /’, ^i -f■ n l/" ) -«v'*", devient simpleinent 

c’est-u-dire e~ u \ sauf une erreur relative négligeable tant 
que w*$ ou resteront de petites fractions de l'imité» 

C’est ce qui a lieu même pour de grandes valeurs absolues de u % 
4 1 on a pris n suffisamment fort; et, par conséquent, dans l’intégrale 
figurant au second membre de (i), les principaux éléments , réduc** 
tibles a la forme ont, pour n assez grand, leur somme aussi 

peu différente que l’on veut de J <r' ,l du, ou du double, \fü, de l’in- 

têgrale de Poisson. Ce sont, par exemple, tous les éléments compris 

entre les deux limites « rrdty/iog/i, lesquelles, rendant Pexpres- 

s 

S * 0n ^ ± 9 laissent bien sa valeur absolue inférieure 

à toute petite fraction donnée, si n est assez grand, et néanmoins ré¬ 
duisent la fonction sous le signe /, ou, à fort peu près, e~"*, à la quan* 


tité insensible := 

n 


Il suit de la que celte fonction est au plus de l’ordre de i hors des 
—_ n 

limites « = ± y/jog« et que, par suite, tous les éléments compris, 

extérieurement à cesdernières t depuis tt limite inférieure 

de l'intégrale à calculer, jusqu’à la valeur ayant leur 

champ total inférieur à 3 / auront leur somme moindre que 

n ou c<esl “^t re négligeable* Et il en sera de même des 
autres éléments non encore évalués, dont le champ s’étend de 
a “a~ à l'infini; car, si on les intègre séparément de u = 




l'jo* i:xi'ltl-:*s|0\* ASVMI‘Ï0Tigt:K DK U FuSCTI»»* Vt HT SON IS.VOK 
à a 3 |/^j > puis de « ~ ^ a « j ~, t»lc\, le facteur 

-f u'atteindra pas dans le premier intervalle» ni . 3 " 

dans le second, ni G" dans le troisième, etc,; en sorte que la somme 
totale de ces éléments sera inférieure à l'expression immédiatement 


Intégrable, 


■*VÎ 


■»vS 


/■ ' * — , r y i _ , 

I <?-* * *» </« : - y* I e *« ï** f/ff * h ... -™-1 |» -4- j" C~ 3w -r (î« C ‘+« • ■ 

*.vi •.*= Va/< 

Or, dans le second membre de cette inégalité, obtenu en remplaçant 
par -hcc les limites supérieures des intégrales qui figurent au pro- 

inier, le rapport, ( - J > du /• -hi w,M< ' terme au décroît 

( A \ /| 

— 1 qu'au début. 

Donc ce second membre se trouve moindre que la progression par 

• i /a\*« r / 5 ./i / 3 ‘I 

quotient «— ( - j | i -h ( vq ) 4- ( 7“ J -h .., j , formée à partir 

du même premier terme, et d'une somme négligeable à cause de c > a. 

Ainsi, quand n est très grand, l'intégrale qui paraît au second 
membre de (i) tend à se réduire a ses éléments principaux, dont le 

champ s’étend entre les limites f/ = ±^log/4, et dont la somme con¬ 
verge vers \ f i m La formule (f) devient, par conséquent, en appelant 

\ r(i -h ê) la valeur exacte de l'intégrale ou t une quantité évanouis¬ 
sante, 




/«y* /— 

T(/i-h i) = ( ~ j vairon!-hsj; 


et Tou peut dire que la forme asymptotique de la fonction P(/i-hi) 

est \/2Tt« j > en ce sens du moins que le rapport de T(/i -h i) à 

cette expression très grande tend vers l'unité. 

Prenons les logarithme* népériens des deux membres; et il viendra 
comme formule asymptotique, exacte à la limite, de la fonction 
!ogP(/i~hi), 

t*5logPi// -~i i t= n log// — n H- logy ‘Àzn < pour n infini 


Lorsque, en particulier, la variable n est entière, )'(/* + () a la 
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valeur Le second membre fournit doue une expies si on 

approchée du logarithme du produit de 9 n premier» facteurs entiers à 
partir de 1, pourvu que leur nombre soit un peu grand. Ce second 
membre constitue alors lu partie principale d’une série semi-conver¬ 
gente célèbre, appelée formule de Stirling, qui permet d’obtenir avec 
une grande approximation le logarithme dont il s’agit, à la condition 
de n’v prendre que le nombre de termes convenable. 


33i*. — Expression indéfiniment approobée (bous forme de produit) qui 
résulte, pour toutes les valeurs de r(«), de la forme asymptotique 
de cette fonction. 


Connaissant maintenant l’(« 4 -i), ù une erreur relative prés éva¬ 
nouissante, pour toutes les valeurs très grandes de //, nous pourrons, 
par la formule l’(« 4- 1) ~/tr(/i), que nous avons déduite (p. 35 *) 
d’une intégration par parties, rattacher r(/t) non plus aux premières 
valeurs de cette fonction, comprises dans riiitervalle allant de n = o i\ 
n = J> procédé qui nous a réussi seulement pour les valeurs de n mul¬ 


tiples de mais bien aux dernières (si Ion peut ainsi dire), en ajou¬ 


tant successivement ù n un nombre indéfini d’unités au lieu d’en 
retrancher, 11 viendra de la sorte, pour !’(//), la suite d'expres¬ 
sions 


<4j Pi/m 


ri/1-1-11 __ V i n -- u ) 
n nui — n 


1 1 n “t p 11 

n 1 n 4- Jm n -r* *1 ) .771 n-*-p \* 


Supposons que, n étant une valeur positive quelconque delà va¬ 
riable, on lui ait ainsi ajoute un nombre très grand, p 4-1, d’unités, 
de manière à avoir, par In formule («), 


/ in -f* /I , —- 

l h/i + w- u^ (-—-—j ./>4- mu 4 - i> 

l 1) < , 

J //>.<"»/ /»'./'/ n\"*ï , ■■ 

( "U) V 7>) \'~p) 

Nous pourrons, dans le troisième membre, remplacer \ par la 
valeur | ? • • • ——- 1 que donne pour cette racine, avec une erreur 

13 ) 'l/^ — J 

relative négligeable, la formule de Wallis (t. I, p. *49* ) t et qui peut 
s écrire aussi I) autre part, ( 1 h— } tend ver» 

I , J. > . . . < Vl/> —• I I 1 ' /# • 

/ /Î4-- 

lim (i-f* — ) ou vers e' # , tandis que ( 14- ^ j * tend vers l’unité. 
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Donc» en appelante' une quantité évanouissante, comme î, pour/;in¬ 
fini, la formule ( 5 ) revient à 


( 6 ) 


ru 


.. ‘A(*{\ , ‘A *3 • ». il I t— i 

e u -- r_ (| — t' > 

•i/j — 11 * 


(c) " 3 .S,,— 

- />* ( & Y /ï( i+o. 

\ c? / J.5... ta/> — u r 


Or, si Ton avait simplement, dans cette formule, /* = o, son 
premier membre serait 1,3.3 .../?♦ et, son troisième membre, 

y/a(i L’égalité des deux membres dans 

ce cas particulier montre que, sauf erreur relative négligeable, 

(~ J 5-7-77-7-; V 2 vaut l’unité; et, par conséquent, la formule 


(6) peut encore s’écrire, en appelant % x une nouvelle quantité éva¬ 
nouissante, analogue à e ou à s'. 


(71 r(« +p+i)= r(/»4-i)/?*(M-si) = /j«o.a ,3 —/?)(!-+- «1 j. 

T ransportons enfin cette dernière valeur de r(# 4-/? 4- 1) dans ( 4 ), 
et il viendra, pour définir l'{n) comme limite d’une fonction algé¬ 
brique, 


( 8 ) 




ÿl 1 __ 3 3 _ 

/< yi -T -1 /a *-f- a « * 4 - 3 


• • « 
4 


/> 

// *r // 


< pour// infini). 


On remarquera que, dnnsiefactcur/j ' 1 du second membre, le très grand 
nombre entier p peut être accru d’une constante k quelconque sans 
changement du résultat limite; car remplacer p n par (p 4- k) n revient 

à multiplier par (S 4- == i 4- 4- ~ 4-..., expression 

tendant vers 1 pour/? infini. Si la formule ( 8 ) devait servir au calcul 


numérique de !'(/*), on choisirait naturellement k de manière que, p 
étant un entier donné, assez grand, mais fini, le second membre se 
trouvât déjà le plus prés possible de sa limite, ou fût le moins modifié 
possible par les changements de p en p 4* 1, en p h- a, etc. Or le chan¬ 
gement de p en /> 4 *i multiplie l'expression dont il s’agit, savoir 

-par JL± i 

n -t-p 1 ( p~rkf 


n 


H -4* 1 rt-rtl 


n 


p^r I 


facteur 


équivalent à (i + ^-L-) (n-j-—) ’> et qui aisé- 

ment développable, par un triple emploi de la formule du binôme, 
suivant les puissances des petites quantités 


k k 


p 4-1 /> - 4 * I /> *4* J 


> c'est- 



et son nmôi pou u ptiMoitm lkb rnorniKTBs dk cktte ponction, i 43* 
à-dire suivant les puissances négatives de /)-pi, devient la série 
1 *** * *•» ou ' S0U8 ^orme d’exponentielle (toujours 


ml 4*n~**j 


développable suivant les puissances de son exposant), e *'/ J +*J r 
Un changement ultérieur de /? 4 - i en /)-p a introduirait de même, à 

fort peu près, le nouveau facteur e ‘et uinsi de suite; en 


sorte que le résultat approché, 


/*•)« 


t 


’A 


n n 4 - i n h-îï 
besoin, pour devenir P(/i), d’ètre multiplié par 

mt+n-ttr) r I _1 

(* I 1 •/ , +1/* **" 


n 4 - p 


aurait 


•P- 


On devra donc, quand U faudra rendre ce facteur correctif aussi voisin 
que possible de l'imité, choisir k ^ t afin d'y réduire l'exposant 


de e i\ des termes de l'ordre de -- seulement. 

(/>•+-!)* 

Mais la relation plus simple ( 8 ), où 4 = o, est préférable comme 
formule théorique. On en déduit aisément les propriétés de r(«) déjà 
démontrées plus haut. En premier lieu, si l'on change n en n -P i dans 
le second membre, celui-ci gagne un facteur p au numérateur et un 
facteur n -p/)-p i au dénominateur, mais perd un facteur n au déno- 


minateur. Il vient donc r(/i p i) = /< F(/i) -— -> c'est-à-dire, en 

/I 4* p 4* I 

rendant p infini, r(w -p i) = /iF(/j), comme on le savait. En deuxième 
lieu, si l'on fait successivement /# = 1 et/* = £, le second membre de 


(B) se réduit, dans un cas, à 


n -p p 


fraction qui devient bien t'uni té 


, *)fp (\ i 4 >P 

u/i*4*1 \l 3 */i — I 

tité oh le produit entre parenthèses peut être, à la limite, remplacé 

par \!r.p y d'après la formule de Wallis; ce qui donne bien, finale¬ 
ment, y/?:. 

La formule ( 8 ) conduit encore, presque sans calculs, à une relation 
simple qui, dans l'intervalle compris de /i = oà/i-i, existe entre 
les valeurs de F correspondant aux valeurs de n équidistantes du mi¬ 
lieu de l'intervalle, et qui permettra, par suite, de déduire T, 


pour/; infini (*), et, dans l'autre cas, 


y quan- 


0) Ce second membre (8), rendu plus convergent parta substitution, à />*, 


de 


( 14-«Y 


j est alors exactement F(i) 



IÎV KU'UKSSluXS AHïMP’HuTMjUKH ÜR UUtTAfXi:* JXT&UtAM>ft DKPISM» : 

pour toute une moitié de l'intervalle, de ses videurs dans Poutre 
moitié. X cet effet, supposant n plus petit que i, multiplions le se- 
rond membre de (8) parce qu’il devient quand on y substitue i — n 
à «. Si nous associons tient û deux, dans le résultat, les facteurs p* % 
f* l ~* et i :± «, 9 ± p ± «, nous aurons 


r(#nt*ti — «) vr. tint (*- 1 

= Itui 


4 


/'* 


n i - - n 1 j — n* p*— n t\ n 4 .p 
i 


/ /<* > / n* \ i /<* . 


Or lu formule qui permet de décomposer un sinus en ses fac¬ 
teurs élémentaires (t. I, p. 27*) montre que le produit indéfini 


/ «* x { /i 1 -, 


égale Donc il vient, en définitive, 

îî 


fy» 




sti» nr. 


relation duc û Kuler et qui, pour // }, donne bien !'({■)* —«. 

1a» produit r(/t)l*(i — //), identique à —“■> exprime, d'a* 

prés la formule 0>G) de la page t îi3*, V intégrale eulérienne de première 
e>pece H(/i, i — h) ou f »r /, “ 1 (i — ./•)“" <U\ lisons, dans celle-ci, 

•* M 


( i'p 1 
i — jr = \ i -f- u n J 

, / lp* J.-i / r.“i i | 

d’où dr = - \i + w*/ «* et .< “\ i 4- u») tt « . ce q U j f a j t 

croître la nouvelle variable tt de zéro à l’infini pendant que ,r va de 

y.éro ù i. Nous aurons U («, i — « ) — ^ f «l I» relation (9), 

^ I -H ti n 

multipliée par /*, donnera la formule, remarquée également par Kuler, 


mu ( Pour /1 compris entre zéro et i) Ç 


du 


1 *■+• w i 


U Z 

sin hz 


four n égal à i et, ii plus forte raison, pour //> i, l’intégrale du 
premier membre, dont tous les éléments éloignés grandissent avec /*, 
est infinie. 
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/ 


* —* 


/( X ) <lx 
Coh w iT 


t\h* 


333 \ — Deuxième exemple : expressions asymptotiques de f ^^7 

et de f*£ 9Ug * 
c< 


col»"# 


» /**/*! rlf/jp 

Considérons, en deuxième Heu, l'intégrale / -■ dont le pa- 

ramètre positif n est supposé très élevé, et où /(#) désigne une fonc¬ 
tion continue, toujours finie, ou, au plus, de Tordre de coM# pour 
les grandes valeurs absolues de x , k étant un exposant positif donné, 
De part et d’autre de x-r o, le dénominateur coi»*# croîtra très ra¬ 
pidement, de sorte que les éléments principaux de l’intégrale corres¬ 
pondront aux petites valeurs absolues de x. 

Afin d’exprimer le plus simplement possible ces éléments princi- 

paux, réduisoos-jcoh#oui 4- — 7-77 -h... en prenant son lo~ 

ü it • j » ij 

garithme naturel, savoir 



à Texponentiellc e* * ", que nous pourrons écrire e* a ^ et , si $ dé¬ 
signe une petite quantité,de Tordre de#*. Les éléments dont il s’agit 

_?.*•* „" X tl n 

deviennent alors f{x)e 1 e * dx 9 et, tant que ~æ?* 6, qui est de 
Tordre de nx\ reste une très petite fraction de l’unité, ils sont ré- 


n 

—-•T*' 


duclibles à f{x)e * dx ou, sensiblement, vu la petitesse de 
à/(o)e * dx. Four y simplifier l’exponentielle, posons x~ a 1/ ~ 

^d’où dx^=: ~ duj 9 et iis deviendront /(o) ~ e~ u * du. Cette forme 


simplifiée, applicable tant que nx * ou ~ est une minime fraction de 

l’unité, subsiste,comme dans le calcul précédent de T(/t -r- j)[p, 139*], 
même quand u atteint les valeurs u = ±00 g n, déjà très éloignées 

de zéro; car alors -- n’est encore que la petite quantité f “?Y; et, 

n \ / 
par conséquent, pour n de plus en plus considérable, la somme des 


li. — II. Partie complementaire. 


10 



' 46 * EXPRESSION ASŸNProi. DES INTEGRALES DE LA PORJ1B /"Vi 

toit" y 

éléments principaux dont il s’agit tend ver» 



C’est dire qu’elle est très petite, mais seulement de l’ordre de- 1 -. 

Ur il est facile de voir que l’on n’obtieut qu’une quantité d’un ordre 
de petitesse supérieur eu ajoutant tous les autres éléments, oi» 

coh“«^-c-»"'*»» atteint au plus sa valeur, - environ, relative aux 

limites précédentes it ~.±:yîog/* embrassant les éléments regardés 
comme principaux. 

1 oui* le reconnaître, partageons le champ total de ces éléments en 
deux, dans Tun desquels, borné parles valeurs x db loga ~ zt 0,698..., 

on ait <?'•* ^2, tandis que, dans l’autre, étendu de ■—■ 00 à ~hoo en 
dehors des limites x v:: ±: loga, cP* dépassera a ( 1 ). Tous les éléments 
compris dans le premier, qui n’égale pas 2, et où le facleury^ic), in¬ 
dépendant de /t, ne dépasse pas une certaine grandeur, tandis que 

l’autre facteur sous le signe /, coli-**, y atteint a peine i, fourni¬ 
ront au plus une somme de 1 ordre de négligeable, par conséquent, 

en comparaison de la précédente. Quant aux éléments pour lesquels 4P* 
dépassé 2, la fonction coh«r ■ == supérieure à y 

donnera coh n *v <>. c ~n\fï *. et, d’autre part, f{x) y sera, par hypo¬ 
thèse, tout au plus comparable au produit d’un certain nombre M par 

l’exponentielle JP*. Ces éléments, pour l’un quelconque des deux 
intervalles allant soit de ^=ioga à * — co, soit de a) — - 00 
à — loga, auront donc une somme inférieure à 


M.a» / M . 

4 /...,.* n -- k L J -*~ l0 ** 


n~k 


n-k> 


et cette somme est encore, au plus, de l’ordre de l’inverse de n f c’est- 
à-dire négligeable. 

(») Comme on ne considère ordinairement que la valeur arithmétique ou posi¬ 
tive des radicaux réels, la notation * x* est employée ici pour désigner la valeur 
absolue de x y c’est-à-dire -f -x ou — a? suivant que x est positif ou négatif. 



KT BttJÏ t’WPUH 0AN8 LE UfcVRUH»p, EX ftëMX »E CE» 1NTÉUÏULKB. 

1! vient» en résumé, pour l'expression asymptotique cherchée de 
l'intégrale, 

/* w f (.?“ ) tfx . 7" 

({X) J 7o‘li«i*‘ T ^ Uünd " esl lrùs &*nàh 

Ou voit que, lorsque a croît de plus en plus, l'intégrale, tout en sc 
rapetissant, se concentre autour tic #rr: o. Si donc on lui assignait 
d'autres limites que ir oc, de manière à lui ôter une partie de ses 
éléments, sa valeur, pour n très grand, no changerait dans un rapport 
appréciable qu'à l'instant oit le rétrécissement de son champ, attei¬ 
gnant les valeurs de *v voisines de zéro, lui ferait perdre ses éléments 
principaux. Ainsi l'on pourra, par exemple, écrire 

zéro ( pour .r ■ ‘ o), 

r f\:r)rtr 1 

“>»"* ~~ (|ioura?>o). 


« —* 


W. — Développement en série, grâce à ces expressions asymptotiques, 

/ f'i ,• j f['f* 

quand f(x) est une fonction 

proportionnelle à sa dérivée seconde. 


Lorsque/(«r) est une fonction qui se reproduit, n un facteur con¬ 
stant près négatif ou positif zr/i*, par deux différentiations consécu¬ 
tives, des intégrations par parties ramènent aisément l'intégrale 


u J; 


l« ■" 


f( ,r ) ( h 
coh n x 


K 


9 


où l'exposant n du dénominateur est supposé positif, â une autre de 
même forme, mais avec son paramètre n accru de deux unités, et 
pur suite, de proche en proche, à une dernière, assez élevée 
pour admettre, avec une approximation relative indéfinie, l'expres¬ 
sion asymptotique ( 12). L'intégrale proposée J„ se trouve, de la sorte, 
développée finalement en une série, qui provient des termes détachés 
ou intégrés à chacune de. ces opérations, et en un résida ou terme 
complémentaire, contenant ce que l’intégration par parties et les 
dédoublements auront été impuissants à extraire ou u résoudre, mais 
qu'évaluera la formule asymptotique (la). 

Changeons, on effet, dans (t 3 ), n en n -f- 2, ou considérons 1*+*; et 
introdiiisons-y sous le signe f , a côté de/(# ), le facteur coh*a*—sihLzr, 
égal à ï. L'intégrale 1*+, sc dédoublera en deux, savoir I„ et 
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coW- 

• 'i" e lon P eut ecr,re f L ,-àr tl îarô* 0r 

cette dernière, intégrée par parties, donnera 


...L_ f 

n-,-i coh***# n-i-ij 

_ t /(ir) sîba? I rt 


coh*+*sr . ( * X 


n ^t euh*** a? n~i ' {/t - r \)h 


( f(x)il —-—; 
J 4 coh» œ 


et le dernier terme, traité do môme au moyen de l'intégration par 
parties, deviendra 


J r/lr) 

Çf*(T)dJc~ 

___!_r/*i*),,, i 

t/4 -t -\)n h eu h 1 * « ^ 

1 co h'*# 

(,/4 4-i)/< Lcoh«a? 4 rt J 


Ou aura donc, en definitive, a une constante arbitraire près, 

,,/) | _ » » fi -r ) «ih x-'~f\a: \ coh r n*±k* 

1 s euh* 4 *# * T * «(« -r-i) 

La constante arbitraire à ajouter au second membre sera même 
nulle si, comme nous l’admettrons, on prend — oo pour limite infé¬ 
rieure. Cor l'intégrale I„ étant alors supposée finie meme quand on la 
compte à partir de celte limite, il est entendu, par le fait me me, que 
/(;**)> lorsqu’il a la forme Asih(const. zii/cx) 4~Bcoh(const. ::zktc) et 
qu'il devient, par conséquent, infini, comme cohÂ\r, pour te ±:co,le 
devieut infiniment moins que le dénominateur coh"a?. Or, colia* se 
trouvant comparable à e* T * et coli*#, comparable à e"fi* ou à colins, 
il suit de là que le nombre positif k est alors inférieur à «, et que* 
dans (i4), le double terme intégré, oü/(*) et /(*) deviennent de 
l’ordre de cohÂ# pour <c très grand, tend vers zéro, comme si /(*) 
et /(*) étaient proportionnels à des sinus ou à des cosinus circulaires, 
vu le dénominateur coli***#, dont le rapport à un numéraleur J , 
/j/(^*)sih^H-/ , (^)coliÆ, de l’ordre de cohX^coho?, grandit sans 
limite. Ainsi, le second terme de la formule (i4) s’annulera pour 
te oo, comme le premier et le troisième affectés de I fl4 . s et I rt ; en 
sorte que la constante arbitraire à joindre au second membre se trou¬ 
vera bien réduite à zéro. 

Cette formule (i 4 ) serait propre à donner I„ +î si l n était connu. 
Mais, comme nous voulons ramener, au contraire, l n à „ il fout la 
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résoudre par rapport a l fl . Il vient 

[ /?/( y )sHi #-*-/'(#) coh r n(n— i) , 

\ t/t*r:Æ*jeoh <w * , ir "* «*:::/•* ##4 * > 


«W 


(lîi 


i 


colj-*<»a» </. /‘(a?)coh w jr /*(« i) , 

«»T 7 F ~“~lZr ^ « 7 ^ 1 * w 


Supposons, par exemple, que Von parte de a =r i et que Von emploie 
le second membre de (i 5 ); 1 , se dédoublera en deux termes, Vun, de 

forme finie, - -• loutre, égal u —I,. Puis 

celui-ci, par une application du même second membre de (i 5 ) faite 
en prenant n rr 3 , donnera pareillement un terme de forme finie, plus 

l'expressionr ~”73 l ^ e à Vinfini. Donc Ij se 

décomposera en une série, complétée par le terme en quelque sorte 
résiduel) que j'appellerai Tj, 

(10) 1 > “ l,m grTT» • • • 7*rTF ^ 

Or, d’après ( i a ), ï /l+1 v vaut, ou zéro, si la limite supérieure de l'in- 
tégralo est négative, ou/(o)^/ s * cclle ^ m * te est P os » live > el » 

d'autre part, ou, sensiblement, —peut, d'après la 

\ />-* t / r £ü 

V a 

i 3 ^5 n 

formule de Wallis (t. 1 , p. 29*), être remplacé par r. - 

Le terme T lf donné par (16), devient donc : i° zéro, si la limite supé¬ 
rieure de l’intégrale est négative, et, 

t:/(o) ï:/(o) 

. *f)' 


(<D T, = 7 


K)K)(-§) 


( coh “ ou cos 
A 


si la limite supérieure de l'intégrale est positive, la dernière expres¬ 
sion (17) résultant, comme on voit, de la précédente ( 17 ), en vertu des 
formules (L 1 , pp. 3 i* et *27*) qui donnent les facteurs du second 
degré d'un cosinus soit hyperbolique, soit naturel. 

Le résidu ou terme complémentaire Tj, qu'il faut, pour exprimer 
l'intégrale l t , joindre à la série obtenue, prend donc tout ù coup, après 
avoir, jusque-là, été nul, la valeur (17), à l'instant 0(1 Je champ de 
l’intégrale, compté à partir de # — — commence ù atteindre les 
valeurs positives de Comme l'intégrale I* constitue évidemment 
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Coh"# 

une fonction continue de su limite supérieure, c'est non pas elle, mais 
sa partie développée en série, qui présente une discontinuité pour 
— o et qui, à ce moment, sans perdre définitivement sa conver¬ 
gence, décroît brusquement de )a quantité (17). La question traitée 
offre donc l'exemple curieux d’une série convergente, qui, en deçà 
d'une certaine limite, représente une fonction continue, mais qui ne 
l'exprime plus au delà, si ce n’est à une constante près. 

Une fois 1, connu, 011 pourra, par la formule (i4), en déduirais, 
puis h, etc. 

On évaluerait de la mémo manière I s et puis I 4 , l 0 ,.. Le terme 
complémentaire, que j'appellerai T s , du développement de I*, serait 
évidemment, dans le cas d’une limite supérieure positive, 


*.3 -j.3 

4 r:: A* ~lti A* 


Mp- O 
P* A* 



En y remplaçant ou, sensiblement, i/ d'après la 


formule de Wallis, par 


meut 


a *x • 4 * » • p 

p -r- l | , 3 . ., yp — 4 ) 


♦ on trouverait successive- 


a* 


0 *) 


4 3: A* iür: A* 

A-T.f(o) 


P' 




l * (‘” t)(‘ * S) (* " fi)* • • ( sih T ou sin T) 

11 est évident que, sauf une complication plus grande des résultats, 
on obtiendrait de meme les valeurs de I„ correspondant ù des in¬ 
dices n fractionnaires. 

Toutes ces intégrales se simplifient quand leur limite supérieure 
devient infinie et que leur champ s'étend, par suite, dcarrr—.oc 
à x ~00. Alors, en effet, les termes déduits successivement du second 
de la formule (10) s'annulent, et la valeur de l'intégrale se réduit au 
terme résidu ou complémentaire T„, Les formules (17) et (18) donnent 
donc, notamment, 


/*«/( 0) 


Oü) 



f{*)dr 

Cüllvf 


)dr _ 
. coh*a? 


-/(o) 


(coll Y OU cos ^ j 

**/(») _ f 

Aï: . 1 er. \ ’ 

ou Slll — ) 


(sih ~ 
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l5l* 


formulas doubles, où les dénominateurs coh — et sih ~ doivent se 

a 2 

prendre quand/(#) est un sinus ou un cosinus circulaire, c'cst-ù-dire 
quanti / r (#) =r.— 4 */(#), tandis qu'il faut y employer les dénomina¬ 
teurs cos ^ et sin ~ , quand /(#) est composé de cosinus et de 


sinus hyperboliques, c'est-à-dire quand /"(#) k l f(ic) t On remar¬ 
quera que, pour k infiniment petit, les variations de/(#) deviennent 
négligeables, cette fonction ne différant pas de /(o) dans tous les élé¬ 
ments tant soit peu influents des deux intégrales (19), ou qui corres¬ 
pondent a des valeurs finies de #. D’ailleurs, les seconds membres 
de (ig) se réduisent alors à it/(o) et à 3/(0); en sorte qu'il vient, 
par la suppression du facteur commun/(#) ou/(o), 


(30) 


r dr 

eoh# 


■* <ix 
coli»jr ~ 

ac 


résultat dont le secoud avait déjà été donné à la page 68 [deuxieme 
formule (19)]. 

En vue d'une application ultérieure (u° 403 ') à l'intégration d’une 
équation différentielle importante, formons encore les expressions 

de 1, et de ~ l 3 , pour le cas où, c étant un certain paramètre, on a 


(ai) 


/(*') — soit sin (ko — A# i, soit si h (Âc — kxr, 
d’où 

/'(&) ^ soit — Acos( 4 *c — 4*#), soit ~ 4'Coh(4*c •— A#), 


et où les intégrations se font de #: — 00 à # — c. Dans le second terme 
de (i 5 ),/(#) et/'(#), où il faut poser# ~:c, deviennent respective¬ 
ment zéro et — 4’j ce qui réduit cette formule ( 1 5 ) à 


(ta) 


I/i 


_A__^ nl u -i \ 

(/1*. - À'* jcoh" c (h*-jz k % ) 


1 n-ti î 


et, vu que, d'ailleurs, pour#—o,/(#) devient, dans (i;),/(o)“-sin Ac 
ou sih 4c, on trouve aisément 

» »ip __ 4 , t*3_ _ 4 

t 1 — ( I ±:A* l )cohc *** (1 — k f ) (g:::A f )coh*c 

] i.a JM_ k _ 

(a3) * 1 ± /c* 9 r; A* (25 r- A*)coh*c “ ‘ ' 

1 m m'siuAc ou sih 4 c ) . 

I avec Tj — o pour c < o, et Tj « - - y~ - jppr pour c > o. 

I f coh —‘ on cos ) 

‘ \ a a / 
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l 5 .t* 

Enfin j J* s’obtient en faisant n -i dans lu relation (:Vi), qui donne 

a 

SI 14 /*! 

alors ^ -t —£ -- lu et en substituant û I, sa valeur (a 3 ). 

Si Ton appelle R le produit -y — T t , il vient 


i ) 


u i — r _ I,a t _i .ji 3.4 — * 

' k 3 9:-A* coh*c 9 diz k* ‘A r > :*•* À** coh«c 

i ,ii ‘i,'i (•xm — t jttt/n) i 
9 ::: X* a 5 tX* * * * { -a m - -1 ;*: *i k* euii*"*Vï v 

avec R - o, pourc * ; o, et 

I : : • X‘* / sinAc siliAc \ 


n i: *'A* / swAc sihXc \ 

Rr -'“A-(— 1 i m, —£ï)' 

\ co h — cos — / 
\ *a a / 


pourc > u. 


337*. — Troisième exemple : expressions asymptotiques 

tç « 

de f co$( rco$#)djc et de f siii* ,M a?cos(f cos»?)<Ar, ou /• désigne 
un paramétre qui grandit sans limite. 


Cherchons maintenant l'expression asymptotique d’intégrales, que 
nous appellerons, pour abréger, définies par la formule 

it 

(u5) y,„ T sin* w # co$(r cosar I dx\ 

t/o 

où ix m désigne un exposant entier pair, au moins égal ù zéro, et où r 
est un paramètre très grand en valeur absolue, que Ton peut supposer 
positif, car cos(/*cos#) reste le môme quand on change r en —r. 

Occupons-nous d’abord du cas le plus simple, celui où w = o. 
Alors, r étant d'ailleurs considérable, la fonction sous le signe /, 
cos(/*cos;r), est le cosinus d’un arc, rcoso?, qui décroît, d’abord très 
lentement et puis do plus en plus vite, de r i\ zéro, pendant que æ 

grandit de zéro a - * En effet, rcos# a sa dérivée, — /*sin^, crois- 

sanie (en valeur absolue) depuis zéro jusqu'à la limite très élevée /*. 
L’arc rcosa? variant ainsi de plus en plus rapidement, et, chaque fois 
qu’il décroît de is, son cosinus changeant simplement de signe, les élé¬ 
ments cos(/-cosa?)tArde l’intégrale constituent des groupes à signes al¬ 
ternés, dont le champ se rétrécit sans cesse presque jusqu’à zéro, et 
qui ont, par suite, leurs valeurs absolues totales de plus en plus 



OAB DI 


* f 

. i/o 


i f* ï 

cQ%(rcosx)dx et de / sln m a?L*os(/*ços^)</jp. 

*/o 


i53‘ 


faibles. L'intégrale forme donc une suite de termes alternativement 
positifs et négatifs, ou négatifs et positifs, décroissants à partir du 
second, sinon même « partir du premier; et Ton aura sa valeur, avec 
une erreur relative négligeable, par l'addition algébrique des premiers 
termes, pris en nombre suffisant pour que le dernier d’entre eux soit 
insensible comparativement à leur somme. Il y n lieu, par conséquent, 
d’évaluer avec soin ces termes priucipaux, dans lesquels x est très petit» 
A cet effet, observons que rcosa* pourra, au moyen du développe- 

ment de cos# en série, s’v écrire /* — —• 

7 ► A 


*A t <i « 4 


ou 




/• —( i £ ), si % désigne une quantité de l’ordre de petitesse de x* ; 

et, pour que cet arc, beaucoup plus vite variable que x dés que sa 
dérivée ( — rx -f- . , , ) est sensible, décroisse de ir, il faudra, passé Jes 
premiers groupes, que x grandisse d'une quantité, Ax*, dont le pro¬ 
duit par rx égale à fort peu près t:. On voit que, pour toute petite 

valeur assignée de cette quantité décroissante Acr, — environ, sera 

l* 3F 

déjà devenue très faible, au point de rendre négligeable, comparative¬ 
ment aux premiers, le groupe d'éléments qui l’aura pour champ, si le 
paramétre/* se trouve être assez considérable. Et alors l’expression /*#*, 
incomparablement moindre que rx f devient, elle-même, aussi grande 
que Ton veut, avant que le produit beaucoup plus faible rx* t, de 

l’ordre de /■#*“- soit une fraction sensible de -• Ainsi, pour 

r a 

/* assez grand, les groupes relativement négligeables d’éléments se 

présentent avant que l’arc décroissant /*cos.r, dont il s’agit de 


prendre le cosinus, ait cessé d’être réductible à r 


I*T 7 


malgré les 


/\r* 


grandes valeurs qu’y atteint et l’on peut, par suite, dans tous les 
éléments à évaluer, écrire 


cos ( r cos x ) = cos ^/* 


rx* 

2 


)- 


rr * . . rx* 

cos/*cos —* suir sin -—- 1 

2 % 


r • 2 » / 2 » 

En y posant finalement —- « 4 , ou x a 4 . y et d.v - ^ / - ////, 

ces éléments cos(rco$x)dx valent donc 


U 

^ y (cos/*(cos.-4- sin/*(sin. «*)</«), 



| 54 * EXPRESSIONS ASÏMpTOTIQUKS DK CERTAINES INTEOIUMJS DÉMKIKS ï 

el> vu que « y croît de zéro à des valeurs considérables (quond /• est 
assex grand), leur somme diffère, relativement, aussi peu qu’on veut 
de l’expression 


cos«*</«H-sin/‘ jf $intt*r/«^, 


qui égale »|/ ~(co 3/*-f- sin/*), d’après les formules (3a) de la der¬ 
nière Leçon (p. 127*), 11 vient donc, en définitive, pour l'expression 
asymptotique cherchée de l’intégrale ? 0 , 


(pour r très grand) 

(*>C) « J 

I fo o u j cos(/*coscrif/r — t .. -.=1 — cos | /•-] 

\ J 9 \ r * V u/* V 4/ 

Gela posé, il sera facile cle déduire successivement, par des diffé¬ 
rentiations en /*, fi» ?t» • • « > c i e ?o* La relation (25) diflerentiéo donne, 

en effet, 

» 

; K 

^ = “ J sin^flrcosir sin(/*cosa?)dLc 

, r\ . 

~ —- 1 sin(rcosa')dsin tm * vl ir t 

■2//t “ I 

ou bien, en intégrant lo dernier membre par parties, et en n’écrivant 
pas le terme intégré parce qu’il s'annule tant pour x = o, à raison du 

facteur sia*** 1 #, que pour x “ à raison du facteur sin(/*cos.r) : 

H 


Résolvons par rapport ü <s w+1 , et il viendra 

u n — i . 

/• <//• * 


t*7> 


<p«+| “ “* 
d'où 


/ i f/?o 3 <h t ■> 

‘ /* r//- r /• dr r <//* 


D'ailleurs, en évaluant la dérivée en rde l'expression asymptotique 
de 'f 0 donnée par le troisième membre de (26), on n’aura pas à diffé- 




3i« ,<rt a?cc$ (r cosarjdx. 
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«/p */q 


IJJ' 




_» <v 

rentier le petit facteur r *; ce qui n'introduirait, en effet, qu'un 

-I -i 

terme de l'ordre de r , négligeable à coté du terme où r *, non dif- 

férentié, parait; et, de même, en différentiant pour avoir ?j, puis 
<p* pour avoir ? 8 ,..., on pourra traiter comme des constantes les fac¬ 
teurs analogues. H viendra donc, successivement, 


< *a 8 ) ( pour r très grand ) 


ÿ‘=-;.\/^^ cos ('-?)’ 

1.3 / r d* f r. \ 

„&**('-V* 

!. 3. *î /¥ / i:\ 

r 3 \ »r</H CW \ 4/ 


Nous verrons plus loin (n a 41 U*), en étudiant certaines équations 
différentielles auxquelles satisfont les intégrales <p 0) <p,, <p ît ., M com¬ 
ment ces expressions asymptotiques (sïG) et (a8) peuvent servir de 
point de départ pour évaluer à très peu près les fonctions <ÿ ô , *t, 
ou d'autres analogues, dès que leur variable r atteint des valeurs un 
peu grandes. 


38 ‘. — Du calcul approché de* intégrales f c-** dx, f cos x*dx % 

*/0 

/ sin# s <Ar, quand elles différent modérément de ce qu'elles août 


pour u infini. 


En résumé, la connaissance de l'expression vers laquelle tendent 
les intégrales définies quand leurs paramétres grandissent sans li¬ 
mite conduit assez, fréquemment à des formules permettant de les 
évaluer dans des cas où ces paramètres ont des valeurs modérées, sinon 
quelconques. Or il en est parfois de même lorsque ce soûl non des 
paramètres, mais les limites de l'intégrale, qui jgrandissenl indéfini¬ 
ment en valeur absolue : la connaissance de l'intégrale, alors qu'elle 
atteint sa valeur en quelque sorte asymptotique, c’est-à-dire alors que 
sa limite variable est infinie, peut servir de point de départ à des pro¬ 
cédés plus ou moins approchés de calcul pour les cas où celle limite 
ne s'abaisse pas au-dessous d'une certaine grandeur. 


Soient, par exemple, les trois 


intégrales importantes 



e 


-a* 


(Lt, 




(«y 


/» h 

' / (eus#* ou 5ina?»)r/;r, 

o J 9 

X « /t« 

cosx**(ù.*, J smx*</x, qui, pour ur-y>, ont respectivement 

les valeurs' il/ - et il/-, il suffira évidemment d'obtenir ce 

qui leur manque pour atteindre ces voleurs, savoir les différences, 
que nous supposerons assez petites, exprimées par les intégrales 

J /** /tw r\ ao 

' e~ rt dœ f I cosx*dæ et / miæ i dæ t Or des intégrations par 

parties, où l’on prend e~ r *, sin# a et cosa? 1 pour facteurs intégrés, y 
conduisent aisément. L’on a, en efïet, 


( rV’V*.-- î i de-*' 

' a \ “• /« »4 

et, pareillement, 


... dx e~ M * i Ç 

<? x% “ v *=-/ r~ l 

** «« a / 




*•* 


Cio) 


i / cosr*^ 1 s= 

- f Ldslnx*^.- 

sinu* . j Ç 

* «4 

t 

« 7 J*i U * 

a u a J u 

f I SÎlia* 1 ^ rr 

— i f" * ±dco$r*^ 

cosu* i Ç 

*4 


Tu a J H 


<*r 

— 

w* 

dx 
x* 1 


D'ailleurs, en appliquant la même méthode de décomposition aux 
derniers termes de (39) et (3o), U vient 


c x'* 


•Z* 3,1 ** “ *«• *4 

; /** . , (/j- I /••*■■■■'• i , . cas u 1 3 r 

1 4 ** t.'r-K ** »“* 3 4 

/** , dr 1 r*~ 1 , . . sin«» 3 r • 

f cosx* —- — - / — </siii-r* — --- -i- - 1 si 

, 4 31 « 4 ». ^ *«* *4 

d’où, au lieu de (39) et (3o), 


i 

* «A 


«rW-i 

\au 


Hii 


1 > 

| , «.3 

r m tr ^dx 

a* «*; 

' ^ a* 

4 ^ 

cos u* 

1 .3 
a* 

- V 

/•* //ï 
( «“* 55 ’ 


f%\ n x’dx= C - nSUt '- 3 


au a*« s 


[.3 /** . 

/ sinjr*^ 
a* ** 



i:>V 
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Dans ces formules ( 6 i), les intégrales qui figurent aux derniers termes 
comportent encore le même genre de dédoublement» et ainsi de suite 
i\ l’infini. Seulement» ce dédoublement cessera d'être avantageux, 
quand la différentiation des facteurs à exposants négatifs croissants 
^“ s , œ - 7 , &~ 9 y ... aura fini par introduire, malgré la présence d’un 
nouveau dénominateur a à chaque intégration par parties, un coeffi¬ 
cient numérique i.3 ,5.7.9... assez grand pour rendre le dernier 
terme intégré supérieur à l’avant-dernier (abstraction faite des fac¬ 
teurs périodiques cos u % et sin«* dans la seconde et la troisième for¬ 
mule). Il faudra s’en tenir alors, comme valeur approximative cher¬ 
chée, à la somme de l'avant-dernicr terme dont il s’agit et de ceux 
qui le précèdent : ce qui n’entraînera qu’une erreur inférieure, en 
valeur absolue, au même terme, dans lequel on remplacerait les fac¬ 
teurs cosou sin//*, s'ils y figurent, par l’unité. 

En effet, l’intégrale définie terminant à chaque instant l’une quel¬ 
conque des trois formules, et qui constitue, en quelque sorte» son 
terme complémentaire, est plus faible que le terme précédent ou 
dernier alors intégré, quand on y met pour les facteurs périodiques 
cosm* et sin«* la valeur maxima i. Car ces deux termes résultent 
toujours, solidairement, de l'intégration par parties qu’exprime la 
triple formule» où K est un coefficient numérique approprié, 


(» 



ou cos#* ou sin#*) 

jpïW-'l ' ' 

ou cosu*, ou sina*) 

- f —j 


J *xzzv> 

f 1 

x=« 


(«*“**, OU cos#*, ou 


et l’on voit que le dernier terme, inférieur (en grandeur absolue) à ce 
qu’il devient quand on y remplace e~**, cos#*, sin#* par leurs plus 
fortes valeurs respectives e~“\ rhi, :fci, se trouve compris entre 
zéro et 


— K(e~ w \ ou 





i 


K * :1 ^ 

MiM+i 4 


C’est bien dire que le terme non intégré, que l’on négligera, n’atteint 
pas, en valeur absolue, le dernier terme intégré 


— K 


(e w< *. ou cos« â *ou sin «*) 
I îtm+\ 



j /iW /» Il 

f I (çosff* OU 

0 c/ Q 

dans lequel on remplacerait par j le facteur eos«* ou sin« f , s’il y pa¬ 
raît : il est clair de plus que» lorsqu’il s’agit de l’expression Ç e~ xi d&, 

*/ri 

l’erreur se trouve toujours de sigue contraire au dernier terme calculé. 
Plus u sera grand» et plus sera nombreuse» à raison des puissances 
ascendantes u iMH ' 1 figurant aux dénominateurs» la suite des tenues dé¬ 
croissants, en môme temps que ces termes seront plus petits. On ob¬ 
tiendra donc des valeurs pratiquement très exactes, si i* est considé¬ 
rable. Mais l’efFcctuation des calculs montre que les résultats déduits 
de deux, ou trois termes sont encore passablement approchés» même 
pour des valeurs de a assez peu supérieures à j. Et, quant à celles 
qui seraient moindres (c’est-à-dire peu supérieures ou meme infé- 

meures à l’unité), on y développerait les intégrales / e~ vt dx t 

« u 

..{ co5J,f '- r > f sin x*dx suivant les puissances non plus descen- 

liantes* mais ascendantes, de u t en intégrant indéfiniment par parties 
avec e~ xi , cos# s , sin#* pour facteurs non intégrés, ou, plus simple¬ 
ment encore, en remplaçant, sous le signe /’, les fonctions c~ x \ cosx*» 
sinx‘* par les séries bien connues» alors assez avantageuses pour le cal¬ 
cul numérique, 


JT* 

1 


& 
i *‘A 


,r* 

i — 
I ,‘A 


I 


r fl 

i.Z.Ü 


* • i 


et in lé grau i chaque terme. 
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339*. — Autre exemple : développement d'une fonction périodique finie 
quelconque suivant les cosinus et sinus affectés de la même périodi¬ 
cité; intégrale définie dont cette fonction représente l'expression 
asymptotique. 


Les intégrales définies dont nous avons jusqu'ici obtenu des expres¬ 
sions asymptotiques, c'est-à-dire indéfiniment approchées pour les 
valeurs assez, grandes de leur paramétre, avaient la somme de leurs 


éléments principaux évaluable au moyen désintégrâtes f 

*/ü 

/i » ptù 

! cos u*du et / shu^du. Or il en est d’autres, également réduc- 

*/U t/ô 


libies à des éléments principaux quand un paramètre n y croît indéfi¬ 
niment, où la somme de ces éléments se calcule par la formule 



-" y-- du = “> b étant un facteur positif (p, 119*). Et il y a lieu 


de nous y arrêter plus encore qu’aux précédentes; car elles doivent 
une importance exceptionnelle à cette particularité que, dépendant 
d’un second paramètre x, elles admettent, suivant les cas, pour l’ex¬ 
pression asymptotique dont il s’agit (relative à /*), telle fonction que 
l’on veut du paramètre x, du moins entre certaines limites. En d’autres 


termes, leur valeur pour n infini devient une fonction/(x) arbitraire 
dans un intervalle quelconque désigné d’avance; en sorte que leur 
emploi permet de donner à toutes les fonctions/(x) une forme ana¬ 


lytique commune, qui se trouve être avantageuse ou meme indispen¬ 
sable dans certains problèmes. 


On arrive à ces intégrales en essayant de décomposer toute /onc¬ 
tion périodique donnée /(x), affectée de la période quelconque ua, 
ou telle, que /(x -5- 20) — /(x), en termes proportionnels respecti¬ 


vement aux cosinus et sinus des multiples de l’arc - - ; qui croît de 
ait quand x croît de ad. 
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Soit donc/(#) une fonction finie et périodique de j?, pouvant, dans 
rintervulle d’une période 2 a, de x - - — a à pur exemple, 

recevoir des valeurs quelconques et présenter môme un nombre fini 
de discontinuités : toutefois, dans ce dernier cas, on convieut, pour 
que la fonction/( jf) ne cesse pas d’ôlre déterminée, de luiuttribuer 
une valeur égaie ù la moyenne arithmétique de sa valeur précédente 
et de la suivante, moyenne représentée par \[f{x — *) -r* $)], 

où % désigne un infiniment petit positif. 11 est naturel de chercher à 
exprimer cette fonction f(x) au moyen des fonctions les plus simples 
qui admettent la même période 2<t> c’est-à-dire au moyen des fonc- 


É . * ilt» 

lions A/cos- 

a 


n » l 7T X 

B/sin —> 


désignant un entier quelconque 

[qu’on peut supposer positif, sauf à changer le signe de B/] et À,-, B, 
étant deux coefficients constants. Ainsi, proposons-nous de dévelop¬ 
per/(#) en une série de la forme 


(‘J'J) J{X) --- ^ ^À/cos ~~ — B/üin ~~~\ y 

tzi 0 ' 


où les notations et i -- oo, inscrites au-dessous et au-dessus du 
signe de sommation E, signifient que les divers termes de la série se 
forment eu donnant successivement a i, dans l’expression qui suit, 
toutes les valeurs entières, depuis (et y compris) zéro jusqu’à 05, 

A cet effet, nous admettrons d'abord que le développement soit 
possible, ou que la fonction/(x) égale bien la somme limite d’une 
série convergente ordonnée suivant les cosinus et sinus indiqués; et 
nous déterminerons, dans celte hypothèse, les coefficients A h B/. 
Puis, connaissant de la sorte la forme précise de la série, nous démon¬ 
trerons qu’elle convient pour toute fonction périodique /(a* j. 

Le calcul de À/, B/ se fait par une méthode due, en principe, à 
Lagrange et à Euler, mais que l’on appelle méthode de Fourier, en 
souvenir du géomètre français (du commencement de ce siècle) qui 
en a montré les nombreuses applications à des séries très diverses 
employées dans la Physique mathématique et spécialement dans la 
Théorie analytique de la chaleur, créée par lui. On multiplie l’équa- 

• ^ # * 
tion ( 33 ) par cos dx ou par sin dx % et l’on intègre les deux 

membres dans toute l’étendue d’une période, de x — — a à x := -h a, 
en observant que le second membre de ( 33 ) peut être traité comme 
une somme d’un nombre fini de termes, vu que l’erreur commise sur 
ce second membre en l'arrêtant à un terme assez éloigné est aussi 
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petite qu'on veut elnedonnera, dans le résultat désintégrations, qu'un 

terme complémentaire inférieur, lui aussi, à toute erreur donnée. 

* • 

D'ailleurs, les produits d« terme quelconque Ây cos -f- 

* 

du second membre de ( 33 ) par eos et par sin «— sont, respecti¬ 
vement, 


V 

• 

00 $ 

( t — j ITT./- 

1 /.y \r. r 

-IBy 

I si „ <i 

-t'jiv-r 

- sin 

1 / - -y in | 

—■ -* "t" cos* 

a 

a 

L 

a 

- « J 

V 


< i -H / )ïî.r 

..r- SUI 

a 

U — y l«.r* 
a 

{•»/ 

r (t 

cos »— 

~/J~ f „ 
a 

- cos 

( I 

« ‘ 1 


et $e composent de termes proportionnels soit à des sinus qui ont 
leurs valeurs moyennes milles, soit u des cosinus nuis aussi en 
moyenne, si ce n'est quand iis se réduisent à l'unité ou qu'on 
a /±/= o, c’est-à-dire ou i~ j = o> ou, du moins, / = i. Or il est 
évident que tous ces termes, multipliés par dx et intégrés dons l'in¬ 
tervalle 2 a qui comprend une ou plusieurs de leurs périodes, donnent 
pour résultats les produits de 2 a par leurs valeurs moyennes. Il vient 
donc simplement : i° pour les valeurs de * qui différent de zéro, 



cos dx s-? a A/. 
a 



ir.x 

a 


dx = a B*; 


2° pour 1=0 ^ce qui annule le terme B/sin 

f f{x)dx- 11a A 0 . 


On voit que, grâce aux multiplicateurs choisis et aux intégrations 
elfectuées, (es diverses constantes à déterminer se sont séparées 
d'elles-mêmes les unes des autres; et l'on a ainsi, pour chacune, une 
équation qui la donne en particulier. Le même fait se produit dans 
toutes les séries analogues auxquelles s'applique le procédé d'élimina¬ 
tion de Fourier, qui consiste à choisir, toujours de même, pour multi¬ 
plicateur, le produit de la fonction figurant dans le terme dont on veut 
isoler et déterminer le coefficient, par l'élément du champ où existe 
la fonction développée, puis à intégrer le résultat dans toute l'étendue 
de ce champ; ce qui revient évidemment à le faire entre les limites 
d'une seule période, quand les mômes valeurs se représenteraient 
indéfiniment au dehors. 

Afin d'éviter plus loin une confusion qui serait à craindre, appe- 
B. — II. Partie complémentaire. 11 





iGi* SÉRIE TIUOOXQMÉTIttQUK PWXC1PAU5 OU DK POUU1KH: 

Ions î, dans les formules trouvées, la variable d'intégration, et posous, 
en conséquence, 

A» : f"M)A> 

* •—Il 


04 ) 


A n 

•'-il 

'J,/".. 


La formule ( 33 ) deviendra celle que Ton se proposait d'établir et qui 
s'appelle série de Fo(trier : 


(35 J 


/( „ i | 

" -rl J 

On la rend un peu plus symétrique en y introduisant les valeurs né¬ 
gatives de i, auxquelles on fait correspondre des termes de meme 
grandeur qu'aux valeurs positives. Comme le changement de i en — * 

♦ ♦ > * • I» 

f — j* | # lit J* • / # 

ne change rien aux produits cos-— cos — et sin sin i! 

suffit, pour cela, de partager chaque terme du second membre, sauf 
le premier oïi f = o et qu’il n’y a pas lieu de dédoubler, en deux par¬ 
ties égales, dont on attribue l'une à la valeur négative et l’autre a la 

valeur positive de /. Alors la formule ( 35 ), en y transportant d'ailleurs 

§ • 

sous les signes/les facteurs cos *-^et sin puis réduisant, de¬ 
vient 


« 


/=-*} 


lit elle peut encore se simplifier par l’introduction d’exponentielles 

Itt( %v — £ i f ( 

imaginaires. Ajoutons, en effet, au facteur cos —--—'*> ce qui lui 

_, ilt(Æ _£) 

inanque pour devenir e rt ,savoir y— t sin — -' j addition 
n'altérant pas le second membre, car elle revient u lui joindre l’ex- 

" y%tl irl T M 

pression ^ V I /($)sin ----- - d\, dont les termes pour/ 
positif et pour i négatif se neutralisent mutuellement à cause du 





I.VTKQIULK tlOXT EUK COXSÏ1TUK U'f» VAI.KÜW8 ASVMlTOTIQL'ES. a03* 

avec i, |j vient alors la forme 


changement de signe de sin ^ 


a 


suivante, due « Cauchy, et aussi concise que possible, de la série de 
Fourier : 


( 3 ;) 


t r“ 'TL*' * “T 

*'> T. 2 J /«"' * ' * 

_ —M 




i v (r "V ' r" ,> v 7 -!,, 

« * -« 


Mais revenons, pour la condenser en une intégrale déiinie unique, 
u la première forme, ( 35 ), qui est la plus utilisable immédiatement. 
Xe (oisons varier d'abord i, au second membre, que depuis la valeur i 
jusqu’à un nombre entier très grand n — i ; et, après avoir transporté 


sous les signes f les facteurs cos —■~ » sin —1 réduisons la somme ob» 

a a 

tenue d intégrales, prise» toutes entre les mêmes limites ±rn, à Fin* 
légrale, entre ces limites, de la somme de leurs différentielles. 

La formule ( 35 ) deviendra évidemment 

Vf “ # *1 

1 38)*/ iJf* lii» - f /(; ) » i-^ eus - I </; t' pour n infini )* 

c’est-à-dire, d’après Ja première formule de sommation (i3) de la 

page i 5 *, oîi il faudra faire /»•... ---——, 

a 

n /* |. I /*t J I , r ‘JS — I t TT • *• — ' ) 

3'J) /«■*■.» - I» 1 ' - / . ‘n(x-5j sm -^-- <l ,our « infini,. 

—•asin --i- 

y.c/ 

Kn résumé, si la fonction périodiquese trouve bien dévelop¬ 
pable, comme on l’admet, en une série procédant suivant les cosiuus 
et sinus d’arcs proportionnels à ;v et dont les périodes, de plus en 
plus courtes, soient des sous-multiples exacts de la sienne ant : i w le 
développement ne peut se faire que d’une seule manière, ses coefficients 
A/, Bf étant complètement déterminés par Jes formules (34); a° cette 
fonction y (x) constitue l’expression asyniptotique, ou relative à n in¬ 
fini, de l’intégrale qui figure dans le second membre de ( 3 g). De plus, 
comme celte intégrale n’est qu’une transformation de la série (35) ré¬ 
duite à un nombre quelconque (de plus en plus grand) de termes, il 
suffit i en y supposanty’(ç) une fonction périodique finie, quelconque 
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dans toute la période comprise entre les limites# r= :L u, de con¬ 
stater que /(#) en représente toujours l’expression asymptotique,, 
pour avoir établi, par le fait meme, la convergence, vers/(#), du 
second membre de ( 35 ), ù mesure que le nombre de termes y gran¬ 
dit, et pour avoir ainsi reconnu, duus tous les cas, la légitimité de la 
série de Fourier. 


3i0*. — Démonstration de la série de Fourier ou série trigouométrlque 
prinoipale, par le calcul de l’expression asymptotique d’intégrale qui 
la résume. 


Vous avons donc à chercher l’expression asymptotique, ou corres¬ 
pondant il n infini, de l’intégrale qui figure au second membre 
de ( 3 y). 

Comme la fonction sous le signe / n’y change pas quand# varie 
de an, nous pourrons admettre qu’on y ait réduit cette variable a ne 
pas sortir, plus que ?, de l'intervalle des deux limites Jza t outre 
lesquelles nous commencerons môme par la supposer comprise. Les 
dlètueu ta principaux seront, naturellement, ceux où le dénomina¬ 


teur asm aura plus petites valeurs et où, par suite, la dif¬ 


férence # — | se trouvera très voisine de zéro. Appelons u celte dif¬ 
férence et prenons-ia, au lieu de $, pour variable d’intégration, afin 
que les éléments principaux se rapportent, comme dans les exemples 
précédents (pp. i 38 *, et t 53 4 ), aux petites valeurs absolues 
de u . Mous aurons * = # — u, d% = — </</, et « décroîtra de # a 
u # — et pendant que ? croîtra de — a a H- a. L’intégrale dont il 
s’agit, second membre de ( 3 g), sera donc, après permutation des 
deux limites et changement corrélatif du signe, 


i«) ( 


|« - L,» ^ 

/(# — «) . <</<-- 1)77 « , ^ . 

*-sin- du (u évaluer pour n infini). 


x—«J < 


>. a sm 


tt 

à a 


•au 


Sans la présence, sous le signe /, du facteur —— » l’intégrale 


nu sm 


u 


exprimerait Paire comprise entre un axe des abscisses u et les an — a 
arceaux complets, accrus d’un fragment d’arceau à chaque extrémité, 
qu’offre en tout, de u a u # 4- n, la sinusoïde ayant pour 

ordonnée sin - « La surface partielle limitée par chaque ar¬ 
ceau est, en valeur absolue, comparable au produit de sa très petite 
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»6V 


hase 



par sa hauteur i ; de sorte que la somme de toutes ces 


surfaces serait finie, comparable à 2a, si on les prenait en valeur abso¬ 
lue. Mais, comme deux arceaux consécutifs ont leurs ordonnées égales 
chacune à chacune, également espacées et de signes contraires, ces 
aires, en très grand nombre, s'entre-détruisent deux à deux et ont leur 
somme algébrique incomparablement plus faible que leur somme 
absolue; car elle se réduit finalement à l’aire, nulle pour n infini, de 
quelques fragments d'arceau situés aux extrémités* 

Or il est aisé de voir en quoi le facteur modifie le résul- 

9. a sm — 

SIM 

tat. Ce facteur, oii/(.r — m) est toujours fini, no peut devenir infini 
que pour a ™ o, car lare ~ n’y varie qu'entre les limites ~ ^ 11, 

c est-u-dire, par hypothèse, dans une partie de l'inlervalle compris 
entre — t. et z (puisque nous supposons x d'une grandeur absolue 
moindre que a ). 

Faisons d'abord abstraction des valeurs de « très voisines de zéro* 
Four toutes les autres, le facteur dont il s’agit varie graduellement 
dans des intervalles comprenant un grand nombre d’arceaux de lu 
sinusoïde. Ses produits par les ordonnées de celle-ci ont donc leurs 
valeurs finies et à fort peu près pareilles, sauf le signe, pour deux 
arceaux consécutifs; de sorte que les aires de ces arceaux continuent 
à s'entre-détruire sensiblement et à donner une somme algébrique 
sans comparaison plus faible que leur somme arithmétique, c'est-à-dire 
s'annulant à la limite. 


11 ne subsiste dès lors que les éléments principaux, ceux dans les¬ 
quels « est très petit et compris, par exemple, entre deux limites ±p, 
aussi rapprochées que l'on veut, assez pour que l'on puisse, dans leur 

intervalle, remplacer siu j— par l'arc mais indépendantes de/*. 

Si l'on appelle * un infiniment petit positif, le facteur en question 

s'y réduit évidemment ù sLifJÏiil quand a est négatif, et à 

• TT « TZ tt 

2G sin — 

/*( '/* —- T | \ 

— — — quand u est positif. Ces éléments valent donc, en tout, 

!»(( 


/jCâl / ,r * u f IJ-» dit r . tu/t —dïîii du 

-f su,.. ..— - 1 - — - I si u —.—. —, 

~ «/_£ Ait U T. J o xa U 

ou bien, vu que la fonction sous le signe f est paire et que 
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/(•*■+ /(a?~i) égale toujours a/(#), 


Ma) 


'i/t-n f ! * . <•*«.- 
J — i si ti - 

~ < L * 


I irw du 
AU U 


Or, lorsque n est suffisamment grand, on peut remplacer lu limite su¬ 
périeure ja par l’infini. En effet, on n’ajuute ainsi à l’intégrale (/p<) que 
les aires d'arceaux de sinusoïde analogues à ceux dont il vient d’étre 
parlé, aires, très petites et u signes alternés, qui seront ici lentement 
décroissantes d un arceau complet au suivant à cause du dénominateur 
u de plus en plus fort, et dont, par conséquent, la somme, toujours 
moindre qu‘un seul des termes, sera négligeable. La valeur limite de l’ex- 

pression ( 'ta) est donc * f -p f* sia du ou simplement,/(x), 

d’après la formule (17) de la page 1 jy*; ce qu’il fallait démontrer. 

Jetons enfin un coup d’oeil sur le cas où la variable#, au lieu d être, 
comme nous l'admettions, comprise entre les limites -aet + « de 
la période considérée, atteint l'une de ces limites, a par exemple. 
Alors la nouvelle variable d’intégration — - décroît 

de 2a à zéro dans le second membre de (89); et les éléments princi¬ 
paux de l’intégrale, qui correspondent aux petites valeurs de sin —> 

■à a 

se trouvent situés, les uns, encore dans le voisinage de la limite a -_v <>, 
mais seulement du côté des « positifs, où /(a — a) peut s’écrire 
/(a — s), les autres, dans le voisinage de la seconde limite u z-: 'ia t 
où /{a —a) prend de môme la forme /(r/ — 2a 4» t), équivalente 

» /(«*+* et où d'ailleurs, en posant a — n a r. •/, sin—, égal à 

AU ° 


ÎÎC 

sia «’ -j est réductible à 

AU 


vv 


ua La somme des éléments princi¬ 
paux se compose donc encore, comme (4i)i de deux parties, dont 
l’une n la forme du second terme de (4i) et dont l’autre, destinée à 
remplacer le premier terme de (4*)> est 


ou bien 


fia *4- £ 1 r u . < a /1 — 1 )zn du 
- „ 1 $ui-- 

~ Jtit-y. Àf * *' 


f\ r/ - 1 - 1) r , (\ah — i)r<‘ do 

-.- I sm-- — — 

~ J u AU V 


On voit que celle-ci revient exactement au premier terme de ( 4 *)* 
Par suite, le second membre de ( 3 g) n’exprime pas moins la fonction 
/(#) aux limites a? = ±. a d’une période, qu’entre ces limites. 
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3U** — Séries trigonométriques dérivées de celle de Pourier et procé¬ 
dant, les unes! suivant les sinus» les autres» suivant les oosinuB, des 
multiples ou quelconques, ou impairs» d*un arc. 

La formule ( 35 ) en comprend quatre autres souvent utiles. Les deux 
premières s’obtiennent eu concevant que la fonction f{x) soit ou im¬ 
paire, ou paire, c’est-à-dire telle, qu’on ait/(■—#) * * /(.r); ce qui 
n’üiupéclie pas de lui attribuer des valeurs quelconques entre les 
limites oc -. 0 et x - a. 

Si /(— x) “■ — /{#), les expressions ( 34 ) de A y et de A f sont nulles, 
vu que, sous les signes /, les éléments correspondant à deux valeurs 
égales et contraires de £ se détruisent. Quant aux éléments analogues 
de l’expression de B/, ils sont égaux et s’ajoutent. Il vient donc pour 
/(a*) le développement, dû à Lagrange, 

(O J 

(St 


I 


/. ; I Si., ijp d \. 


développement constituant la première série trigonométrique qui ait 
été connue. 

Si, au contraire,/(— x)—/(#), c’est l’expression ( 34 ) de B/ qui 
s’annule, et ce sont celles de À 0 , À/ qu’on peut ne prendre qu’entre les 
limites zéro et a, sauf à doubler les résultats, On trouve 


<M) 





) cos 


a " 


relation due u Euler. 

Les deux dernières formules cherchées se déduisent de ( 43 ) et 
de (44)» en supposant que la fonction f{x) reçoive, ù pareille distance 
des deux limites 0 et a, des valeurs égales et de meme signe dans la 
formule ( 43 ), égales et de signes contraires dans la formule ( 44 )» c’est- 
à-dire en posant respectivement /(a x) ■ /(#). Alors, aux se¬ 
conds membres de ( 43 ) et ( 44 )» les termes pour lesquels * est pair 

f*r* 

s’annulent, vu que les éléments respectifs d’intégrale/(î)sin — d\ y 

et 

• > 

£ Tt ^ 

/(£ ) cos ~- correspondant à deux valeurs de Ç également distantes 

de zéro el a, t'y détruisent. 

Au contraire, ces deux éléments s’ajoutent et sont égaux pour i 
impair. Si, afin d’abréger, on appelle b la moitié de a, la fonction 
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y*(4*), complètement arbitraire depuis x jusqu’à xznb y compor¬ 
te ro ainsi; entre ces limites, les deux expressions 


<45) 





'AV* f *l -*■ l >r;r 

s 2 s,u “ 


>.b 


f 


f. . ( UI *4~ I)tt$ », 

klCÉftt .. . ’ y/? 


i-O 






On passerait d’ailleurs de l'une de ces formules à l'autre, par le chan* 
gement de x en b~æ t puis par ceux de \ eu b— Ç et de f{b — r) 

en/U*). 


312*. — Formule de Fourier, permettant de donner à une fonction arbi¬ 
traire la forme d’une intégrale double à élément trîgonométrique. 

Enfin l’équation (38)[p # iG3‘] conduit à une relation importante dont 
nous verrons plus loin l’usage (XL1X* Leçon), la formule de Fourier , 
en faisant grandir indéfiniment la période iu/j ce qui permet de sup¬ 
poser arbitraire la fonction f{x) depuis — » jusqu'à xzzioc. 
Alors, quand on passe d’un terme de la série 2 au terme suivant, 

I expression — > que Ton peut appeler «, croît de la très petite quan¬ 
tité “» qui devient, ù la limite, une différentielle </*; en sorte 

qu’il semble permis de remplacer, dans (38), le facteur i par —> 
puis d'introduire c/a sous le signe f et de transformer la somme S eu 


une intégrale prise de a:.--o à ce - —11 vient donc, sauf vérifica¬ 
tion ultérieure, 

( /(ar)r=lim“ f f{\)d\ f cüsa(# — \)do. (pour» infini positifj, 

*•*/ « «'y 

ou bien, en changeant l'ordre dégroupement des éléments sans en in¬ 
troduire ni supprimer aucun, 

( |f> bt$) J \x) “ lim d% J /(£) cos«(#—£)</* (pour a infini positif 

Cette formule n'offrant pas à l’esprit, par suite de la disparition, a 
l'infini, de la période a«, un sens aussi net que les séries précédentes, 
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il est bon d’eu fixer la portée par une démonstration directe. Effec¬ 
tuons, dans le second membre de (40), l'intégration par rapport à a, 
en n*y supposant pas encore injitiïe la limite supérieure a. Ce second 

membre devient - f* /({) r/î, ou, si Ton continue ù poser 


< 47 ) 


i Ç* /(r — «) 


sîn « u du. 


Le nombre a étant très grand, on peut appliquer à cette expression 
(47) la discussion faite au n° 3 W (p. i 6 V) sur l’expression ( 4 o), ù 

cela près qu’ici le facteur ~———- remplace le facteur plus complexe 
fÀ^ U J . Qu reconnaît de la sorte que les éléments de l'intégrale 


'i«sin 


ira 

a« 


correspondant aux très petites valeurs absolues de u rendent à eux 
seuls, pour * infini, l'expression ( 47 ) égal* 3 à/(#). Comme d’ailleurs, 
d’après ce que l’on a vu au même endroit, tout groupe d’autres élé¬ 
ments, dont le cliamp comprend un intervalle fini quelconque, ne donne 
qu’un total nul à la limite, il faudra et il suffira, pour l'exactitude de 
la formule (46), que les éléments de l’intégrale (47) correspondant 
aux très grandes valeurs absolues de u soient eux-mêmes négli¬ 
geables. 

C’est ce qui arrivera, par exemple, si la fonction/est continue pour 
les très grandes valeurs absolues de sa variable et, de plus, telle, que, 

rfc// y croissant sans limite, l’expression —--—- ou s’annule, ou 

tende vers zéro en finissant par conserver son signe, Alors, en efiet, 
les éléments considérés de l’intégrale (4?) se trouvent groupés de 
manière à représenter des aires alternativement positives et négatives, 
toutes fort petites, et qui décroissent de l’une à l’autre à mesure que u 
marche vers h-ooou vers — co, Ces aires ont donc leur somme algé¬ 
brique moindre que la première d’entre elles, nulle pour a infini, et 
la formule (46) est bien exacte. 

Mais il importe d’observer que celle formule de Fourier, si on 
l’écrit, comme il arrive souvent, 


( 48 ) 


/(*) ^ I C ch. C /<*;cosaU • £)</*, 

a/u v a* 


a pour second membre une intégrale devant en partie sa convergence. 
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sa valeur finie et déterminée, à l’ordre dans lequel se succèdent ses 
éléments (ordre qui y règle la proportion des éléments positifs aux 
éléments négatif»), et non à leur seule petitesse absolue; de sorte qu'il 
faudra ne la transformer qu’avec de minutieuses précautions et en 
vérifiant dans chaque cas si l'on n’altère pas sa valeur. 11 faut se sou¬ 
venir que, d’après la démonstration précédente, la limite supérieure 
de l’intégration en z est supposée indépendante de ?; de plus, elle ne 
doit devenir infinie qu’à lu fin des calculs, quoique l’intégration en « 
ait été effectuée lu première. Heureusement, ces précautions devien¬ 
nent inutiles quand la nature de la question introduit (comme 011 
verra dans lu XLIX* Leçon) sous les deux signes /, avec une variable 
indépendante distincte de une exponentielle décroissante assurant 
la convergence dès que cette autre variable reçoit les valeurs qu’on 
veut lui attribuer. 


313*. — Exemples : développement de quelques fonctions simples, entre 
les limites zéro et r, en séries procédant suivant les sinus ou les 
oosinus des multiples de la variable ; remarque sur les séries trigono- 
métriques non susceptibles d'être différent!éeB; sommation de séries 
numériques importantes. 


Pour donner deux exemples très simples de l’emploi des séries tri— 
gonométriques, développons par la formule de Lagrange, ( 43 ) [p. 167*], 
entre les limites zéro et r, ou plutôt eet r .— s, les deux fonctions les plus 

simples possibles, savoir/(#)r: la quantité constante |et /(x) :. .: Fax* 

tv ,‘»ï 

pression du premier degré L’intégrale / /(E)sxn~</{sera,dans 

** *-'o ^ 

le premier cas, 





rr 1 — cosfr 

4 i 


c’est-à-dire A ou zéro suivant que 1 se trouvera impair ou pair, et, 
dans le second en s, 


ru 

» 


siu i\ <f\ * • ( - 


; cos*J 


'M 


r cos ir. 

21 * /,, Î 7 9 


— A pour i pair. 


c’est-à-dire A pour i impair et 





DlFFlOUtTKS CfUR WUtSKNTE LCVR DfPPÉIlKXmTIOX. j;i 

Il vient doue, vu qu’ici a r- n : i#d’une port, 

. , , . , it sina? Jîin3jr »ur3a* 

( 4 y) (îleam» - ----— -s- ? --- .... 

4 * d 5 

généralisation de la formule de Leibnitz 7 =-- 7 . (p. 8 o), 

qu'elle donne pour jrrr:~; et, 9° d'autre part» 

m 

, . ,/• si»;** du >.x <în 3 ./* 

( JO » 1 fie JT : ' O U U* ” t: — 5 I — s-r -- —-* H--- • 

U I « J 

ou, plus simplement, en reiriplaçant cette dernière relation par sa dif¬ 
férence, terme a terme, d'avec (19), 


( j1 .1 (de t - % a :v t; — ï i , 


rr jr* «în ■«.# «in 4 ./* du fi J" 


1 * 


(i . “ 


On remarquera que, dans ces formules, les séries des seconds mem¬ 
bres tendent vers les premiers membres lorsqu'on y prend de plus en 
plus de termes, sans que leurs dérivées, 


cus-r- eus J.* 4 * cos 


cosr — cosu./' cos ‘J r - .... etc.. 


convergent vers aucune limite, les termes ne s'v approchant pas de 
zéro. Il arrive donc aux séries trigouomélriques, meme dans des 
cas très simples, de ne pouvoir être diflërenliées ; et, cela, comme ou 
a vu dès le n° 13 * (l. I, p, a*), à cause de la variation trop rapide de 
leurs petits termes de plus en plus éloignés. On peut dire alors que les 


T. r 


fonctions développées ~ » - - .... ont , comme il est évident, des déri¬ 
vées, o, “» ..., mais que leurs expressions en série n*en ont pas , 

faute d'une variation assez graduelle; et cette circonstance consti¬ 
tue, malheureusement, un grave défaut des développements dont il 
s'agit, comme, en général, d'autres séries, quelles qu'elles fussent 
d'ailleurs, qui procéderaient de meme suivant des termes affecté;* 
d'ondulations se raccourcissant trop vite d'un terme à l'autre. Aussi, 
dans les questions où le rôle des dérivées sera essentiel, devra-t~on 
regarder comme insuffisante une solution constituée pîir des séries 
pareilles; puisque, quel que soit le nombre de leurs termes qu'on y 
utilisera pour le calcul numérique, les dérivées qu'elles donneront 
n'auront, pour ainsi dire, rien de commun (sauf en moyenne) avec 
celles que l'on se propose d'obtenir. 

Mais revenons a ( 49 ), le premier des développements trouvés ci- 
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dessus, pour eu déduire d’autres séries trigonométriques plus faci¬ 
lement, à certains égards, que par l’emploi direct des formules du 
» a 3 M*. A cet effet, roultipHons-v chaque terme par dx et intégrons-iû 
depuis *' m o jusqu'à une limiteu* inférieure ou égale ù «. Nous aurons 

<5*0 (detr«oùæ^T:) S£«ir£21£ + irJï!2f+i=®«5£^ 
et, en faisant a- ~ H, de manière à annuler cos,r, cos 3 jt, ..., 


(53) 


JL £ 

V i* 3* 


d’où enfin, retranchant ( 5 a) de ( 53 ), on tirera 

(Vf i (de :v :•= o à r — iî) - r ) ~ --£Sî 2 î ^ 

7 4 \a y 1* 1* ^ - 

Or multiplions de même cette dernière parrf.c, et intégrons encore 
chaque terme à partir de x ~:o. 11 viendra 

(55, (der-où*-s) Ï(*r-a*,-.îi!£-.!i!l2£ ._*L*£a.. 

7 8 |3 ‘p 53 ' 

relation analogue « celle doù l'on est parti, (4g)> et qui, en y posant 

de même x — donne 
a 


(50) 


nj __ J_1 ^ 

3 a 1 3 3 3 ~0 5 


D'ailleurs, une nouvelle multiplication de (55) par <lx, suivie d’une 
intégration effectuée sur chaque terme à partir de o, amène la 
formule, rappelant (5a). 

» (Ue r =s o à 2* -- ) 

(5/j î tt /TTar* jr^N t—cos 

(«= - ' + 


1 — Cüs J<r 1 *— cos 5 x 


V 


■w 


d où 1 hypothèse .*■ — ~ déduira la relation, analogue à (53), 
( 58 ) 


I ! I 

yO ~ 1* 3 * ? 


Et, si Ion retranche (07) de ( 58 ), il vient encore, pareillement 
» ( 54 ), 


(de 


i=0à^ K , !(*!_£*î „ £^£^ 

' 8 \ia a 3 / iv ^ 


cos'ix cosSt 
3» + ~ÏT* + 


3 * 
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En continuant de môme» on voil ijue la série d’où Ton est parti, 

!îiü +. üüilî a-..., égale à - entre les limites o et v, conduit, 
t J »! 

entre les mêmes limites, ù des expressions finies, rationnelles et en» 
Itères (en x) des séries trigonométriques rentrant dans cliacttn des 

deux types ~ ^ ^ -*-•••{ «» q“ *1 e« 

résulte l’égalité, au produit de facteurs commetmt râbles par n in ou 
par r*' 14 * 1 , des séries numériques respectives 


( 5 9 bis ) 7 h ‘ 


1 1 . 1 , 1 I I 

ji/1 ' ' pu pn ' • • u |g/i+l "" ji/H i “* 5*« -é-1 * ‘ ’ 


@ « TC 

dont la seconde n’est autre, pour n -- o, que l’expression de 7 trouvée 
par Leibnitz» 

Un raisonnement liés simple, exposé, pour le cas dans le 

n° 22* (t. I, p. 28*) où nous avions déjà obtenu d’une autre manière 
la formule ( 53 ), ramène d’ailleurs la série, que j’appellerai S //i} formée 
par les puissances d’un certain degré ni des inverses des entiers 1, 2, 
3,,.à la série que composent les puissances analogues des inverses 
des seuls impairs 1, 3 , 5 , »... Ce raisonnement consiste à dire que 
Ton a 


s '«=(ïïl' h ~ { "iï 


S 1 

"* \ J«< ‘ 3«« / 


et, par suite, 


s _ 

4 -IM — - 


/ 1 I I 

- | — — -1- 

1 \ !"< V» ô' 


5 h* ‘ 


Il viendra donc, en particulier, pour ni = a et m r= 4, vu les formules 
( 53 ) et ( 58 ), 


1 _ 1 2. _ & 

ï» J + 3* ^-G * 


1 l 1 

-t -i- r H“ TT -r* «.. 

t* •>.* I* 


Les sommes des séries numériques remarquables (61), (09 bis) ont 
été, en premier lieu, déduites (plus ou moins directement) par Euler 
de la décomposition de sin# et cos# en facteurs, qu’il avait lui-même 
découverte et qui rend évidente (t. 1, p. 27*) la plus utile de ces 
sommes, savoir, la première (61), relative aux inverses des carrés 
entiers. 
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:ifi\ — Des séries trigonométrigues, doubles ou triples, que donne le 
développement des foliotions de point dons un espece à deux ou trois 
dimensions constantes, et des intégrales soit quadruples, soit sextuples, 
auxquelles conduit alors la formule de Fourier, quand oet espace est 
indéfini en tous sens. 

Une fonction de plusieurs variables #, y ,..périodique par rap¬ 
port à chacune d'elles» peut se développer, si Ton ny considère d’abord 
que *r, eu une sérié procédant suivant les cosinus ou les sinus d'arcs 
proportionnels à *r, avec clés coefficients exprimés, comme le montrent 
les formules ( 3 o), (*j 3 ), etc., par des intégrales définies simples, ayant 
la variable d'intégration que nous appelons * et, sous le signe /, le 
facteur J (£» y y Or, dans chaque terme de celte série, développons 
de même le facteur,/(s, J',...) suivant les cosinus ou les sinus d'arcs 
proportionnels i\ y f qui s'y trouveront affectés, en coefficient, d'inlé- 
grales définies simples prises, entre des limites constantes, par rnp- 
poit à une nouvelle variable d'intégration r, et oii la fonction f aura 
la forme/(r„ ...). L intégrale en \ considérée se décomposera donc 
en une inimité d intégrales doubles, d'oii sortiront, pour passer à côté 
du cosinus ou sinus fonction de# qui la multiplie, les facteurs cosinus 
ou sinus fonctions analogues de r; et, chaque teriuedcla série primi¬ 
tive étant devenu lui-même une série, la fonction/(.r, >%„.) sera expri¬ 
mée nu moyen d’une série double dont les coefficients contiendront 
sous leurs deux signes / le facteur/(î, w). S'il y a une troisième 
\ntiable *►, ce facteur y*(;, r # , 5) se développera encore en une série tri- 
gonométrique suivant les cosinus ou sinus d’arcs proportionnels à z : 
la fonction /(a-, y , z) deviendra donc une série triple. \ii ainsi de suite. 

îsoit, par exemple, a 7 b y c désignant trois droites de longueur con- 
Ilue > 5 ) une fonction de point arbitrairement donnée, dans 

l'angle des coordonnées positives, de à x~a } de y~o 

a i bj enfin de z ~~ o à z - - c, c’est-à-dire dans une étendue de 
dimensions constantes (ou comprise entre limites parallèles); et sup¬ 
posons qu’on veuille la développer par la formule de Lagrange ($3) 
[p. 167*]. Trois applications de celle-ci donneront, en appelant ï la 
troisième variable d’intégration introduite, et /, y, k trois entiers in¬ 
dépendants qui recevront successivement toutes les valeurs positives, 


A** y**) 


8 


(fia) 


t=i /=:! 


J r v-t> 

* x J c Al »■> ï) si" V- si" JJ r si 


V» 
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Si c’est dans tout l'espace ou plan, ou solide, que In fonction de 
point/(x,/), ou/(x,/,:?), esl donnée, il faudra recourir à la for¬ 
mule de Fourier (40 bis) [p. iG8*], et, en appelant jî, ? des variables 
d’intégration analogues à «, comme r () t le sont h il viendra, par la 
même méthode : 


/(a*»T) ?rï ff f f — $)cosjl(^ */,)</{///„ 

/(*>?> 3) -- Jifff dtd^df 

*• i' * ' t f 


y) 


X f f f A\< r « Ç)cos«(T -I)cos30' — )COSY( 3 - ï)</f</»X- 

—-— - îC 


La formule de Fourier décompose donc, d’une manière régulière 
(mois sous les réserves exprimées au n° Î 142 *, p. 170*), une fonction 
/(#), ou/(æ, y), ou /(a*,/, 5 ), ..., arbitrairement donnée dans tout 
l’espace, en éléments d’une forme déterminée très simple, qui est 
celle d’un produit de cosinus dont les arcs dépendent, chacun, d’une 
seule variable, x, ou j, ou 3, ..et en sont des fonctions linéaires. 
Nous verrons dans la Leçon XLIX quelle peut être Futilité d’un tel 
mode de décomposition. 




DE (/EMPLOI DES INTÉGRALES DÉFINIES, POUR EXPRIMER DES FOXC- 
TIONS ÉCHAPPANT GÉNÉRALEMENT AUX AUTRES MODES DE REPRÉ¬ 
SENTATION FOURNIS PAR L'ANALYSE î INTÉGRALES POURVUES, SOUS 
LES SIGNES /, DE FONCTIONS ARBITRAIRES, ET DONT LES DÉRIVÉES 
ONT DES FORMES SIMPLES. 


— De la représentation des fonctions par les intégrales définies; 
sur certains types d'intégrales faciles à différentiel et ayant sons les 
signes / des fonctions arbitraires. 


Lus trois dernières Leçons nous ont montré (pp. 121% i(i3\ etc.) 
que les intégrales définies, sommes d'une infinité d’infiniment petits 
comportant une expression très variée, sont des fonctions bien plus 
diverses, bien plus libres d'allure, en quelque sorte, que les fonctions 
élémentaires de l’Analyse, auxquelles une définition étroite interdit, 
pour ainsi dire, tout écart, et que les combinaisons d'un nombre, 
même illimité, de ces fonctions, procédant par termes de grandeur 
finie, comme sont les séries convergentes, supposées toutefois l'ètre 
assez pour qu'un certain nombre assignable de leurs termes four¬ 
nisse leur somme avec toute l’approximation requise. En effet, dans 
ces fonctions élémentaires, et même dans les séries dont il s'agit (où 
l'influence des termes très éloignés reste constamment insensible), la 
continuité, l’enchaînement des valeurs successives, ne consistent pas 
seulement en une manière graduelle dont se produisent les variations, 
mais aussi en rapports directs imposés par la loi de formation aux 
valeurs les plus distantes, à ce point qu'un arc quelconque, fftt-il infi¬ 
niment petit, de la courbe les représentant, suffit, comme 011 sait, 
pour déterminer cette courbe tout entière. 


Aussi les fonctions et séries élémentaires considérées sont-elles im¬ 


puissantes à exprimer la solution des principaux problèmes de la Mé¬ 
canique physique et de la Physique mathématique, où l'infinie diver¬ 
sité possible de ce qu'on appelle l 'état initial des corps introduit des 
fonctions arbitraires^ c’est-à-dire des fonctions ayant leur cours com¬ 
posé de parties indépendantes, impossibles à déduire les unes des au¬ 


tres, quelque parfaits quo soient d’ailleurs les raccordements ménagés 
entre elles ou la graduelle variation de leur ensemble. Or l'exemple de 
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la formule de Courier (p. jG 8 4 ) prouve que les intégrales définies pour¬ 
ront, au contraire, représenter de telles fonctions; et celui de la série 
dé Courier, réductible du reste à l'expression asymptotique dune inté¬ 
grale définie, montre qu’elles partageront cette aptitude avec certaines 
séries, i\ variation généralement non graduelle, dont les termes sont 
affectés d’ondulations de plus en plus courtes a mesure que leur ordre 
s’éleva, Mais les intégrales auront, sur ces séries (d’un calcul numé¬ 
rique parfois non moins laborieux que le leur, ou peu s’en faut), l’avan¬ 
tage de Ju continuité offerte par leurs éléments successifs,a la place de la 
discontinuité que présente la suite des termes d’une série par le fait 
même que leur grandeur est sensible; à quoi il fuul ajouter enfin que 
les intégrales définies doivent à leur notation commode et concise, à 
la simplicité de leur représentation géométrique, i\ la multitude de 
leur» applications, d’être devenues presque aussi familières aux géo¬ 
mètres que les expressions de forme finie, dont elles constituent, pour 
ainsi dire, une nouvelle espèce. 

11 y aura donc lieu de recourir aux intégrales définies, prises entre 
limites soit variables, soit constantes, quand l’emploi des fonctions 
plus élémentaires paraîtra insuffisant; ce qui arrivera presque tou¬ 
jours dans les questions qu’il nous reste à aborder, savoir, dans l'in¬ 
tégration des équations différentielles, et surtout dans celle des 
équations aux dérivées partielles. Les intégrales définies y réussiront 
assez, souvent, là où auront échoué les expressions plus simples; mais 
il arrivera quelquefois aussi qu'une meme solution d’équatiou diffé¬ 
rentielle sera représentée ù la fois par une intégrale et par une fonc¬ 
tion moins complexe, circonstance entraînant évidemment la réduc¬ 
tion, ii celte dernière, de l’intégrale, que Ion regardera dés lors 
comme évaluée. 

Par suite de l'importance physique du paramètre différentiel 

— ^r, H- ^ -r,... et, plus généralement, des dérivées secondes 

directes * •*» des fonctions de pointreprésen¬ 
tatives des phénomènes, les intégrales définies, à limites constantes 
et à élément fonction des paramètres j-, y ,..,, t } les mieux appropriées 
aux problèmes de la Philosophie naturelle, seront celles dont les dé¬ 
rivées secondes directes se formeront le plus simplement, et qui, 
d’ailleurs, contiendront sous leurs signes / une fonction arbitraire 
pouvant s’adapter a toutes les variétés de Vélat initiai La formule 
de Fouricr (pp. 169* et 17 5 * ) doit justement son utilité à la réalisation 
de ces conditions; caries éléments de l’intégrale n’y contiennent a-, 
0 . — II. Partie complémentaire. u 
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que par le produit cosa(ct* — et leurs dé¬ 

rivées secondes directes en or, y ,..ainsi que leur paramètre diffé¬ 
rentiel A*, ne font que les reproduire, aux facteurs constants près 

Mais il y a des intégrales plus avantageuses encore que celle de 
Fourier, sujette au grave inconvénient d’exiger deux signes //, ou 
une double intégration, pour chaque coordonnée ,r, y, . ,*;de sorte 
qu’il faut, comme on verra (XLIX* Leçon), savoir effectuer dans 
les formules obtenues par son emploi la moitié des intégrations 
qu’elle y introduit, si Ton veut en tirer la solution, sous forme acces¬ 
sible, des problèmes auxquels elle est applicable. Des intégrales 
simples pour le cas d’une seule coordonnée ou d’uu seul paramétre, 
et doubles ou au plus triples pour ceux de deux et de trois coordon¬ 
nées, vaudront bien mieux si elles sont également aptes u vérifier les 
conditions des problèmes, puisque les intégrations dont H s’agit s’y 
trouveront toutes faites. Or c’est ce qui arrive pour deux certains 
types d’intégrales, auxquels nous consacrerons la Leçon actuelle et les 
deux Leçons suivantes. Ils présentent le caractère commun d’avoir 
sous leurs signes f, du moins quand on les envisage au point de vue 
le plus général, deux fonctions arbitrai res multipliées l'une par l’autre, 
et dont l'une reste encore arbitraire après qu’un choix convenable 
cle l’autre a fait acquérir à l'intégrale les propriétés caractéristiques 
voulues : mais ils diffèrent, et par la manière dont les paramètres 
s’y trouvent combinés, sous les signes /, avec les variables d'inté¬ 
gration, et en ce que les intégrales du premier type sont simples, 
tandis que celles du second sont triples ou tout au moins doubles, 
dans les cas utiles. 


f * / y* • /î \ 

/( - j ‘l ( —J tl'JL 

f * K • jjj fi 

et de la forme plus générale / F ( - » ^ ) <l *• 

Le premier type est constitué par les intégrales, que j’appellerai 
ici ÿ* de I* 1 forme 




? ■ f /( 7 l'H 


où a désigne, comme on voit, la variable d’intégration, i un para¬ 
mètre, supposé positif pour fixer les idées, et/, »}» deux fonctions ar¬ 
bitraires, assujetties seulement à rendre l’intégrale finie et déter- 
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minée. Le produit /ty placé sous le signe f doit, pour cela, ne pas 

devenir, a (a limite inférieure zéro, infini de Tordre de - ou d'un ordre 

« 

plus élevé (p.<3|) ; et, si Ton admet, comme nous le ferons, que les 
fonctions/, restent finies dans l'intervalle des limites, il faut encore 
que les éléments correspondant aux très grandes valeurs de a, expri* 

niés ù fort peu près pnr/^ï- ^(o) (h, donnent une somme évanouis¬ 
sante, ou que l 1 intégrale f f(~ )<h soit elle-même finie et déter- 

minée, du moins dans l'hypothèse d'une valeur de <V(o) différente 
de zéro, 

Cela posé, difle reniions sous le signe /, par rapport ü /, l'expression 
( t ) de Comme la dérivée, en /, de ~ est --, nous aurons pour résul- 

tat / ) v (â) ce, « uirevientù .( 1 /(?)*'(A) 4 

c'est-ii-dire à jf j ^ ~ ~ j c/« f si Ion pose ^ *. «, ou que Ion 

prenne pour nouvelle variable d'intégration u Je rapport croissant 

de zéro à l'infini (vu l'hypothèse C >o) quand « ou X décroît de Tin- 

fini â zéro. Le nom u de la variable d’intégration important peu. 
remplacons-le par a; et nous aurons alors 


( ‘A \ 


th 

-JL 

dt 




expression de la dérivée de ^ que nous savons devoir convenir pourvu 
qu'elle soit bien déterminée, ou ù la double condition que le produit 

j ne devienne pas, pour *-:o, infini de Tordre de~» 

et que, si f(o) diffère de zéro, l'intégrale £*Hh soit elle- 

même déterminée, du moins dans l'hypothèse d’une dérivée *]/ con¬ 
stamment finie entre les deux limites de l'intégration, 

Eli résumé, et sous ces réserves, on voit que l'intégrale (i) con¬ 
serve, dans la différentiation, sa forme caractéristique , malgré (a 
grande généralité que lai donnent ses deux fonctions arbitraires J\ 
seulement , l'une de ces deux fonctions , celle qui contenait le 
paramètre l, est remplacée par sa dérivée, et échange d'ailleurs 
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sa variable —; contre ce lie y — > de l'antre fonction* 

«a* « J 

La meme règle, appliquée ù la dérivée première (a), donnera pour 
la dérivée seconde la formule 


O) 


<(*•$ 

dt* 


fn s . >*<&)*■ 


Donc, (a dérivée seconde de l'intégrale (i) s'obtient par une simple 
différentiation effectuée sur (es deux facteurs de la fonction sous 

le signe /, relativement à leurs variables respectives — et — » Par 

suite, la dérivée quatrième de y en t ne contiendra, sous le signe /, 
que les dérivées secondes f”> <}/; la fonction <p et toutes scs dérivées 

se réduiront, pour *~-o, aux deux formes <Ko) r •'t?)"- 

/(«) r ^ (7) dans lesquelles / et ^ pourront être remplacées 

par leurs dérivées successives; etc. 

Nous aurons ù prendre pour dans les cas les plus simples, les 
fonctions qui se reproduisent, au signe près, par une ou par deux dif¬ 
férentiations, et qui ne dépassent jamais l’unité en valeur absolue, 
savoir, la fonction exponentielle affectée cfun exposant négatif, ou 
l'une quelconque des deux fonctions circulaires cosinus et sinus. Les 

intégrales f f y f V(“)*>•••» mim ' 

en y faisant partir de zéro l'intégration, sont bien alors finies et déter¬ 
minées; car, si l’on y pose * ~ u elles deviennent \f.\ f <J< («*)<///, 

* 0 

*. put 

v/2 / rf//,..., c'est-à-dire, suivant les cas et abstraction faite 

du signe, y/à f f cos«*c/«, \fi f $in«Vw; et leurs va- 

Vy) V'y y 

leurs sont* /1:, , 1^:, d'après les formules ( 20) et (3a) des pp. 1C7 

y & j* jl 

el 127*. Ainsi Ton a 

(il f r‘ T ih -=l/> f c.js ~<ti- f sin 

4/O I * */y 2 «/y 2 2 


Si, d’ailleurs, la fonction /, sans devenir jamais infinie (non plus 
que les dérivées/,/, ... introduites dans les formules), reste arbi- 
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traire, en décroissant toutefois assez, quand sa variable grandit sans 
limite, pour que les expressions jf j* 

soient également finies et déterminées, l'intégrale o et ses dérivées 
accepteront bien les règles de différentiation précédentes. Nous ver¬ 
rons vers la fin du Cours (XLVII* et XLYIIF Leçons) comment ces 
diverses intégrales, avec quelques autres un peu moins simples con¬ 
tenues aussi dans le type (i), fournissent les solutions d'importants 
problèmes de la Physique mathématique. 

Remplaçons, dans (i), le produit//P ar ll,,e fonction 
arbitraire de la forme : nous aurons le type plus général 

f au< î ue ^ les mômes raisonnements seront appli¬ 

cables, En appelant F' la dérivée de F par rapport a sa seconde va¬ 
riable, il viendra 

«*> 

Par exemple, si la fonction F se réduit a la forme dfc 

ft / ft \ „ 

sa dérivée F' par rapport ô — sera ri: f ( — rt — t y, et la formule ( 5 ), 
appliquée deux fois de suite, donnera 

i i .f/(!*£)*-.(>(£*?)*• 

=/>(? -ê.y- 


üil* — Cas particulier d'intégrales se reproduisant par différentiation ; 

calcul de / e“ï\* ***/</«. 

«■0 

Si, dans (i), on prend non seulement pour mais aussi pour/, 
une exponentielle à exposant négatif, un cosinus ou un sinus, il est 
clair que l'intégrale <p se difTérentiera par les règles précédentes et se 
reproduira par différentiation ; ce qui nous permettra, dès à présent, 
dans le cas le plus simple, et plus loin (XXXIX* et XL # Leçons) dans 
les autres cas, d'en calculer la valeur. 

Quand l'un des deux facteurs, ^ par exemple, sera un cosinus ou un 
sinus, sa dérivée première ne le reproduira pas (en valeur absolue), 
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mais seulement sa dérivée seconde. Or il faudra quatre différentiations 

de y pour que cette dérivée *Y se présente avec ta même variable ~ 

que le fait *!» dans (i); et l'autre fadeur/se sera alors reproduit lui- 
même , en changeant de signe, comme s’il est un cosinus ou un 
sinus, sans changement de signe s’il est une exponentielle. L’intégrale ? 

o 

vérifiera donc l’équation ^.9, où le second membre aura le 


signe supérieur H- dans le premier cas, c’est-à-dire quand chacun des 
deux facteurs/, ÿ sera trigonométrique, et le signe inférieur — dans 
le second, où un seul facteur sera une fonction circulaire, l’autre 
étant une fonction exponentielle. 

Si, au contraire,/, sont deux exponentielles, à exposant négatif 
pour ne pas rendre infinie l’intégrale, celle-ci 


( 7 ) 


1 


*■ __ ,l 
e * e * 


■■ r 

J (\ * ■ ■ avec une fonction / exponen¬ 

tielle, égale et désigné contraire à sa dérivée /'. Lu première équation 
(G) donnera donc ^ rz — 9, et, au signe près, l’intégrale se repro¬ 
duira à chaque différentiation. La quantité tp étant ainsi proportion¬ 
nelle ii sa dérivée, avec le coefficient de proportionnalité — 1, sa valeur 
sera elle-même proportionnelle à e-', d’après un résultat obtenu au 
n° 63 ‘(t. I, p, 81*); et comme, pour t -o, alors que =1, elle devient 


d’après (7) et la première (4), l’on aura, en définitive, 

(8) /Yï( aM 4>*«y 


Pour obtenir ici des intégrales qui se reproduisent (en valeur absolue) 

par deux différentiations, il faut recourir au tjpe J* dz, 

en y prenant pour la fonction / un cosinus ou un sinus. Posons, en 
effet, 


f 9 ) 


js°u^jf%o S (f ±.JL') 

soit : :-!!) 


et la seconde équation (6) donnera = 


7m —+• *' 


<&, 

du ; 
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348*. — Propriétés qo*acquiert le premier type, quand on y introduit 
comme paramétre, an lieu de t, l'une quelconque de ses puissances. 


l u changement très simple de variable permet de donner à l'inté¬ 
grale ÿ, définie par (i), une forme plus générale. 11 consiste û rempla¬ 
cer (y comme paramètre, par une quelconque, r, de ses puissances. 

t 1 

Posons, eu effet, r r* /**, c csl-ù-dire / ■ r *’, p désignant une 

constante (positive ou négative) quelconque, et, en même temps, vu 

« 

rîdentilé a* “ («a 1 )/», faisons figurer **, au lieu de a*, dons les variables 
des fonctions/, 'Jf. Celles-ci, devenu es/jjt P * Jj* /f * (^î>j j* 

fiP 

seront respectivement deux certaines fonctions des deux variables — » 
dont la forme est plus générale que ^ et * IlüUS pourrons 
écrire ces fonctions »/i^jJ» 'h De plus,l'échange des variables 

2] 

— > — entre / et écliange réalisé dans la formule (u), donnera, 

Â îi Ct 

comme on voit, /if y ; j <- 1 ÿ ^J.Cettedernièrefonction^', 


rapport de </•{»&«/JjP* * (^f ^ (^i"/ ^ ~ ~ 

difTére de •}, ( — )♦ rapport de dty\ : dty à d —, en ce qu’elle égale, 

comme on voit, son quotient par ^ ou son produit par^- 

Ainsi, les deux expressions (i) et (a) des et de deviennent respec¬ 
tivement 


a/' 




formules dans lesquelles nous pourrons désormais effacer les indices ou 
représenter simplement par/, <1* les deux fonctions/j, •{/,, évidemment 
arbitraires, comme/, sous les seules réserves de rendre déterminées 
les deux intégrales. Nous poserons donc simplement 
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- / dl *1 * A 

et comme, d'ailleurs, la relation l rï* ( d’oii ^ ■ - - r? J donnera 
Tu r ~^ r ^ viendra, par ta suppression d'un facteur com- 


p 

tu un ~ » 

‘à 


ni) 




Mais le second membre de celle-ci n'a pas encore sa forme la plus 
simple. Appelons q le nombre, corrélatif ü p t défini par la relation sy¬ 
métrique 


i ri) 


t i 

q ~ 1 ou P m m( i r ‘ PT* 


et appelons £1 une nouvelle variable d'intégration, telle que l’on ait 
«P — {J?, JS variant ainsi de zéro à l’infini ou de l’infini à zéro, pendant 
que « croît de zéro à l’infini, suivant que p % q ont mémo signe ou 
signes contraires. Vu la deuxième (la) qui donne (p-i)qmp 

ou p — i: L~, nous aurons nP~ } .... a <7 et, en dilférentiant, 

ae- s f/a — ~ rfp. Le second membre de(i i) deviendra donc 


l'.L c'est-à-dire (~2($)*«. 

expression dans laquelle le signe supérieur -+• se rapporte au cas oit a, 

3 varient dans le même sens, et le signe inférieur—, au cas oit a, JJ va¬ 
rient en sens contraire. Ces cas respectifs se produisant suivant que 

le rapport 2 est ou n’est pas positif, 2^ devra, dans tous les cas, 

être pris positivement et pourra être remplacé par 2-*, sous la con¬ 
dition d’y faire signifier toujours au radical une racine carrée arithmé¬ 
tique. En remplaçant d’ailleurs, désormais, jî par % sous le signe J\ la 
formule (i i) deviendra donc 


Ainsi, en dehors du cas particulier/» =s a, l’intégrale y, définie par 
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(10), ne conserve plus sa forme caractéristique dans la différentiation; 

* 

car il faut, pour y retrouver celte forme, multiplier sa dérivée par /* v 


et aussi, d’après (j3 ), par 




encore, l’exposant p est-il rem¬ 


placé dans Je résultat par un autre, </, associé a p en vertu de la rela¬ 
tion symétrique(ia), sans compter que les deux fonctions '{/'et/con¬ 
tinuent à échanger leurs variables. 

On généralisera évidemment, d’une manière analogue, la for¬ 
mule ( 5 ). 

Mais, pour obtenir une relation où entre la dérivée deuxième de ?, 
appliquons la meme règle de différentiation à l’intégrale figurant dans 
Je second membre de (i 3 ); ce qui, par suite de la permutation des 
rôles entre/; et </, donnera 


S! donc nous cliflerentions en r les deux membres de (i 3 ), puis que 

x ^i 

nous multipliions les résultats par r il viendra simplement, au se¬ 
cond membre, j* ¥(^) r ^ a » tondis que le premier, 

'-’*('■■ ■*$) » > j s]- 

se réduira, en vertu de (ia), à «gj -H (* y. ^ aura ctinsi» 
comme généralisation de l’équation ( 3 ), 

En résumé, pour que l'intégrale f ^ j •{- d% conserve sa 

forme avec substitution, aux deux fonctions f, *}/, de leurs dérivées 
premières, il ne suffit plus , quand p diffère de a, d’en prendre la 
dérivée seconde par rapport au paramètre r; mais il faut , à celte 

dérivée seconde, ajouter fois le quotient de la dérivée pre¬ 

mière par le paramètre t\ 

La répétition de la même opération donnera, évidemment, 
J ("« ) ^ el re P ro ^ u * ra > en valeur absolue, l’inté- 
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graine, si Ion a pris pour /et comme ou l’a fait précédemment 
dans le eus pz=z * (p. i8a # ), îles exponentielles à exposant négatif,îles 
cosinus, ou des sinus. On voit même que, déjà, le second membre 
de (i/t) sera identique ù<p, si y* et <|* sont deux exponentielles. 

La fornnile( 3 ), traitée comme Ta été ci-dessus (a) pour donner (i ï), 
conduit a un résultat digne de remarque par sa simplicité, aaus qu’il 
y ail lieu de changer la variable /, c’est-à-dire de substituer / ,J à t ?. 

Mais peut-être est-il maintenant préférable de déduire ce résultat 
de (i'i), en se souvenant que le premier membre de celle-ci s’est pré¬ 
senté comme développement de l'expression r* ^/-* /’jy.)» qui, 

cl j t s d 

vu la formule symbolique ^ ^?^r> revient identiquement ù 

p r '^ ^ %i> c'est-à-dire ii ~ ■■ : A. (*-p ï!j 3 . Multiplions 

donc l'équation (i/j) par^-- /*-*, et, observant que désigne toute in¬ 


tégrale de la forme j f f | (J~fj <h> nous aurons la formule 


cherchée 


{ ni 


if '<?)>■<£)«■ 


L’intégrale du second membre sera identique à celle du premier si 
l’on prend pour/et deux exponentielles à exposant négatif. Il vien¬ 
dra donc alors l’équation différentielle remarquable» que nous consi¬ 
dérerons plus loin, 


»»»> 


fr-K'-î)*. 


319*. — Emploi do ce type pour former dos fonctions de point dont le 
paramétre différentiel A s soit d'un calcul facile. 


Supposons que la quantité y, définie par (to), désigne, dans un es¬ 
pace à m dimensions (//i ayant les valeurs 1, a ou 3 ), une fonction 
dont Ja valeur, au moment où on la considère, soit la môme en tous 
les points situés aune égale distance quelconque /• d’une origine don¬ 
née. Son paramètre différentiel du second ordre A i ^aura(t. I, p. g 5 *) 

,, . */*© m —i (h r\ » * ., A . 

I expression Or celle-ci sera identique au premier 
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membre do (f 4)> si le choix de Texposant />, dans (io), s’est fait d’après 
la condition 


dO) i.* - /vi — i ; 

P 


_ P 


</ “ ' — - • 
/J - I //I 


d’où /< — - * 

1 v* — //< 

Alors les formules (i 3 ) et (i/j) deviendront 

« *■<*)* *■ /'■<")*(£) 

et il est clair» par suite de l’analogie des expressions de et de 'j. 

que les quantitésA,AjS, /•'«-> . AjAjAj?, .... com- 

porteront des formules analogues où, seulement, les lettres /, ^seront 
affectées d’autant d’accents de plus que le signe S t se trouvera plus de 
fois répété. 

Dans le cas d’un espace à une seule dimension où tn ~ i et où, par 
suite, p y q ont la valeur commune a, toutes ces fovmules sont identi¬ 
ques à celles que l’on avait déjà obtenues (pp. 179*, 180*) quand le pa¬ 
ramétre s’appelait / et non /*, 

Dans le cas d’un espace à trois dimensions, où m 3 , les équations 
(t6) donnent/>“■- —a, <yv: et l’application des formules (17) ne 
présente pas de difficultés. 11 peut être bon d’observer alors que l’ex¬ 
pression (10) de <p, multipliée par /*, donne Ç ^ (^~) r 

de sorte qu’en y adoptant /** pour variable d’intégration» ou rempla¬ 
çant/** par * et rd% ~d(rx)parr/«, elle devient j* /(~ij r/*, 

intégrale de la forme (1) et dont la dérivée seconde en /‘est, par suite, 
J ^ (7) ^ a * substitution deraii *, dans cette expression 

do *35? * lû change en/*y / # (^ï) VQ leur d e r ^s? d’a- 

prés la seconde (17). Ainsi l’on a 


(18) 


(pour m -*- 3) 


(i V© 1 //«r? 

«44 C ** 4 -, -r • 


ou 


r dr* 


Et» en effet, quelle que soit une fonction ÿ de /*, son produit par/*, 
différentié deux fois, puis divisé par /*, donne -h ^ ~2; ce qui 
est bien, quand m : r 3 , l’expression de 


<h 



fonctions ï>b point déduites nu me msn typk et pont la forme 

Uesie le cas m = a» Alors, d’après les équations (ifi), q vaut l’unité, 
mais/? est infini, et l’mtégrale définie par (10), reçoit une expres¬ 
sion asymptotique qu’il importe de dégager, À cet effet, supposant, 
par exemple, m de la forme 3 — ut, ou p infini positif, observons que %*' 
devient soit infiniment petit, soit infiniment grand,dés qucadifiére sen¬ 
siblement de l’unité; en sorte que toutes les valeurs finies de la puis¬ 
sance aP, par le seul intermédiaire de laquelle la fonction sous le 
s *£ ne / dépend de a, se produisent quand « diffère in fini meut peu de 
1 unité. Si donc, {5 étant une nouvelle variable d’intégration, on pose 
3,i. 

* — 1 ~ e L par suite, ch " - WjJ, la puissance *** recevra toutes ses 

" t 4 P 

valeurs utiles à considérer alors que p, négatif ou positif, sera in¬ 
comparablement plus faible que/?, de manière à rendre -2^, 

c’est-à-dire a*, identique finalement à e?, d’après la définition même 
de la fonction exponentielle (t. I, p. 4 a). D’ailleurs, lorsque p devient 
infini, p peut recevoir des valeurs quelconques sans que a* cesse 
d’égaler e&, et, variant de o à co entre les limites de l'intégration, 
? y croîtra de —oo à oo. L’expression (io) de ? deviendra donc 

P J (‘iT Multiplions-la, ainsi que les formules 

(*;)> par/?, et appelons 4 » le produit/xp* Nous aurons, grâce à une 
transformation de l’expression de A*-5p analogue à celle de l'expression 
même de <p : 


(19) (pour m “ *2) 


1 *-£•<?)♦(?'’->h 

'S-jT'fêMO* 


De la première de ces formules, qui définit l'intégrale «J>, il est aisé 
de déduire directement la seconde et la troisième. En effet, la pre¬ 
mière, düTérenüée par rapport à /*, donne, en multipliant le résultat 
par /•, 

ou bien 
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ceshâ-dire précisément le second membre de lu deuxième relation 
(ig), si l'on pose /ou <?P~:PifFérentions maintenant 

en r la deuxième (19) et divisons ensuite par /*; nous aurons, vu que 


r dr \ >.7.} * 


i f* f'( il \ y (iy!±\ 

r dr \ dr) J ^ ^ \ua/ * y*/ a 

et, en remplaçant de nouveau a par /•*«'? (d où r/a = — r f e~$d$ ), le 
second membre deviendra bien celui de la troisième (ig), tandis que 

» #/<<!» \ rh\> 

le premier membre, eliecUié, 11 est autre que -r* - ^ ou A/I*. 

Pur conséquent, les équations (19), tout comme les précédentes 
(10), (1 3 ), 04 ) et (17), dont elles expriment un cas limite ou 
asymptotique, seront applicables pourvu que les intégrales qui y pa- 
missent aient leurs valeurs finies et déterminées. 

Nous verrons plus loin, dans la XLVU* Leçon, comment les unes 
et les autres conduisent à la solution de problèmes intéressants de 
la Physique mathématique. On obtient ces solutions, comme dans 
le cas où l’expression de y a employer était l’intégrale plus simple 

/ /("J ) ^ (jjï) tP* 011 choisissant pour f ou »}>, ^ par 

exemple, une fonction (qui est encore ordinairement une exponen¬ 
tielle ù exposant négatif, un cosinus ou un sinus) propre a faire véri¬ 
fier identiquement par o l’équation générale du problème, après in¬ 
troduction du temps t dans l’autre fonction /, d'une certaine manière 
corrélative a celle dont y entre -}cc^, et en achevant finalement de dé¬ 
terminer celte seconde fonction arbitraire, /, d’après des conditions 
accessoires, relatives surtout û la valeur r -----o pour laquelle les ex¬ 
pressions de de r m ~ l j de de r m ~ x ^ , « * » » deviennent 

presque aussi simples que le faisaient, à l’instant t ~= o, ? et scs dé¬ 
rivées successives en l dans le cas de la valeur (1) de ç. 
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O 

si;m: de l’kmploi des intégrales définies, pour exprimer 

CERTAINES FONCTIONS : THÉORIE GÉNÉRALE DES POTENTIELS; 
POTENTIELS SPJIÉMQI'KS. 


— Second type ; des potentiels; leur définition générale, 

Le deuxième type, qu il nous rosie a étudier, concerne des inté¬ 
grales dont les paramètres ne sont autre chose que les coordonnées 
r y z d'un point mobile, et dont les divers éléments se rattachent à 
tout autant d'éléments désignés, dm, d'une masse réelle ou fictive m % 
reusée répartie d'une manière donnée quelconque dans l'espace. Nous 
affecterons a ces intégrales le nom générique de potentiels, employé 
par les géomètres pour désigner quelques-unes d'entre elles, mais 
surtout lu plus anciennement connue, découverte pur Lupluce, et qui 
exprime eu effet, proportionnellement» le pouvoir moteur de la pe- 
sauteur (newtonienne) due à lu masse fixe m t sur un corps de masse i 
venu de l'infini jusqu'à la position (#>y, z), savoir, le travail total 
produit par celte pesanteur dans tout le mouvement antérieur du 
corps. Ces intégrales se formeront comme il suit. 

ht, d abord, si 7 ( , Ç sont les coordonnées (rectangulaires) de l'en¬ 
droit occupé par l'élément quelconque dm de la masse considérée ou 
masse potentialité m, r sa droite de jonction au point mobile ou 
point potentiv (•**, y, 3), droite dont \ — «r, r t — y, Ç ~z exprimeront 
les trois projections sur les axes, enfin ^(? — ^, r, — y, X — z) une 
certaine fonction de ces trois projections, on aura comme élément du 
potentiel le produit *}»(£ — j 1 , t, — y, Ç — z)dm. Quant aux limites de 
1 intégration, 011 les obtiendra en décrivant autour du point potentié 
deux certaines surfaces fermées, l'une, cjuo nous appelle¬ 
rons 7 j, extérieure, 1 autre, que nous appellerons 7 , intérieure, c*esl~ 
u-dire entourée par la première, cl, toutes les deux, non seulement 
invariables pour la forme, la grandeur et l'orientation, mais, de plus, 
liées au point (*r,j # r z), qui les entraînera avec lui dans l’espace: 
cela posé, la somme /+(* — r 4 —y t Ç~z)dm devra, à un instant 
quelconque, se prendre pour tous les éléments dm de masse occupant 
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le volume, que j’appellerai w, intercepté entre les deux surfaces t, t,. 

Le champ de l’inlégrule pourra donc être regardé comme se com¬ 
posant de tous les éléments dm eu lesquels le volume constant m seru 
divisé par une triple famille de surfaces liées û ses limites -y, élé¬ 
ments qui auront ainsi les projections, 5 * .y, r< — y, Ç —- 3, de leur 
distance /* è (,r, y, v) indépendantes de la situation (*■, y, 2) du 
point mobile. Eu conséquence, si le potentiel varie lorsque æ r y, z 
changeront, ce sera uniquement parce que chaque élément de volume 
dta y avant des coordonnées î, y,, S variables comme ,4*,/, $, viendra 
se faire occuper par des éléments sans cesse nouveaux dm de la masse 
potentialité. 

La fonction et les deux surfaces y, dépendront de l'espèce de 
potentiel qu’il sera question d étudier. 

Par exemple, quand il s’agit du potentiel de pesanteur, c’est-ù-dire 
de celui qui adonné son nom à toute la classe considérée de fonctions, 

OU U 

ts y _ _ l 

y '* Al * 7 ?-- iT- -77 ’ : 7T--Tj* 


Hoj,îsont deux sphères, décrites, autour de (./,»•,$) comme centre, 
l’une, 9,, avec un rayon infini, l’autre, cr, avec un rayon imperceptible. 
Ce dernier, assimilable à zéro eu égard aux dimensions ordinaires 
des corps,et dont l’ami niai ion, au point de vue analytique, 11e modi¬ 


fiera pas d’une manière sensible, connue on verra, le potentiel 

(évalué dans l'hypothèse de la continuité de la matière), devra ce¬ 
pendant, au point de vue physique, rester très grand par rapport à la 
distance de deux molécules contiguës, de manière à faire exclure de 

la somme j' < ~~r h* travail des actions dites moléculaires , actions dont 

la loi est autre que celle de la pesanteur et dont l’influence, presque 
toujours considérable, doit être évaluée â part. 

Avant de voir quelles sont, de même, les fonctions et les surfaces 
y, <r t caractérisant les principales espèces de potentiels utilisées jus¬ 
qu’ici, achevons de former l’expression analytique générale de ces in¬ 
tégrales, et cherchons comment s’obtiendront leurs dérivées par rap¬ 
port aux coordonnées a:, % y, z du point mobile. 

Désignons par p ou, plus explicitement, par p(£, r„ ï), fonction ar¬ 
bitraire des coordonnées £, r n ?, la densité de la masse m au point 
quelconque (î, y„ Ç)» et nous aurons évidemment dm = doh 
résultera pour le potentiel considéré — .y, y, — j, Ç~■ z)dm* 
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que j’appellerai y, l'expression 







Cette intégrale est généralement triple, ù cause des trois dimen¬ 
sions du volume w, dont on peut prendre l’élément dm rectangulaire 
et égal a (Tui^dl j mais elle devient double ou simple dans les cas sin¬ 
guliers où la masse /dm ù laquelle on étend rinlégrution se réduit à 
une mince couche , étalée sur une surface, ou même à une traînée 


dessinant une simple ligue. U paraît bien d'ailleurs sous le signe /, 
comme il avait été annoncé à la Un du n Q 'M (p. 178*), deux fonc¬ 


tions arbitraires et p, multipliées l’une par l'autre. Pour simplifier, 
je les supposerai toutes les deux partout finies et continues, dans le 


champ de l'intégrale, ainsi que leurs dérivées partielles, jusqu’aux 
plus élevées dont j’aurai i\ m’occuper. On passera de ce cas d'une con¬ 
tinuité parfaite à celui où, par exemple, la densité p aurait deux va¬ 
leurs sensiblement différentes de part et d'autre d’une surface donnée, 


en faisant varier celte fonction p(î, ï„ Ç) de plus en plus vite à la tra¬ 
versée de la surface, et en cherchant ce que tendront alors à devenir 
les formules obtenues. 


&>l*. — Calcul de leurs dérivées par rapport aux coordonnées 

du point poteutié. 


Arrivons maintenant au calcul des dérivées de ^ eu x t /, 5, et sup¬ 
posons, ù cet effet, que le point (x,y } 0) se soit déplacé parallèlement 
» l’axe des a*, de la quantité dx, dont s'accroîtra par suite l'ab¬ 
scisse ; de chaque élément de volume, r/w, entraîné dans son mouve¬ 
ment. Dès lors, la masse dm qui occupe l'élément dm ne sera plus 
mais p($ -+■ dx, t ( , ï)<As, et elle aura grandi de 

en a% chaque élément de s sera donc 
dz 

4^ dm; et l'on aura, pour la dérivée totale de 


ià ra fj a ‘ ‘ '• n " ■ y ' ç ~ s) <lm - 


Ainsi, les dérivées d*un potentiel par rapport aux coordonnées x, 
,)’> -o du point mobile sont des potentiels pareils au proposé, dans 
lesquels la densité p de la matière se trouve remplacée par ses déri¬ 
vées analogues relatives aux coordonnées Ç dont elle dépend. 
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J«e même raisonnement s'appliquera, do proche en proche, aux déri¬ 
vées (Tordre supérieur, et donnera, par exemple, 

rf*« r }fP y d*c<*»Y„^ ; 

( i ) y^ t ~ JM - * *# ’î ~y% ï - *) ■ - yçr' ' dr *' 

.Mais cos expressions, si simples, des dérivées iTuu potentiel où p 
est généralement une fonction arbitraire donnée, ont l'inconvénient 
de contenir d'autres fonctions arbitraires que celle-là; ce qui rend 
leurs relations mutuelles plus difficiles à saisir» Il y a donc lieu de les 

transformer, de manière à y conserver, sous Je signe f , la fonc* 

«-ra 

lion p(ç, T,, Ç)« 

Or on y parvient en appliquant le procédé de l'intégration par 

parties ou, chose équivalente, en ajoutant sous le signe / , pour les 

•Aar 

retrancher ensuite, des termes affectés des dérivées de plus en plus 
élevées de mais des dérivées de moins eu moins élevées de p, et 
propres à rendre la fonction sous le signe f (sauf un dernier terme 
où p ne soit pas différentié) dérivée exacte eu v, ou Ç; ce qui per¬ 
met de transformer, d'après les formules (2?,) du n w 313 * (p. y 3 *j, 
Tintégrale correspondante prise dans tout le champ w eu une autre se 
rapportant uniquement aux limites 7, 7, de ©. 

À cet eflet, observons que, sous les signes / de (a) et ( 3 ), 
et —j-j reviennent identiquement ù 

f >'K et ,, ± {*. û 1 _< 3 ’.Û^ <J. Aj,_, ti \... ( J 1 ± , 
~d\ di ? d\ V v A / </' <l\ <l\ V <i’i ? rf* / W r 

Par conséquent, les seconds membres de (a) et (3 ) se dédoubleront, cha¬ 
cun, en deux intégrales, dont Tune, J dm ci J ~ ^ ^ — p dm 

respectivement, se réduira, par l'emploi de la première des formules 
citées (33) [p. 93 *], à 


f <frcus(/i f $)</»-• / ^? c <is(w,;p/7, 

Jtr 


et à 


fM -4h {> " ^ - X, (* â - f t H* 

si Ton y sépare, comme on voit,ce qui se rapporte aux deux parties 7, 
1 ). — U, Partie cota plénum (aire, »■» 
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*d\* 

*, de h surface limite (appelée tout entière v au n* 313 '), et si Ton 
désigne par <fc, di x un élément quelconque de chacune, enfin, par 
cos(/i, {), cos(//, r 4 ), cos(«, ï) les trois cosinus directeurs d'une nor - 
mate in finiment petite dn menée « cet élément eii allant vers le de¬ 
hors du volume ta, uu mieux, en arrivant à l'élément « partir d'un 

point intérieur voisin. Remplaçons «—• — p par ^ ^ et, 

d'ailleurs, observons que, dans l'autre intégrale, restée triple, de 

chaque résultat, peuvent s'écrire aussi — ^r~£» vu les 

formes, ? — .r, t, — y % Ç— s, des variables dont dépend 11 viendra, 
pour les dérivées première et seconde de <p en les expressions cher¬ 
chées, contenant sous le signe jj la densité p non dilîérentiôe, et 


‘O 


0(1, pour plus de précision, toutes les quantités relatives à la limite 
sont affectées de l’indice 1 : 

j ~|■— f f tyco$(n**\di y^^|pjcos(ii|4 \diu 

\[y{^X C0%(nul,,h ' 

On aura évidemment, pour les dérivées premières et secondes de tp 
en y et en z, des expressions analogues, où les dérivées de ^ en y et 
en z remplaceront ses dérivées en a*, et où r n Ç remplaceront?. Enfin, 
les dérivées troisièmes, quatrièmes, etc., de <p se transformeront de 
môme. 

Formons, d’après cela, le paramètre difTérenliel du second ordre, 
A t 9, du potentiel. L'addition des trois dérivées secondes directes de <p 

en .r, y et z donnera de suite, en observant que, sous les signes f 
et f t les tri 

*■ ç t 


môme* 


d | </f d% f d 9 r 

-JJjf COS(/l,£)- : --^ COS(/i,T ( J-r* COS(/l,t;). J ^ C 0 *i n U & f • • • 


représenteront la dérivée de la fonction de point | suivant la normale 
dn ou d/i, ù l'élément d» ou rfs, (sans que æ, y t z changent}, et en 



iy r J* 
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affectant v f ty de limitée i quand cos fouettons seront différentiées le 
long do c//t t ; 


< j > 


r c p ^jr 

- J'\\ Ü~ * 


On voit que» si Tou a soin de choisir pour *}»(;—.r, 7 ,*— y, ï —v) 
une fonction dont le paramètre différentiel A$'V soit identiquement 
nul» le paramètre analogue A^ du potentiel se réduira aux deux der¬ 
niers termes de ( 5 ) et dépendra des valeurs de la fonction arbitraire p 
infiniment près des limites 7 > 7, du champ w do l’intégrale, mais non 
de ses valeurs dans l'intérieur du inctne champ. C’est donc, d’après 
la fin du n* &Ü 2 A (t. 1 , p. 284*), ce qui aura lieu, lorsqu'on prendra 
pour comme il arrive dans le cas du potentiel do pesanteur, l'in¬ 
verse de la distance r des deux points (a*, j*, s) et (ï, y,, *), ù la con¬ 
dition, toutefois, de tracer la limite intérieure 7 autour du point 
(.r, r, j), de manière à exclure celui-ci (où la fonction deviendrait 
intime) du champ de l'intégrale. I n calcul direct donne bien alors 
- - o, et la formule ( 5 ) se réduit ù 

d.t‘\ pi dh 

1 


... / . i\ 4 r^? L 

< U > (pour | = -) M = J -3- ^ + J ~ ter 7j 


332*. - Ou potentiel sphérique ou potentiel à quatre variables. 

Choisissons, non seulement, pour in fonction comme il vient 

d'ètre indiqué, mais aussi, pour limites 7, <x, du champ ra, deux 
sphères concentriques, décrites, du point (.r, y, z) comme centre, 
avec deux rayons /*, /■|*r:/*4-s infiniment peu différents; et, rappor¬ 
tant l'intégrale correspondante à l’unité de l’épaisseur s de la couche 
sphérique infiniment mince à laquelle elle s'étend, tlivisons-ia pare, 

ou considérons le rapport » que nous appellerons, pour abréger, < 1 ** 

Nous pourrons évidemment prendre les éléments de volume dm en 
forme de tronçons sensiblement prismatiques avant leurs bases res¬ 
pectives sur les deux sphères 7, 7 j ; d’où résultera pour leur hauteur 
la distance s de ces deux surfaces* On aura donc dm = 5^/7, et, si p 
désigne la densité de la matière potentialité eu un point de l’élément 
quelconque d* de la sphère intérieure !\ t:/* 4 , lu partie correspondante 

du potentiel sera t Par suite, le potentiel ÿ ou <I>s considéré éga- 

f*$ f te ♦ ii . .11 . • » 

I m» ciinm , im:inl ? no iint’f 4»l Q 


• n 
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que /* est constant sur toute la sphère *, (retendue 4^/**» Ü viendra 


(7) 


- 17 -*•'/'* 


Nous appellerons potentiel sphérique cette fonction ‘1% qui est uu 
potentiel rapporté û Pituite d'épaisseur de la couche sphérique mince 
pour laquelle on le prend. 11 égale, comme on voit, le produit de 4 tt r 

/* ^«y 

par lu moyenne f I p des valeurs que reçoit la densité p de la imi- 

liére potentiante sur touLe la surface ? située à la distance constante r 
du point potenlié (a 1 , r, z). Donnant une infinité de potentiels y dif¬ 
férents quand, sans rien changer à l'épaisseur 1 de la couche, on fait 
varier son rayon /*, il constituera une fonction des quatre variables 
indépendantes a*, y, z } /•, dont les trois premières détermineront ses 
changements liés aux déplacements du centre (.r, y, z), ou étudiés 
implicitement ci-dessus, et, lu quatrième, ses changements produits 
malgré l'immobilité de ce centre, mais par le simple fait de la varia¬ 
tion du rayon r. Ainsi, te potentiel sphérique est un potentiel à quatre 
variables* 

Sa propriété la plus importante résulte de l’équation ( 0 ), ofi il faudra 
remplacer © par z <l> r„ (/•, — /*)<!>, avec /*,— /• constant, et observer 
que les normales da,dn l se trouveront menées vers le centre z ). 
ou « l'opposé, suivant qu’il s'agira des éléments <h de la sphère inté¬ 
rieure 4t:/‘ 4 , ou des éléments cte l de la sphère extérieure Donc 

d.rz 

l'expression sera la dérivée cle rp prise en allant d'un point de la 
sphère de rayon /*, au point le plus proche de la sphère concentrique 
de rayon r — dr, et pourra s'écrire — * Au contraire, s'é¬ 


crira 


d.t't tt 

dr 1 


Et comme, d'ailleurs, rien n'empéchc de délimiter les 

éléments Wï, sur toutes ces sphères décrites autourdu centre (***, >', z) } 
nu moyen de surfaces coniques infiniment aigues ayant ce centre pour 

sommet, de manière que les rapports soient constants dans 

le passage d'une sphère à l'autre suivant un rayon quelconque, c'e^l- 
à-dire dans ce que nous appelons une différentiation par rapport a r 

ou à /*„ les deux expressions — “J/ — reviendront à 

- -j- r ('•? 73)* ~^y l’a** *«*“-*» leurs sommes £ ou f . 

relatives à toutes les orientations du rayon /*ou/*j autourdu centre 
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(x, Y t z)> seroitl lu dérivée en r ou eu r tt changée ou non de signe, 

(h <h) 


de la somme correspondante des éléments r} r l p l somme 

.. / j 

identique à f ■'-[* ou & f 0*11, et qui n’est autre chose que lu vu- 

Jif *' «-'T, *'i 

leur, «I* ou 4 *„ du potentiel sphérique, relative u la sphère ? ou à lu 
sphère $j. 

Donc le second membre de (<>j se réduit ù — ' -y-, tandis 

ar ur | 

que le premier est (/* t — /*)Ai 4 ». Divisons pur la différence infiniment 
petite rj— r et, en nous rappelant que le rapport d’un accroissement 

élémentaire de la fonction à l'accroisscMnent simultané/*, -/• de sa 

variable rest la dérivée eu r de cette fonction, il viendra JL 4» 

2 dr * 

c'est-à-dire 

t/«» _ dH* <M> d**P 
* dv* dx* ' d'y* ' de 1 * 

Ainsi, quelle que unit la fonction continue ?(S,r # , ï) exprimant 
te mode de répartition, dans Vespace , de la masse potenliante, te 
potentiel sphérique a sa dérivée seconde, par rapport au rayon r. 
égale à la somme de ses trois dérivées secondes directes par rap¬ 
port aux coordonnées reclan gu ta ires du point potenlié. 

Observons encore que le potentiel sphérique et ses deux premières 
dérivées en /* prennent des valeurs simples quand celte variable r 
s’annule. Pour le reconnaître, supposons très petite la sphère et 
menons-v en tous sens des diamètres »/\ La densité p, fonction de 
point graduelle par hypothèse, variera, d’une extrémité de Pun quel¬ 
conque de ces diamètres au centre (x, y, s), autant que du centre 
à l'autre extrémité, sauf erreur de Tordre de /•*. Par conséquent, la 
valeur de p au centre, c'est-à-dire p(.r,y, s), égalera, avec une erreur 
de cet ordre seulement, la moyenne arithmétique des deux valeurs de 
p en deux points opposés quelconques de la sphère et aussi, par suite, 
la valeur moyenne générale de p sur toute la sphère Le potentiel 
sphérique, produit de cette dernière moyenne par 4*/*, sera donc 
4r/-p (.r, v, s), abstraction faite d’une partie comparable à r a ou qui, 
pour r — o, a en quelque sorte un contact du second ordre avec/.éro. 
Ainsi, la valeur et les deux premières dérivées en r de cette partie 
ne pouvant différer de zéro quand r s'annule, le terme principal 
'|7:/ , p(.r, v, 5) donne 

ffrji f/t cji 

U>> (pour/• = «>) <J> = <>, ■j~~ir.?(x,x,3), - o. 
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Les valeurs de 'P et de ses dérivées en r sont encore plus simples 
pour les valeurs de r supérieures à certaines limites, du moins quand 
la matière potenliante est bornée dans tous les sens, Alors, en effet, 
l‘mi pourra, oii que suit le centre (,r, y, 3), prendre rnssex grand pour 
que ia sphère ? la contieuue toute à sou intérieur, et l'on aura, dans 
( - 1 , p q, «l> o, Le potentiel 'P s'annulera donc, avec toutes ses dé¬ 
rivées en si /* est assez, grand. 

Enfin» réejuation ( 8 ), se trouvant vérifiée identiquement par la 
fonction *I>, peut être diffère»liée à volonté en .r, y, 5, /•» Or différen- 
tions-la, par exemple, en /*; et cllo donnera une équation de même 
forme que ( 8 ), sauf la substitution, à la fonction <ï>, de la fonction 


Celle-ci, d’après (9), reçoit, pour /•.o, la valeur 4 «p(.i\y, s), 

mais a sa dérivée eu r alors nulle, tandis que la fonction a, au con¬ 
traire, pour /‘--o, su valeur nulle, mais sa dérivée en r égale i\ 
4 t;p(.r f s y, z ). Donc te potentiel sphérique d'une masse distribuée 
arbitrairement €tans l'espace fournit pour réquation (8) deux 
sortes de solutions, permettant de se donner à volonté, quand r :rz o, 
dans l'une, les valeurs de la fonction et, dans l'autre , celles de sa 
dérivée première par rapport à r, en tous les points (jc,y,z) de 
t'espace . On verra dans la XLV 1 *’ Leçon l'importance de celte re¬ 
marque, pour l'intégration d*une équation aux dérivées partielles 
appelée équation du son . 


333*. — Autre potentiel, analogue au potentiel sphérique, mais appli¬ 
cable dans des espaces ayant, à volonté, une, deux ou trois dimen¬ 
sions. 


Gomme le potentiel sphérique «1» est simplement proportionnel au 
produit de la variable r par la valeur moyenne de In densité p on tous 
les endroits situés à une même distance r du point polentié, il serait 
facile d’introduire au lieu de q», dans Inéquation (8), cette valeur 
moyenne de p, que nous appellerons simplement f, et qui sc trouve 
ainsi jouir de propriétés simples, méritant d'être connues. Seule¬ 
ment, les déductions précédentes, basées sur l'hypothèse \ - - qui 

ne donne := o que dans un espace u trois dimensions, ne con¬ 
duiraient pas, du moins directement, aux propriétés dont il s’agit, 
pour le cas tout aussi important d’un espace plan ou à deux coor¬ 
données :v f y, sur lequel serait disséminée une matière ayant par 
unité de superficie une masse donnée p(?, *,)♦ Or il est facile d’em¬ 
brasser u la fois les trois cas de m dimensions, m étant 1, a ou 3 . 
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Nous remonterons, pour cola, aux formules (i) à (o), évidem¬ 
ment applicables sur un espace plau en y supprimant les variables 5 ou 
Ç, et eu y regardant d'ailleurs w non comme un volume, mais comme 
une partie du plan îles a'j t ou, par suite, 7, non comme des sur¬ 
faces, mais comme les limites respectivement intérieure et extérieure 
de ce champ superficiel d'intégration w, Devant comprendre encore, 

dans la sommation f , tous les endroits dm dont les distances un 

point potentié (.r,y) tombent entre r et r 4 ou/■-*-«, nous aurons 
alors pour 7 et 7 t des circonférences a*!:/*, ait 1*1, au lieu des sphères 

Même le cas, ofi /• se réduit à \ (.<■ — $J*, d # un simple 
axe des x } ou mieux d'un filet matériel prismatique infiniment mince 
étendu suivant cet axe et d’une certaine masse p(£) par unité de 
longueur, se trouve représenté par les formules eu question (i) û ( 5 ), 
si l'on y regarde alors les surfaces 7» 7 U lieux des points situés aux 
distances r et r x du point potentié d’abscisse .r, comme composées, 
chacune, de deux éléments ih ou (h Xi égaux ù la section constante du 
filet, cl définies en situation par les abscisses .r ± r ou ic ±z /*,. 

Il suffit, dans tous ces cas, y compris celui ofi m = 3 , de prendre 
simplement •]/(? — ,**, .., ) = 1 ; ce qui donne •}» ~ o, quel que soit le 

nombre des dimensions. Alors l'intégrale y se réduit ù / pefar, ou ù 

t/cT 

t j prh, vu la division possible de l’espace w, quel que soit /«, eu 

éléments exprimés par uh\ et, rapportée ù l'unité d'épaisseur % du 
champ d'intégration choisi, elle devient fpdioarr /% — <jÿ } 

•J*} t'ff ^ 

c'est-à-dire le produit de la figure 7 , partout équidistante du point po- 
lenlié, par la valeur moyenne p' de la densité sur toute sou étendue. 

Or le second membre de ( 5 ) [p. i<) 5 *J, réduit a I <h - - I <fa u 

«/<7 " fl J r7{ 

devient, en raisonnant comme ci-dessus (p. 19O*), 


~fj <h : 


dr 1 J*dr x 


d‘ ( 1 d?, 



ou enfin 
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OU 


ù cause de l'invariabilité des rapports y> ~ dm*» une différentiation 

eu r on r lt e’est-à-dire faîte Je long de rayons issus du centre poten- 
lié. Kn définitive, le premier membre de ( 5 ) sera (/* t — /') # , 

th' th‘ 

(/*!--/•)tri, y\ et, Je second membre, — 7 ~ - -H -3| — > c’est- 

ar €(r\ 

à-dire (/‘j~ r) ( *^7 û raison de la valeur infiniment petite qu’a, 

par hypothèse, l'accroissement /*, — /* du rayon. On aura donc, eu cli- 
visaut par r), puis déveloj>pant la dérivée d’un produit, 

. . , </*?' , 1 il ( €l?'\ â* ? ' rflog? riz' 

<« -2 <//* 7 dr \ c/r / i/r* «fr dr 

Ht comme, (failleurs, la figure 7 équidistante du point potentié 
(sphère, circonférence ou couple de sections droites) est, quant u 
fétendue, variable avec r proportionnellement â le logarithme 
de 7 a même dérivée en r que celui de de sorte qu’on peut, 

dans (îo), remplacer dlog 7 par (/« — ijdiog/*:::: ~d/\ U vient 

donc 

d*« f d*s' <**s r m-t ^ 

r <//* 


«11) 


dÿi + • • • 


d* 5 r «J 


A *?' 

relation que vérifiera ainsi identiquement la fonction p\ ou / p—> 

*'7 7 

des variables .r, r, <|uelle que soit la fonction arbitraire 

de point, p(î,7 n .., ), servaut à la former. 

On aurait pu prévoir cette relation dans le cas d’une répartition 
pareille de la masse potentialité tout autour du point potentié 
• * • )- Kn effet, p' étant la moyenne des valeurs de p sur les di¬ 
vers éléments th de la figure 7, et, de plus, ses dérivées d’un ordre 
quelconque en «r, y, . s’obtenant au moyen de déplacements égaux 
imprimés i\ tous ces éléments ih suivant les mêmes directions mutuel¬ 
lement rectangulaires (ce qui revient ù prendre les dérivées analogues 
de chaque valeur de p), il est clair que le paramétre S t de la moyenne p' 
est la moyenne, sur toute rétendue 7 , des paramétres A*p, qui consti¬ 
tuent, comme p, une fonction de point indépendante des axes choisis 

et ayant (t. I, p. cp é ) fa valeur ^ quand p dépend seu¬ 

lement île la distance /*, Or p est alors égal a p' pour Je centre 
(x-, r, * 5 ) choisi, et cette valeur de la moyenne A,p' revient bien au 
second membre de la formule (11), Mois celle-ci montre de plus que 
la même relation simple entre les moyennes A s p r et p' de A,p et de p, 
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ou, du moins, entre A*j>' et les deu* premières dérivées cle p 1 eu /*, 
continue à subsister quelque irrégulière que devienne in distribution 
effective des valeurs de p dans l'espace. 

1) est (railleurs évident, par les raisons données avant les formules 
(9) [p* W*L f l ue > pour r très petit, la moyenne p' se confond avec 
?(***, r, z) t ô des quantités prés du second ordre; ce qui donne 


t IV.) 


t pour /• 01 p f .*- p(*\jr,. -. ■, 


tb; 

dr 


o. 


r (H 

La fonction p' ou / p— constitue donc, pour l’équation (u), une so- 

lution ayant en tous les points (j\ y >...) de l’espace, quand r s’an¬ 
nule, sa valeur égale à la fonction arbitraire p(.i\ r,... i et sa dérivée 

* » 

première en /* égale à zéro. Mais la dérivée —♦ n’est uéuéruleuieni 
pas une autre solution de la même équation (t 1); et, cela, ù cause du 
dernier terme ——- qui, aflecté (sauf dans le cas //< “ -1) d'un 


v dr 


coefficient n - - variable, se dédouble j)ar la différentiation en /\ au 

lieu d’éprouver alors la simple substitution cle à 
On retrouve, au moyen de (11 ), l’équation (S) relative au cas ni * 3, 


w-t 


en appelant «S> le produit r p' qui, pour m r~ 3, se confond bien 
(au facteur constant près/|ït) avec le potentiel sphérique *1*. Gela re- 


\-'Ht 


vient ù poser, dans (11), p* r * «I*; d‘oû Ü résulte, tous calculs faits, 


dj ^^(d* m 
dr \ dr »/■ 

d*?* _ * 1 » _ m t d<\* 01 t m - \ \ 

dr * \</r J /* f/r v/* v/* /’ 

1 

et aussi L’é<]uation (u), en y supprimant partout le 

l-w 

facteur r 1 et changeant les membres de place, devient alors 
. d iK ï \m ijO —j») . //*4» d*< I» 

( 1 1 1 __ -•' *l> » . - —r-^ -J- — 

dr 1 ij r* rh* dj* 

Kilo se réduit donc à (8) quand //1 - 3 , hypothèse qui y annule le se¬ 
cond terme. 

Ce second terme est nul utissi pour «/rui, cas oîi *1 »p'et où 
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(b\* 


( ainsi qu'il vient detre remarqué ) la dvrivée ^ couslilue, p mv 

t équation (it) ou (\à), comme quand m rrr 3 , une deuxième solution, 
mais uue solution ayant, d’après (va ), sa valeur nulle è la limite rr:o, 
Ht, «ii ellet, p' n’est alors la moyeutie que des deux valeurs p(# 4- #*), 
p (^t- — /* ) ; ce qui donne 

| (|>ourm=:ij 

j <|, _ ? (•»• -*•> . t |. H(| <M; _ ?V-I-/;) — ?'( a; -r)' 


A 


dr 


Or on vérifie aisément que ces expressions de <1* et de sa dérivée 
en /*, mises à la place île f !> clans 1 équation (i 3 ) réduite à 
y satisfont bien. 

35 r. Paramètre différentiel, d’un ordre pair quelconque, d’une fonc¬ 

tion de point, et puissances paires quelconques de son paramètre dif¬ 
férentiel du premier ordre. 

Quand, dans l'expression / p — de la fonction p', on fait varier v 

jq ï 

ou laissant .r, r,... constants, les valeurs de p dont p' exprime la 
moyenne sont prises le long de chemins rectilignes, /*, qui croissent à 
la lois des memes quantités dr sans qu’aucun change de direction; 
et une dérivée d’ordre quelconque de p' en /*est. par suite, la moyenne 
des dérivées de même ordre de p le long de ces chemins, a une inéme 
distance /• de leur point commun de départ (a*,/, ...). tën d’autres 
termes, on a, quel que soit l'ordre p des dérivées considérées, 

” Jdw T'* O**» fonction p étant supposée graduellement va¬ 
riable, ainsi que ses dérivées partielles, celles-ci, prises le long de 
droites d'orientation quelconque, ont, aux divers points d’une figure <r, 
très sensiblement les mêmes valeurs qu'en son centre . «)» 

lorsque son rayon r devient extrêmement petit; et, prendre la moyenne 
des dérivées d’ordre p de p suivant tous les rayons divergents /*, sur 
une telle ligure cr, c’est lu même chose, à la limite, ou quand r s’an¬ 
nule, que de former la moyenne des valeurs reçues, au point (x, ^,... ), 

par la dérivée le long de droites infiniment petites ds issues de 

ce point et distribuées indifféremment dans toutes les directions. 
Ainsi, l'on aura 

1 dfi? . . . dt*p' 

U U Uuy. do au point (*,^ qiour /* rr oj. 
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Les moyennes des dérivées d'ordre pair» ou pour lesquelles \> sera 
(le In forme 9 .h x offriront seules de l'intérêt; car les autres, d'ordre 
impair, seront identiquement milles, Kn effet, si Ton cousidêre, à 
Pend ru il (.r, deux chemins infiniment petits de sens con¬ 

traires, ou mieux le même chemin parcouru successivement dans les 
deux sens opposés, les deux dérivées premières de p obtenues y seront 
évidemment, eu chaque point, deux fonctions égales et contraires. 
Par suite, ces deux dérivées, si on les prenait avec signe pareil, don¬ 
neraient elles-mêmes, en les différentiant dans les deux sens, deux déri¬ 
vées de signes contraires. Donc, prises avec leurs signes effectifs qui 
sont contraires, elles auront leurs propres dérivées, ou dérivées se¬ 
condes de p» identiques. On voit, en continuant ù raisonner de même, 
que les dérivées d'ordre impair, en (,r f ys...), suivant deux direc¬ 
tions opposées, se neutraliseront ou auront leur moyenne nulle, 
taudis que celles d'ordre pair y serout égaies et donneront, en général, 
quand on les combinera avec celles d'autres directions, des moyennes 

‘v ?.. différentes de zéro. 

La considération de la fonction p' permet d'arriver à l’expression 
générale de ces moyennes par les dérivées a/*** m ** de p en j,.... 
beaucoup plus simplement que si l'on employait la méthode suivie 
vers le commencement du Cours (t, 1 , p. 70') dans le cas de la dérivée 
seconde. U suffit, pour cela, de développer la fonction p' suivant les 
puissances ascendantes de sa variable r supposée très petite, en utili¬ 
sant l'équation (11} [ p. ?.oo*], Un tel développement est légitime; car 
les dérivées successives de p suivant une direction quelconque, au 
point (,r, r,...}, se trouvent, par hypothèse, finies, de sorte que leurs 
moyennes ne peuvent manquer de l'être, et la formule de Mac Laurin 
est applicable tant à p' qu'a scs dérivées en /*, Or cette formule, ap- 

piiquée à en observant que l'annulation des dérivées impaires 

de p' pour r ~o y fait disparaître les tenues correspondants, don¬ 
nera, si l'on désigne par A„ A>, Ao,... les dérivées inconnues se¬ 
conde, quatrième, sixième, ,., de p' en /* quand /•“ o, 




V; - As Ai ~ -T- A ü — 

dr J !.* 1 .a.i.i 


Multiplions cette relation par dr et intégrons chaque terme a partir 
de r 7- o, en nous souvenant qne ~ s'annule, a celle limite, d'après 
la dernière (n)i puis effectuons sur le résultat une intégration ami- 
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loguo, sans oublier que ?* ~ p pour /* :~ o, eu vertu de la première ( » a ). 
U viendra 

th' 


( I T t 


( «? . . /* i *'* 

i —v • rrs A+ ** A t —-- -*->■ — ».* • -J 

* <tr i 'i.-ij i.K/i. 4,6 


4 / , . /* t A 

( ? r-s A* — A* 


I « M 


I « « i • | 


4 

A B 


I .7 ♦ Jt | ,0 


a- 


Kl, il ailleurs, .., ifeutraul dans eetle expression de ?* que par 
les coefficients ?, A ît A k , Au, ...» on aura aussi 


S) 


i,f ' : A * ? - ,w !:» ■ MA|A *' ' Ai v ‘' n ^ ri.ii ' f 


/ >0 


eu elfet. lu graduelle variation supposée de p* implique, pour le très 
petit terme complémentaire (insensible quels que soient a*,y* ...) 
de Texpression de p’ en série, la petitesse constante de ses dérivées 
eu .r, y t et, par suite, de sou paramètre différentiel A,; ce qui 
permet de calculer comme si cette expression de p* était un po- 
lyuùiuo. Or portons les valeurs (i;), (i6), (iK), des deux premières 
dérivées de p f en r, eide Ajo', dans réquation ( 11 ), qui est vérifiée 
pour toutes les très petites valeurs de r, Les deux membres, ordonnés 
suivant les puissances de /**, devront être identiques (t, 1, p. 68); et, 
en y égalant successivement les coefficients totaux de /*, de /**, de 
nous trouverons 

. ni K , . m~-*A m î . 

upi — “ Aî» A* A* = —-— Aj, A* A* = —v— Vç, 

La première de ces relations donne donc îa dérivée A*; puis la 
deuxième fait connaître la dérivée A^, lu troisième A 6 , et ainsi de 
suite. Comme ces dérivées ne sont autres que les valeurs moyennes 

cliorclices de - A > -A ? • • * en (<r, v,.. . l 


d$* ds* 

Moy.Çj «*.*, 

* dsi tn * • 


ou aura 


Mo y. 


( 70 


/ i' — A, 4, / l 

tfs' m m -r- 7 ‘ 


xi»»- 1 :i an t 

* ds zn m m 4 - a ta — 7 n 7 *' ™ 


(A,)* désignant, pour abréger, la répétition, n fois, de l'opération 
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qu'indique i„ ou (fui consiste à prendre le paramétre différentiel 

tft dt 

jÇTi ■+••* • de lu fonction écrite ù la suite. 


«X‘ 


^uant au développement (17) de il devient 


<*o 


^tp {'* y /•* A j A.* «j /’** 

m » m t m - •>. ; i.\ ’ m ( m -Tâ'ïïw ^ \ j vü^Tti 


0(1 Ton voit que les dénominateurs sont respect! veineni : 1.2. i.a. 3 * 4 t 

i.a. 3 ,4. 5 . 0 ,... dans le cas m -_i; s a , a*.4*, a* # 4 s # 0*,... dans le 
cas /// — a; et a. 3 , a. 3 . 4 . 5 , a. 3 . 4 . 5 . 0 .;,... dans le cas /« -3. 

La première formule (ao) est bien celle cjui nous a servi (1. I, 
p. & définir le paramètre di fièrent ici du second ordre d'une fonc¬ 
tion de point* Or on peut, de même, appeler, en général, paramètre 
différentiel d'un ordre pair quelconque, pour une fonction de 
point, l'expression la plus simple représentant, à un facteur nu¬ 
mérique près, la moyenne des valeurs que prend en un point donné 
la dérivée de tue me ordre de la fonction suivant toutes les droites 
qui s*y croisent . Les paramétres différentiels du quatrième, du 
sixième,..du ordre, seront alors, d’après les formules (ao ), 

AjAjp, A 1 A î A, i o,.(A*)" p : Us s'obtiendront tous par de simples ré¬ 
pétitions de l'operation consistant ù prendre le paramètre, diffé¬ 
rentiel du second ordre A*. 

Ou observera que la dernière formule tao) devient respectivement, 
dans les trois cas m ~ t, m . 3 et //* ~ 3 : 


(2/ ) 


//m $ 

' ,üy - =• O*)*?» 


11 , l i,t ? 

■ Mo >- 7 r/n 


\ 3 *>//•“! , . 

••• -O, )« ? , 


Mov. 


d in p 

ds*‘* 


U \ !lit 

fAi ) ff p 


2/t - I 


Le calcul de la valeur moyeitue de conduit ainsi à une géné¬ 
ralisation de la dérivée naturelle ou paramétrique A^o. Or celui de la 

fd r j\* n 

valeur moyenne de l-f^J suggère, de même, une généralisation de 
cet autre paramètre différentiel, dit du premier ordre, dont le carré 
esl proportionnel ù mov. (Ù V. En général, p étant un exposant 
entier et positif quelconque, l'expression de la valeur moyenne de 
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se déduit aisément de celle qui représente la voleur moyenne 

de En effet, d’abord, sia, désignent les cosinus direc¬ 

teurs de In petite droite (/.y suivant laquelle se font les différentiations, 

♦ » * (/j 

les calculs tant de la dérivée /> uw de ? que de la puissance y/ 1 *" 1 * de ^ 
s’opèrent (i. 1 , p, 70 *) au moyen delà formule symbolique 




\/ J 

• • 1 t 


dans le développement de laquelle les expressions > •• • dé¬ 

signent des dérivées/?*”» 1 " de p quand il s’agit d'évaluer mais dési¬ 
gnent des puissances ou des produits des dérivées premières de ?* rela¬ 
tive* aux variables figurant en dénominateur, s’il est question de J** 

lit lorsque, ensuite, faisant varier la direction de l'élément r/.v, on prend 
la valeur moyenne des coefficients <//*, paP~ l b y ,,,, cette valeur est ta 
même dans les deux cas; d’ou il suit que les deux valeurs moyennes, 

*oit soit de ont encore leurs développements symbo¬ 

liques exactement pareils, et sont transformables l’une en l’autre par 
des substitutions de dérivées partielles d’ordre p à des puissances ou 
produits de dérivées premières relatives aux mêmes variables a\ y,...» 
ou t'ice versa. C'est dire que, si p est impair, l’expression de 

moy. sera nullo, comme l’est celle de moy. et comme il 

résulte (railleurs du simple changement de signe qu’éprouve la dé¬ 
rivée première de ? par le fait du renversement de la direction suivie# 
Mais, si p est un nombre pair 2 / 4 , la dernière formule ( 20 ), où ilfau- 

dra supprimer p et remplacer ensuite 4- » ... par 4 -j ~r> » • * > 

4 ur uy 4 dx dy 

fl* ^ l* f 

c’esl-ù-diie mettre^ + 4^-r ... =Af, à la place de don¬ 
nera 

*> i 1 3 5 *4/4 — 1 

<uïj mov. de ( -p t = —-... — .— — (Aïû)". 

\ds / m m -ï- :a m — 4 m ~r- an —* 2 ' 1 r/ 


Dans le cas #1 — i, cette formule se réduit bien a celles que nous 
avons obtenues au n° 4-V* (t. 1 , p. .53* et.> 7 *) pour définir le paramètre 
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dtfïérenüel du premier ordre. Dans les autres cas, elle montre que les 

puissances paires successives de in dérivée première ~ sont, e/t 

MtoYCHfiv, et u des coefficients numérique* près, simplement propor** 
lion ne) les aux puissances successives du carré de ce même para¬ 
mètre V 




SUIT H DK IA THBOHIK DES POTENTIELS : ETUDE SPECIALE DK CEUX 
DANS LESQUELS LTNTÉOHATIOS S’ÉTEND A TOUTE LA MASSE PO- 
TKNTIANTK. 


JEttV Des potentiels où l’intégration s’étend à tonte la masse poten¬ 
tialité; cas où l’on peut les diffôrentier sous les signes /, soit exacte¬ 
ment! soit avec addition d'un terme simplement proportionnel à la den¬ 
sité de cette masse au point potentié. 

QUmnd, dans P expression générale, 

•'VJ 

d’un potentiel considéré à l’intérieur d’un espace m à m dimensions, 
on adopte pour ^(î;— .r, r,— r, t ..) une fonction homogène de 
\ — jr f y, — ... dont le degré n dépasse —///, et quand, de plus, 
la masse potentialité a ses dimensions Unies, avec une densité 
?($» r o •*•) H nie aussi partout, rien ne s’oppose à ce que Ton fasse 

porter l’intégration / sur toute l’étendue de la musse potentialité. Eu 

•-n 

effet, d’une part, ou peut, sans rendre infini le potentiel, prendre 
pour limite extérieure 7, de J espace w une figure décrite d’un rayon/* 
ussez grand, autour du point potentié (.r, r,...) comme centre, pour 
que, au dehors, ? s’annule partout. Kl si, d’autre part, l’on a provisoi¬ 
rement choisi comme limite intérieure 7 une autre figure de même 
forme, ou équidistante aussi, en tous ses points, de (*?,/,,mais 
dont le rayon r constant soit extrêmement petit, la fonction qui, 

n 

divisée par r H [($ — *r)* -r .. .]*, devient homogène de degré zéro 
ou invariable pour chaque direction du rayon r, sera une quantité de 
l’ordre de /*", a cette limite 7. Donc un décroissement élémentaire 
— tir subi par /*, en ajoutant <r<//* au champ de l’iiuégrale, fera croître 
le potentiel, au plus (c’esl-ù-dtre quand il n’y uura pas destruction 
mutuelle d’éléments de signes contraires pour les diverses directions), 
d’une quantité de l’ordre de r n <ult\ ou de l’ordre de dt\ vu la 
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proportionnalité de « à Z 4 *' 1 ** 1 . Kt [J suffira bien, pour que tous les ac¬ 
croissements pareils, jusqu'à anuu!aüou de r, donnent une somme 
finie, que l'exposant (/* 4 * m —• i) dépasse — i, ou que n soit supé¬ 
rieur à — m, c'est-à-dire que le facteur ne devienne pas, à la 

limite r^o, d’un ordre d'infinitude atteignant Je premier. 

On pourra néanmoins, même dans ce cas d'un potentiel fini quoique 
étendu à toute la musse, mais pour éviter d’avoir ù considérer des élé¬ 
ments d'intégrale ayant en facteur une fonction $ infinie, garder la 
limite intérieure », à laquelle, seulement, on attribuera un rayon « 
infiniment petit et, par conséquent, incapable d «Itérer sensiblement 
l'intégrale ? dans aucune position du point {x % y f .. .)♦ 

La dérivée de?cn#est alors, d’après la première formule (/|)[p. 194*]* 

J*~dx ‘ f ^ cos ( /? » Le second terme, relatif à la petite 

figure <r de rayon «, terme au plus de Tordre de tyv ou de Tordre de 

s'évanouit quand le degré d'homogénéité n de la 
fonction dépasse — {tu — i), ou quand n 4 - m excède 1; et, dans ce 
cas, il 11e reste pour exprimer la dérivée de ^ en *r, que le terme 

JÂc c l uaurtt ‘ l donné la simple différentiation en .r, sous les 

signes /, du potentiel proposé ftyp dm 4 Or dérivée de la fonction 

homogène — par rapport à sa variable $ — est elle-même une 
fonction homogène, mais du degré d’homogénéité n — 1 ; et, par cnnsu- 

quent, l'expression obtenue de constitue un nouveau potentiel, que 

Ton pourra différenticr encore comme le proposé, c'est-à-dire sous les 
signes /, si n est supérieur à —(//* — 2) ou si la somme n M- m ex¬ 
cède a. 


Donc, en conlinuantà raisonner de même, nous reconnaîtrons qu 7 //* 
potentiel f tys (fo, étendu à toute une masse cle dimensions et de den¬ 
sité finies, peut se différentiel* sous les signes J, par rapport aux 
coordonnées du point potentié (»c> y, ...), autant de fois que l'in¬ 
dique le nombre entier immédiatement inférieur à (a somme 
n 4- m , où n désigne le degré d'homogénéité de la fonction par 
rapport à ses variables $ — r, r t — y, 4 . ., et m le nombre de celles-ci 
ou des dimensions de l'espace considéré. 




* 


égale ù Tin verse de /•, est du degré d'homogénéité — 1 } peut, nt 
étant 3 (d’oit n 4* m ~a), se difFérenlier une seule fois sous le signe f. 
Mais, quand il s'agit, dans le même cas m 3 , du potentiel f ricins. 


U. — IL Parti ^complémentaire. 


d\ 
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où égal a r } est du degré s, la somme n -t- /«, égale à 4, excède trois 
unités, et l'on peut différentiel 1 l’iutégrale trois fois sous les signes /. 

Dans un espace à deux dimensions, les potentiels /(logr) pc/® et 
/(/■*log/•)?</«» se différent feront encore, respectivement, une fois et 
trois fois sous les signes f ; car avant ses dérivées en a? et y, 

savoir--i. -ou— -- L > homogènes du degré — i, est ici 

rdtx*y) /•* * ' 

assimilable à une fonction homogène du degré zéro; et elle devient, en 
effet, pour /* nul, d’un ordre d’infinitude infiniment petit (t, 1, n° 88, 
p. 14°)« Au reste, si logr et /••logr sont transcendantes, leurs déri¬ 
vées, premières pour log/% troisièmes pour /•Mog/*, sont algébriques 
et du degré d’homogénéité — i, comme on vient de le voir dans le cas 
de logr et comme le montrent, dans celui de /■*logr, des différentm- 
lions successives, où l’on observera que, par exemple, la dérivée 
eni* de est |); d’où résulte simplement 

«(a*—?)logr pour In partie transcendante de la dérivée première de 
/•Mog/* par rapport ù a\ 


Quand le degré n d'homogénéité de ^ est entier, on peut même 
utiliser la différentiation en x, y, c/e l'intégrale ftypdw t sous 
te signe /, pour obtenir tes dérivées partielles de l'ordre n -i- m, ci 
la condition d'y compléter les résultats par l'addition de termes très 
simples, proportionnels à la densité p(x t y y ...) au point pot en lié. 
En effet, toute dérivée de l’ordre n H- m — î, étant un certain potentiel 
aussi de la forme ftypdvt, étendu à la totalité de la masse potentiante, 
pourra s’écrire f^\pdm f si y désigne une fonction d’un degré d’ho¬ 
mogénéité, en î — x, r, — y ,,, égal à n — (« H- m — t) ou ù i — m. Sa 
dérivée en je, par exemple, c’est-à-dire l’une des dérivées n 4- 


considérées, vaudra donc l’intégrale résultant de sa différentiation sous 


le signe /, plus le terme / ^ l pcos(/i,0^»que l’on peut écrire encore 

*'<X 

J C dv 

f p cos(/t, î) — * Or <J/ t , fonction homogène, du degré i — m » des 

*t * 

projections $ —.r, r 4 ~~du rayon /*, est le produit du facteur 
constant sur toute la figure cr, par une fonction homogène du 
degré zéro, qui pourra bien varier avec la direction du rayon /*, mats 

de 

non avec sa grandeur. Comme, d’ailleurs, le rapport — ne dépend pas 

non plus de r quand les figures concentriques cr sont décomposées 
homothéliquement en éléments di, et comme enfin p($, r„...) est ré¬ 
ductible à p(x,y, ...) sur toute l’étendue infiniment petite de le 
terme complémentaire dont il s’agit revient bien nu produit de 
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• • •) P«t’ une expression, J*'^ 7 n co *( w >Ç)~-i où rien 

ne dépend plus ni de la masse polen liante, ni de lu valeur infini¬ 
ment petite i du rayon /* de la figure 7 , mais de la nature de la fonc¬ 
tion 

Cette expression s'évalue très aisément quand, se trouvant de 
In forme simple /(/*), sa dérivée/'(r) est algébrique du degré 
i — m ; en sorte que les dérivées de jTÿpcfo, de Tordre n *+-/«, ou 
dont il s agit, soient les [(a *— /w) -r- c'est-à-dire les secondes* 

Alors, en effet, si Ton cherche, par exemple, la dérivée ~ ffydm, il 

viendra d abord, sans difficulté, pour la dérivée première en x> 



expression qui, en tout point de la figure 7, devient 

'W “/ , 0')cu»(n, Ê), 

vu la coïncidence de la normale ù r/7, menée hors du champ d’inté¬ 
gration w, avec Je rayon /* censé tiré de ce point vers le centre 

U'»/» *•*)♦ Le terme complémentaire J $,p cos(/j, ç)r/7 sera donc 


Jf WcOS*(»,{)rf7j i 


?(*»/•—! OU 

11 ne reste plus qu’à y calculer la valeur moyenne 


[jTc°**(«» l)~l *f(r)p(x,y, ...j. 


de cos*(n,$), pour toutes les directions autour de (x f y, ,,.) dans 
l’espace à m dimensions considéré* Comme cette moyenne est évi¬ 
demment la môme quel que soit Taxe des x ou des * adopté, et comme 
elle s appliquerait par conséquent à cos , (/i, vj), .»., elle sera la 
partie de la somme cos j (/ï, J) 4- cos*(/i,r,) 4-,.constamment égale 

à 1 unité. Donc sa valeur est ~ ; et Ton aura, en définitive, vu les ex¬ 
pressions analogues que donneraient les autres dérivées secondes di¬ 
rectes du potentiel, 


M\ dif/(r)pffm Ç d*f(r) 7 f(r) , 

’ (</**,<0*, ...) ]„(.(&•,dy*, ' m f(^. •••). 
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formule multiple dans laquelle /'(r) et <r, respectivement proportion* 
nels à r 1 -* et a r"*- 1 , ont pour produit une simple constante, 

Par exemple, clans le cas d’un potentiel de pesanteur où, m éga¬ 
lant 3 et/(r) ayant l'expression /•-*, * est une surface sphérique 
4 m 4 ct/ , ( / ') la fonction — /•“*, le dernier terme de (»4) devient 

4 ** / 1 

De môme, si l’on a pris /(/*) -~-Iog/* et qu’il s’agisse d’un espace 
plan, on aura /'(/•) = r* 1 , //< = 2, et les figures * seront des circon¬ 
férences 9.T.r : le dernier terme de (a/J) prendra donc la valeur simple 

11 est bon de remarquer que, dans tous ces cas, la dérivée de $ 
placée sous le signe f , au second membre de la formule (2$) ou de 

•'CT 

toute autre analogue, atteint seulement le degré d’homogénéité 
« — (/1 -h m) ou — m t el que, par suite, si Ton prenait en valeur 
absolue tous les éléments acquis par l’intégrale quand le rayon 
décroît de —* dr ou quand le chump s’accroît de idt\ l’augmentation 
de l’intégrale se trouverait comparable à r~ m «dr, ou u 

/—« /•/«-! ( { r -= ( lü.. 

r 

L’intégrale, en y faisant partir /• de zéro, ou étendue u toute la masse 
potenitanle, serait, par suite, infinie. C’est donc a la destruction mu¬ 
tuelle d’éléments positifs et d’éléments négatifs correspondant aux di¬ 
verses directions des ravons /•, que cette intégrale doit d’être finie, 
comme il le faut bien pour que, jointe à un terme assignable pro¬ 
portionnel à p( j *,y y .,elle puisse exprimer une dérivée n 4- tn {im 
d’un potentiel /^pc/w dont la graduelle variation, en général, est 
évidente. 

L’addition des m formules (a 4 ) donnera immédiatement, pour le 
paramétre différentiel A* de l’intégrale ftyptlm, l’expression 

/[W( r )]pdb *+* ..0» 

où **/(/*)> fonction de point indépendante, comme /(r), des axes 
choisis, aura la môme valeur que lorsqu’on adopte pour origine le 
point fixe (;, r |t #.,) d’où se compte la distance r au point mobile 

...), valeur qui est/"(/•) 4-d’après une formule 
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(28) du 1 .1 (p. (p*). IJ viendra donc 

t» 5 ) VA**)? ** ~y [nr) -h- —“'/('•)]?<*»+ rf{r);.(r,y,...), 

formule qui donne respectivement : 

j° Quand il s'agit d'un potentiel de pesanteur, ou que f{r) — /-», 
/'(**) . #•-*, f v {r) = ar**, avec /« rr 3 et ^ — .'|r/ ,s , 

a 0 Quand w rr 3, ou or = a*/*, et que /(/ ) ^ log/% /'(r) r ~ x , 
(?7) (pour m = 2) Aj/Oogr)?= ««?<*»/)• 


Hevenaut encore au cas beaucoup plus générai où est une fonction 
homogène, de degré /*, des projections {— d? f r 4 — y t .., du rayon r, 
supposons la densité p nulle au point potentié (<r, v i\ . ..). Les déri¬ 
vées n -+■ du potentiel se réduiront alors, comme celles des 
ordres moins élevés, à l'intégrale fournie par Ja différentiation sous 
le signe/, puisque le terme complémentaire, proportionne) à p(*r, 
aura la valeur zéro. Et il est évident que les dérivées suivantes, jus¬ 
qu’à l’infini, s’obtiendront elles-mêmes par ce procédé de diflTéren- 
tialion, si la densité p ne s'annule pas seulement au point potentié 
(*r, )\ .. .), niais aussi tout autour dans une étendue assignable ; car 
la figure cr, d'un rayon infiniment petit t, décrite autour de (x,y,...) 
comme centre, a’y rencontrera pas la matière potentianle, et, dans 
toutes les dérivées successives que l’on formera, les termes complé¬ 
mentaires ou alfeclés du signe J* seront identiquement nuis. 


330* — Potentiels inverse et direct à trois variables; des fonctions 

qu'ils sont propres à exprimer. 

Le potentiel de pesanteur, somme des produits des divers éléments 
pdta d’une masse donnée, par l’inverse de leurs distances r a un 
point mobile (.r, z), a reçu de Lamé Je noin de potentiel in¬ 

verse, afin d’en distinguer l’intégrale analogue, qu’il appelle poten¬ 
tiel direct, obtenue en multipliant, au contraire, chaque élément 
p dm de la masse par sa distance r elle-même au point potentié 

(•**,/> S). 

Les propriétés générales de ces deux potentiels résultent déjà de ce 
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qui précède. Nous vouons de voir notamment que, les coordonnées û 
considérer, a 1 , y, 3, étant au nombre de trois, le potentiel inverse 

peut se diflurentier une fois, et, le potentiel direct frpdm, 


trois fois successivement, sous les signes /, par rapport à x } y ou 3 ; 
qu’on peut encore les différentiel* une fois de plus de la même ma¬ 
nière, mais en y complétant les résultats par l’addition de termes 
simplement proportionnels à p(^r, y, 3), et qui sont, par exemple, 

— | TE p(^ î »„V> 5) pour chacune des trois dérivées secondes directes du 

potentiel inverse ; que ces différentiations sous les signes f y de¬ 
viennent même légitimes pour tous les ordres de dérivées quand le 
point 3) appartient ù un espace vide de matière potentiante; 
enfin, que le paramètre différentiel A s du potentiel inverse a la valeur 

— 5). Quant au paramètre analogue, Aj/Vp r/w, du poten¬ 


tiel direct, 


il sera évidemment 



d’après la formule générale cle A,/(/*), savoir/*(r) + /(/•), 


réduite ici a - par les hypothèses /(/*) =: r cl m - 3 . Ainsi, le pa¬ 
ramètre différentiel du second ordre du potentiel direct égale le 
double du potentiel inverse; et l’on a, tout a la fois : 


(28) 


| A t /^ 3): Ai/rpcftü HjZ ' 9 

J d’où 

l A* A*//p dm =.- — 8r.p(x,y, z ). 


La première de ces trois formules, découverte par Laplacc dans le 
cas simple d’une densité ?(<**, y>z) nulle au point potentié et tout 
autour, est due, sous sa forme générale, à Poisson, dont elle porte 
le nom. 

Comme p {x t y t z) y exprime une fonction arbitraire dans des ré¬ 
gions limitées de l’espace et nulle hors de ces régions, c’est* à-dire 
hors du champ qu’occupe ou qu’est censée occuper la matière poten- 


liante, comme, de plus, devient de Tordre de petitesse de i 


aux points (a?, v y, 3) très éloignés des régions dont H s’agit, celte pre¬ 
mière formule (9.8), divisée par—4^» montre que le quotient, par 
— 4^r, d’un potentiel inverse, constitue une fonction , d’une compo¬ 
sition parfaitement explicite et connue sous sa forme d’intégrale 
triple, dont le paramètre différentiel A f est apte à prendre, dans 
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telles régions limitées qu’on veut de t'espace, telles valeurs don¬ 
nées, p(tf,7,s), que Von veut, en s’annulant partout ailleurs, et 
dont ta grandeur s’évanouit quand ses variables oc, y, z, ou seu¬ 
lement Vune d’elles , deviennent infinies. De même, d’après la der¬ 
nière formule ( 38 ), et vu que les dérivées partielles secondes de r, 
étant du degré d’homogénéité —1 en x — y *— r 4 , a — Ç, tendent 
également vers zéro pour x,y, 5 infinis, le quotient, par ~ 8 t:, d’un 
potentiel direct fr? r/w, est une fonction, de forme bien définie 
malgré son triple signe /,jouissant des deux propriétés, d’avoir 
ses dérivées partielles secondes évanouissantes, « l’infini, et son pa¬ 
ramètre différentiel du quatrième ordre A* & t égal à une fonction 
arbitraire p[æ, /, 3) en tous les points de régions limitées quel¬ 
conques, mais identiquement nul hors de ces régions . 

On conçoit donc que les potentiels soit inverse, soit direct, puis¬ 
sent exprimer, du moins sous certaines conditions, des fonctions de 
point arbitrairement définies par leurs paramètres différentiels du 
second ou du quatrième ordre* De là le pouvoir de représentation de 
ces deux potentiels, et leur importance dans plusieurs questions de 
Physique mathématique, même étrangères à la théorie de la pesan¬ 
teur pour laquelle a été imaginé le potentiel inverse* 

La première relation (a 8 ), que nous écrirons simplement Ajç 4 itp, 

en appelant et p le potentiel inverse et la densité p au point quel¬ 
conque ( 4 ‘, /, -5), conduit à une formule remarquable, quand on 
la multiplie par un élément dm de volume et qu on intègre séparé- 

« * d*o , , 

ment chacun de ses quatre termes, — 4 *?» dans tout 

un espace w quelconque. Nous appellerons 9 la surface limite de cet 
espace, «fol'iin quelconque de ses éléments, et cos a, co&p, cos^ les 
trois cosinus directeurs de la normale infiniment petite dn menée u 
(h hors de l’espace w. Une intégration s’efTectue immédiatement sur 
chaque terme du premier membre, parle procédé usuel employé déjà 
ici plusieurs fois; et il vient 


(* 9 > 


\I,(ê 


cos g 


ou 


-h cos p -r- cos*^ d? “ — 4 r J pdtB) 

L& d ’=-' r 'ù dm ' 


formule établissant, comme on voit, une relation de simple propor¬ 
tionnalité entre la masse f pd&, contenue dans l’espace m t et la 

VCJ 
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moyenne des vitesses de variatiou du potentiel inverse total y k la 
sortie de cet espace. 

Elle comporte une intéressante application au cas d'une masse qui, 
privée peu à peu de son épaisseur, se condense en une couche mince, 
de densité infinie par unité de volume, mais finie par unité d'aire. 
Alors le potentiel <? ne cesse pas d'être, même sur la couche, une fonc¬ 
tion finie et continue do y, z. En effet, les éléments de cette inté¬ 
grale qui, seuls, affectés d'un dénominateur r infiniment petit, pour¬ 
raient avoir une somme très grande ou très variable pour de légers 
changements de .r, y, z t sont ceux qu'acquiert l'intégrale quand, le 
point (.r, y, z) étant sur la couche, on fait décroître jusqu'à aéro le 
rayon r~ï de la sphère décrite autour de ce point, éléments dont 
chaque groupe se trouve comparable au quotient, par /*, de la zone 
circulaire znrdr comprise daus la couche entre deux positions suc¬ 
cessives (caractérisées par les rayons r et r *— dr) de cette sphère éva¬ 
nouissante; or leur somme, de l'ordre de *ar. J dr t est bien négli- 

# o 

geable. Le potentiel, étant ainsi fini sur la couche, ou infiniment peu 
dépendant de la matière contiguë au point (#, ^', 5), ne pourra que 
varier graduellement avec # y y y z d'un endroit à l’autre de la couche, 
si celle-ci a sa forme et sa densité superficielle continues; de sorte 
que la dérivée de y suivant des éléments rectilignes dn tangents à la 
couche sera finie. 

Cela posé, prenons pour l'espace w, dans la seconde formule (29), 
celui qu'occupe un fragment dm de la couche très peu étendu en lon¬ 
gueur et en largeur, dont nous pourrons appeler la superficie, c'est- 
à-dire Ja base supérieure ou inférieure, de l'ordre de sa masse dm y 
et dont la surface latéralcou la tranche, supposée normale aux bases, 

s'évanouira comparativement à dv ou à dm» La dérivée ^2 restant 

finie sur les éléments de la tranche, la partie du premier membre de 
(29) qui sy rapporte sera donc négligeable à côté du dernier terme 

— 4“ / ?dtz ou — 4 ~dm de l'équation; et il ne restera d'influents, 

'-'rj 

ati premier membre, ({tic les éléments relatifs aux deux bases ch du 
fragment. Si nous appelons respectivement dn t dn' les deux normales 
menées à ces bases hors de la couche, le premier membre de (29) 

deviendra ainsi -4- do ; et la relation (29) sera simplement 


(3o) 


(Ê + Ê ! ) dt== -'^ dm ou 
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Elle exprime la densité superficielle ou musse de la couche par 

unité d’aire en chaque endroit, au moyen îles deux dérivées du po¬ 
tentiel inverse suivant les normales dn> du' aux deux faces de la 
couche. Comme la deuxième de ces uormales est de sens opposé à la 

première, la somme ^ -f* ^ représente l'accroissement algébrique 

total qu’éprouve, ù la traversée de la couche, la dérivée du potentiel 
relative à une coordonnée ayant le sens de du. Donc le potentiel <p ne 
cesse pas d'ôtre fini et continu sur la couche, mais sa dérivée pre¬ 
mière dans le sens normal, quoique restant finie, y devient discon¬ 
tinue, et, par suite, sa dérivée seconde devient infinie à l’intérieur de 
ta couche . C’est bien ce qu'indique l'expression infinie, — /|7T?, du 
paramètre \ s mais pour l'intérieur seulement, ou dans i'épuisscur 
même, infiniment petite» de la masse, 

Le cas particulier le plus remarquable est celui d'une couche plane, 
de part et d'autre de laquelle le potentiel prend alors symétriquement 

les memes valeurs et oflfrc par suite les mêmes dérivées : il en 

1 tin un 

résulte, pour la densité superficielle la valeur ^ (““7/7;)* s * m - 

plement proportionnelle, eu chaque endroit, a la dernière vitesse 

d'accroissement —du potentiel inverse, le long d'un chemin qui y 

aboutit normalement à la couche. Mais ce cas particulier mérite, à 
cause de ses applications en Mécanique cl en Physique, une étude 
spéciale directe, par laquelle nous terminerons celte Leçon. 



:iîî7*. — Rapports des potentiels tant inverse que direct, et d’autres 
analogues, aveo le potentiel sphérique; potentiels logarithmiques à 
deux variables et leur usage. 


Il importe de signaler auparavant les liens étroits qui rattachent 
les potentiels inverse et direct au potentiel sphérique, et qui font, des 
formules (38), de simples conséquences de la relation analogue (8) 
[p. *97*]» exprimant la propriété principale de celui-ci. Et d'abord. 


en ce qui concerne le premier, f 



observons que le potentiel 


sphérique <l» est, par sa définition menu*, le potentiel inverse y d'une 
couche sphérique mince, relatif au centre de celle-ci et rapporté à 
l'unité de son épaisseur. Si dr désigne cette épaisseur et r le rayon 
intérieur de la couche, le potentiel inverse correspondant est donc «!*<//*: 



ai$* ROTENT* INVERSE ET DIRECT DANS LEURS RAPPORTS AVEC LE POT* SPIIER.; 

par suite, celui de toute la masse potentialité sera &dt\ 

t exprimant le rayon constant de la sphère, infiniment petite, que 
l’on décrit autour du centre (^,y,s) pour éviter d’avoir à consi* 
dérer des éléments d’intégrale où la fonction sous les signes / de¬ 
vienne infinie* 

Or la quantité <t» seule, dans cette expression de <p, varie quand le 
point potentié se déplace; seule, elle dépend des coordonnées #,/, s. 

11 est donc clair que Ton aura Ajç — jf (A s <l»)dr, c'est-à-dire, en 

vertu de (8), A,ç; ~ d*' — (^/*) ‘ l) ! ailleurs, Ja dérivée 

identiquement nulle, comme «ï», sur la sphère /* ~ x que n’at- 

teint pas la matière potenliante, se réduitû 4«p(^/,-s) pour t ou 
/*rro, d’après la deuxième relation (9) [p. 197*]. Ainsi, ü vient 
bien Aj<>=: — 

Quant au potentiel direct J*rpdm ou J* qui, pour une simple 

couche sphérique, serait évidemment, au centre de cette couche, 

/** fydr, il prendra, pour toute la masse potentianle proposée, la va- 

/ «£ 

On aura, par suite, 

/»* p* (ttdi 

A t fr?dva r= r*(A,<!»;<//* ~J r* rf/'. 

Or deux intégrations successives par parties, où l’on observera que 
les termes intégrés s'annulent, commet, à la limite supérieure /• =r x, 
et, en vertu des deux premières (9), à la limite inférieure r -- s, 
donnent 


c* *dH>, r Jr * t ,d<t> r d*\>. r r * ,, r* t , 

J r*ar rs i*a r ^J t dr— —2jf rdw^ïj «Par; 

/ DC 

«P*//* “ s J 1 conformé¬ 


ment à la seconde relation (28). 

Le même procédé, pour former le paramètre différentiel A* d'un 
potentiel /ippdfw étendu a toute une masse proposée /?i/m, s'applique 
dés que la fouction est de la forme/(/’) ou dépend uniquement de 
la distance r de l'élément pdm de masse au point potentié. Mais, afin 
de pouvoir embrasser les cas de moins de trois dimensions, il vaut 
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mieux introduire, » ia place du potentiel sphérique «J», une quantité 
qui lui est» comme nous ayons vu, reliée très simplement, savoir, lu 

valeur moyenne — jf p de In densité p(Ç,v„ ...), sur toute la 

figure o, de rayon uniforme /*, décrite autour de (a*, y, ... ) comme 
centre. Alors le potentiel considéré est évidemment f{r)^^dr pour 
la matière comprise entre les distances r t r + dr nu point potentié; 

et, pour toute la masse, il devient J /(/•)»?'«//*, avec une limite in¬ 
férieure t susceptible, par hypothèse, de décroître jusqu'il zéro sans 
rendre l'intégrale infinie : ce qui exige évidemment que le produit 
/(/*)* n atteigne pas Tordre i d'infinitude, ou que l’on ait 


lim/( r o (pour r ~ a). 

Cela posé, le paramétre différentiel du second ordre 
esl J » et il vient, en remplaçant par sa va- 

* eul Tir ( T <•//•) c * e ( ,0 ) [P- 200*], puis intégrant par parties, 

./ i*fAr),dm~£^ &><(*%) = [f<r )’%jf 

Or, dans le dernier membre, le terme intégré disparaît à la limite 
supérieure / —ce, oti p' s’annule identiquement, et aussi à la limite 
inférieure r — t, oii, d’après l’expression (ai) de p’ [p. ao5*], il est 
de 1 ordre de f(r)vr : quantité évanouissante, comme on vient de voir, 
par le fait meme que Je potentiel proposé est supposé fini. On aura 
donc simplement, en effectuant, sur le dernier terme de (3i), une 
nouvelle intégration par parties, qui uc donnera encore rien à la li¬ 
mite supérieure, mais oit l’on remarquera, à la limite inférieure, que 
P s y réduit ù p(a?, y) et que ? est proportionnel ù ~ 1 ; 

^ = ^ ./(Os'-'pfr, 

% 

Enfin, parla substitution à cr, dans le dernier terme, du facteur pro¬ 
portionnel /•"'-» précédé, devant le signe de différentiation, du rapport 

constant —, il vient, en remarquant que ce dernier terme est alors 
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un nouveau potentiel étendu à toute Jet masse /?</», 


Os) 




ftH -1 


Z] 4 p(jr,/,. 


/ 


tf «/*(#») r«~ 
dr 


pf6n 


formule d’accord avec celle, (35) [p. ai 3 4 ], qu’on avait déjà trouvée. 
On voit que, si m r=: 3 (d’ofi les deux, suppositions 

/(#*) ~ /—*, /(/*) /* donnent bien, au second membre, Tune, 

— par l'annulation de la dérivée de/'(/•)/* OT ~’ en y, et 


l'autre [grâce à l'évanouissement de 



â.t* p 4m 
dr #•* 



conformément aux formules que nous venons d’obtenir par la consi¬ 
dération du potentiel sphérique. 

Arrêtons-nous un instant au cas //* r~ 3, * zr: 2«y, où l’on suppose 
tant le point potentiê (*r,/) que les éléments p(t,T,)r/$<A9 de la masse 
potentianie contenus dans le plan des xy ; et faisons les deux hypo¬ 
thèses /(/•) ~logy, /(/*)“”/-*log/‘, qui conduisent, comme nous 
avons vu (p. 210*), à deux potentiels parfaitement finis, susceptibles 
même d’être difTércntiés en x ou/, le premier, une fois, le second, 
trois fois, sous les signes f. Ils sont connus sous le nom de potentiels 
logarithmiques: mais nous les appellerons potentiels logarithmiques 
à deux variables, pour les distinguer d’autres potentiels logarithmi¬ 
ques que nous étudierons tout à l’heure, et qui sont à trois variables 
x, y, z au lieu des deux x, y , 

Si nous leur appliquons la formule ( 3 s), où il faudra prendre 
m = 2, 7 — an/*, le second membre sera bien 2*5 (a 1 ,/) quand on 
posera/(/*) = iogr, comme011 a déjà vu parla formule (27) [p. 213 *] ; 
et, pour /(r) ~ r*logy [d’oh /(/*) “ r -H3 /'logr], il deviendra, 
par l’évanouissement du terme proportionnel à p (#,/), 


f ~— = 4 f (i-i-\ogr)?<tm ~- -. î ÇÇ<logr)fdm. 


Le paramétre différent ici à s des potentiels logarithmiques ù deux va¬ 
riables a donc, eu résumé, les expressions 


03 ) 


(pour m — 2 ) 


\ A 2 /(/* s lngr)5</m “ .{/(ï 4-log/‘)î^/w; 

« 

i d’où il résulte 


Ces formules, rapprochées des précédentes (138) [p, 21/4*], montrent 
que les deux potentiels logarithmiques à deux variables jouissent, 
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dans un plan» des mômes propriétés que Je* potentiels inverse et di¬ 
rect dans l'étendue solide, pour représenter des fonctions ayant leur 
paramètre différentiel du second ou du quatrième ordre donné arbitrai¬ 
rement à l'intérieur de régions limitées et nul partout ailleurs» L'ana¬ 
logie est complétée, dans toute la mesure possible, par ces deux cir¬ 
constances, que, d'une part, les dérivées ou premières, ou troisièmes, 
des deux potentiels logarithmiques, deviennent évanouissantes de 

l’ordre de ~ aux grandes distances, comme Tétaient le potentiel inverse 

ou les dérivées secondes du potentiel direct dans un espace ù trois 
dimensions, et que, d'autre part, ces deux sortes de potentiels peu¬ 
vent se difl’érentier respectivement, les uns, une fois, les autres, trois 
fois, sous les signes /. 

Cette analogie du premier potentiel logarithmique y z^f (log/*) pdns y 
eu particulier, avec le potentiel inverse, se poursuit quand, au moyen 
de l'équation on évalue, pour toute une aire plane m, l'in¬ 
tégrale f en procédant comme on Ta fait précédemment à 

partir de l'équation /jiîp pourobtenirla formule («9) [p.cno*]. 

Au lieu de («9), U vient de la sorte, si Ton appelle ici 1 le contour de 
Taire w, et dn la normale menée hors de m à l'élément quelconque di 
du contour, 

f c ^<h~ 2r, f peins. 

J a 


Et si Ton suppose que la couche potentianle se condense peu a peu 
en une simple traînée finalement sans largeur, mais de masse finie 
par unité de longueur, ou telle, qu'un élément ds de sa longueur s 
ait une masse dm de l'ordre de f/.v, d'une part, cette fonction 
Ÿ = /(l°g/*)? 011 9 — /( logr)dm f restera finie et continue même 

sur la traînée, vu que les éléments correspondant à /* très petit, cl 
oii dm sera de Tordre de ds dt\ s’y trouveront négligeables comme 
dans f (logr)c//'^: — /* 4- r log/*; d’autre part, en appelant du et dn r 
les normales menées des deux côtés à l'élément ds % dans le plun de Ja 


appliquée à la masse dm 


occupant celle longueur ds } donnera, au lieu de la formule ( 3 o) 

[p. ai6‘], 

dm 1 ((h (h \ 
ds ~ 2T. \J 7 iï *** dn/' 


Par suite, dans le cas d'une traînée rectiligne, où 




« il résul- 
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m* 

tera de cette relation, pour la densité linéaire de la traînée, le 

quotient,^ par r, de la vitesse d'accroissement du potentiel 

logarithmique ou sortir de k traînée. 

Le poteuliel logarithmique /(logr)d/n d'une masse, / dm, occu¬ 
pant sur un plan des parties limitées d'une ligne droite, sera donc 
propre à représenter, pour toute la moitié du plan située d'un côté de 
cette droite, une fonction dont le paramètre A, s’y annulera identi¬ 
quement, dont Jes dérivées premières devront, en outre, s’y évanouir 
aux distances infinies de l'origine, et dont enfin, sur la droite donnée, 
k dérivée, suivant la normale menée à partir de cette droite vers le 
côté du plan dont il s'agit, s'annulera partout, sauf en des régions 
restreintes oîi elle se trouvera arbitraire, mais connue. Il suffira, en 
effet, d’attribuer ii la traînée / dm la densité linéaire, ou masse par 
unité de longueur, qu'exprimera pour chaque point le quotient par rc 

de cette dérivée connue -r * 

a/i 

338*. — Potentiel inverse, et potentiels logarithmiques à trois variables, 
d'une couche plane infiniment mince. 

Bornons-nous enfin, mais pour en étudier certains potentiels dans tout 
J'espace situé du côté des z positifs, au cas, indiqué un peu plus haut 
(pp. 216* et 217*), d'une matière potentiante étalée en couche mince 
sur le plan des aty, et dont p(£,r,) continuera à désigner la den¬ 
sité super/içtelie, que représentait, à la fin de l'avant-dernier numéro, 

la fraction Puisque nous supposerons 3>o, une sphère de rayon 

infiniment petit entourant le point potenlié (x, y, z) ne rencontrera 
pas la masse potentiante / dm ou J f et l’on pourra dif¬ 

férentiel 4 autant de fois que l'on voudra en x, y, z les divers potentiels 
;r J T t—y, — z)clm de la couche, étendus à toute sa masse. 

— , où r.—\lz 1 *t~ (-r —0 '—y,)*, 

on aura donc, en considérant spécialement z, sa dérivée première en 
z et son paramètre différentiel A t : 

w f/v- P.~‘1% 

Voyons ce que deviennent, a l'approche de la couche, ces valeurs 
de ? et de sa dérivée première eu z, À cet effet, prenons, sur le plan 
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des xy, lo pied (x*, /) de la perpendiculaire 5 abaissée du point po- 
tenlïé, comme origine d’un système de coordonnées polaires» se com¬ 
posant de rayons vecteurs R et d'azimuts 0 reliés a ? et « r, par les 
formules \ «—jt + H cosO j Yj—4- Il suif!* Il sera dès lors naturel 
d’adopter pour élément de la couche, en surface, un petit rectangle 
mixliligne exprimé, comme on sait, par R</0</R, et, la distance r du 

point potentié à cet élément étant d’ailleurs devenue \Jj* 4- R», la 
première relation ( 34 ) prendra la forme 


r ttf r»* n 

f piv-h HcosÔ,^-.- H sinO> —^ </R. 

-9 «4 /v 4 -r R* 


A la limite srrio, la fonction placée sous les signes/, finie même 
po u r R rr 0, se réd u i t, dès que H es t se nsi ble, à ? (x*4- R cos 0, y 4* H sin 0), 
quantité s’annulant, par hypothèse, en dehors de régions limitées. 
Donc l’intégrale double <p reste bien finie et déterminée sur le plan 
de la couche, comme il résultait de l’examen synthétique fait précé¬ 
demment (p. 216*) pour le potentiel inverse d’une couche mince de 
forme quelconque. 

Quant tt la seconde formule ( 34 ), elle est de même, lorsqu’on intro¬ 
duit les coordonnées polaires R, 0: 


( 36 ) 




(2?- 1 - RcosQ, /-!•- RsinO) 


R 

(/ÿinSs y 


d R. 


L’intégrale double qui ligure au second membre, devenant infinie 
pour 5 = o à cause du dénominateur R* placé alors sous ses signes //, 
a évidemment, dès que s est très petit, tous ses éléments de beaucoup 
les plus influents dans le voisinage de la valeur o. On peut donc, 
avec une erreur relative évanouissante si z tend vers zéro, n’y faire 
varier R que de zéro à une quantité R t incomparablement supérieure 
à z } mais assez faible pour que le facteur p(x -t* RcosO, y 4- RsinO), 
supposé continu quand l’azimut 0 y est constant et le rayon positif R 
très voisin de zéro, soit réductible à p(x' 4- ecosO, y 4- esinO), t dési¬ 
gnant un infiniment petit positif. Ce facteur peut dès lors sortir du 
signe d’intégration par rapport à R; et il ne reste, sous celui-ci, que 

l’expression (5* 4 - R*)~* IWR, dont l’intégrale indéfinie — (s* 4 - U*) ^ 
devient, avec une erreur relative négligeable, z~ x entre les deux li¬ 
mites H-o, R ~ R„ vu que la seconde rend l’expression (s* 4 - R 4 ) 4 
incomparablement moins forte que ne fait la première* Donc la for- 
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»'- 4 * 

nulle ( 3 G) se réduit à celle-ci, 

f[o JJ 

( 3 /) (pour z très petit) =» — 

Ctv 

Et comme enfin nous supposons continue > autour du point (a*> r), 
ia densité p ($,*,) de ia couche , en sorte que le facteur 

teosO, y çsiuO) 

se réduise, pour « — o, ù une valeur unique quel que soit 

l'agi mut (l, il vient 

W (pour z- o) ^ ~ — *r?(.r,/). 

Ce résultat est bien celui qu'on pouvait prévoir d'après les considé¬ 
rations terminant Tavant-dernier numéro (p, 1117*); car ici une nor¬ 
male élémentaire du à la couche est identique ou chemin infiniment 
petit dz le long duquel se prend la dérivée de y que nous venons d'é¬ 
valuer (*), 


r ut 

P(jp *4* seosO, y ï siuQ)«fO» 


(*) Un calcul semblable conduit à la propriété analogue» démontrée synthéti¬ 
quement ci-dessus (p. m*), du potentiel logarithmique 9 ~ f{\ogr)dtn relatif, 
dans le plan des**/, a une traînée de matière {dm =s alignée, par exemple, 

suivant l’axe des x t et y présentant, au poiut quelconque d’abscisse <j, une densité 
linéaire donnée pfljj, mille en dehors de certaines limites. Un tel potentiel a évi¬ 
demment pour dérivée, suivant le sens normal des y. 



ou encore, en introduisant uu lieu de comme variable d'intégration, la distance 
li = $ — x de chaque élément dm » de ta traînée uu pied (jr, 0 ) de la 

perpendiculaire / menée sur celle-ci à partir du point potentié (a?,/), 

rf? r* it)r/n 
dy * y‘-~ fi* 

Or, quand le point (#,/), supposé pris, par exemple, sur la partie du plan où 
tes ordonnées / sont positives, s'approche indéfiniment de Taxe des x , l'intégrale 
qui ligure dans cette expression croit sans limite, en valeur absolue, ù raison de 
son dénominateur/’4-JP, évanouissant pour tt = o; et elle se réduit, par suite, 
sensiblement aux éléments dans lesquels la variable H est très voisine de zéro, 
be facteur p(x •+• U) s’y trouve donc lui-mème réductible, suivant le signe néga¬ 
tif ou positif de H, à l’une ou à l’autre des deux formes p(a? —t), p(a; 4 - 1 ), t dé¬ 
signant un intimaient petit positif; et il vient, avec une erreur relative nulle ü 
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Ce n’est pas seulement la fonction <e et sa dérivée première en 
mais aussi ses dérivées de tous les ordres en x, /, z, qui restent 
finies à la limite s ~o, pourvu que la densité p(.£, rç) varia avec une 
continuité suffisante d'un point à l’autre de la couche, La chose est 

évidente pour les dérivées de y et de = — arp relatives u x et y, ou 

obtenues en se déplaçant sur le plan même de la couche; et, quant 
â leurs dérivées en z, elle résulte de ce que l’équation A,<p ~o, diffé- 
rentiée un nombre quelconque de fois eu x, y ou 5, donne identique¬ 
ment, pour y et pour toutes ses dérivées, la relation symbolique 
<i* / <t* 


ds* 


\</x* 


-h 


—V ramenant ainsi deux différentiations en 2 â 
«O'v 

des différeutiations en x et y, de manière û ne laisser subsister que 
des dérivées plus ou moins élevées de ^ et de ^ en x ou en y * 


En résumé, te potentiel inverse, <p, d'une couche étalée avec une 
continuité suffisante sur des parties limitées , mais quelconques> du 
plan des xr, est parfaitement continu dans tout l'espace compris 
d'un même côté de ce plan, celui, par exemple, 0(1 les z sont positifs; 
et son quotient par — fournit une expression analytique simple 
d'une fonction ayant, dans cet espace, son paramètre différentiel 
A* identiquement nui, ses valeurs évanouissantes aux distances 

infinies, et sa vitesse d'accroissement ~~ ~ -f: » à l approche du plan 

limitas —o, égala « f(x,y), ou entièrement disponible, sur des 
régions finies quelconques de ce pion, mets nulle sur tout le reste 
de son étendue. Ces conditions, auxquelles satisfait le potentiel 


la limite, 

; tH f** t/U /** tf\\ 

/ 0 \ U~o / HV 

« ?{x - « )(*rc tang -J + ? (x H* « ) ^arc tan* - J 

_jf.r - » ) h» ?(x --- Q 


ll«« 

|i»o 


Har conséquent, si la fonction p est continue pour la valeur de x considérée, on 
aura bien 


(à 


la limite-s = o) ^ ou ^ 


dy 


comme il résultait déjà de la démonstration (dus générale donnée â la lin du 
il* 35 Î* f |>. aaa*)* 

H. — U. Partie complémentaire. 


«.1 
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montrent à quel emploi il sera propre, ou quelles quantités U pourra 
exprimer : remarquons surtout quï/ conviendra ri des problèmes 
comportant une fonction arbitraire y), relative seulement à 
la limite a = o d’un espace triplement étendu, et non plus une 
fonction ?(#>/, s) arbitraire à l * intérieur d’un tel espace, comme 
il arrivait pour des potentiels inverses ou directs quelconques. 

Mais il est des cas où, la fonction cherchée devant toujours, pour 
$>o, avoir son paramétre A, nul, ce seront seulement ses dérivées 
premières qui s’v évanouiront a l’infini, et sa dérivée seconde en s qui, 
uulle, pour s =: o, hors de régions limitées du plan des xy y devra, 
dans ces régions, devenir une fonction arbitraire des? et de/. Alors, 
pour utiliser ù la vérification de cette dernière condition, qui est la 
plus difficile à remplir, la propriété qu’exprime la relation ( 38 ), il 
sera naturel de former un nouveau potentiel /+<//«, que j’appellerai 
<p,, dont la dérivée seconde en z soit la première du précédent 7; ce 


I / f/y 

qu’on fera en prenant, pour non plus -» mais J ou J 


R* 


c’est-ù-dire, d’après la formule (36) de la page 5 o, et à une quantité 

près indépendante de z t log(s + / 5 *VK*) ou iog(s-w). Il vient 
ainsi fintégale double 


<?i«/tug(s-v/♦)<//« = ÇÇ log [z h-^^+(^" 4 ^-r,)*] )d'dr t 


que nous appellerons le premier potentiel logarithmique à trois va¬ 
riables. Il se forme, comme on voit, en multipliant par l’élément dm 
de la couche plane potentiante, non pas le logarithme naturel de la 
simple distance r du point potentié à cet élément, mais celui de la 
somme des deux distances r et s du point potentié tant a l’élément de 
la couche qu’au plan de celle-ci. 

Celle intégrale veste bien finie pour 5 = 0, c’est-à-dire sur le plan 
de la couche; car elle s’y réduit à /(log/')rf/w, ou au premier po¬ 
tentiel logarithmique à deux variables (p. Mo*). D’ailleurs ses dérivées 

premières en x, y, 5, savoir J “•> ayant leur élé¬ 

ment homogène du degré — 1 cnx-S, y — r„ 5, s’évanouissent aux 
distances infinies, comme on le désire ici pour les fonctions à expri¬ 
mer; et la troisième n’étant autre que o, donne — 

as* dz 

ce qui change bien la formule ( 38 ) en 
(1°) ( pour z = o) 
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It ne'reste donc qu'à voir si ce nouveau potentiel 9, a son para¬ 
mètre A s nul. Or In troisième équation ( 34 ), devenue A* ^ = o ou 

montre que lu fonction A* 9, ne dépend pas de 2 et reçoit, 

tout le long: d'une droite quelconque parallèle aux 2, même valeur 
qu'aux points de cette droite situés « l'infini» là oCt toutes les déri¬ 
vées de 9, s'annulent, Ainsi, l'on a bien identiquement 

(10 A^j-o ou A*/ lug( 5 ■+•/*),<//« = o, 

ce que prouve, du reste, le calcul, par différentiation sous les signes/, 
des trois dérivées secondes directes de en x% y, 2, suivi de leur addi¬ 
tion, À in limite v:~o où 9, devient le potentiel à deux variables 
f(lo%r)dtn et où la dérivée seconde de 9, en 2 tend, d'après (4«), 
vers — 011 aura 


/ rf* d*\ r 

(pour 5 = 0) *,9, ~ ( fai •+“ Tfyi/J * dm — ** ? (*»7 ) = °» 

résultat d'accord avec la première relation ( 33 )[p. aao*] obtenue tout 
autrement. 

En résumé» le premier polen tiel logarithmique 91, divisé par —ait, 
constituera bien, dans tout l'espace situé du côté du plan des xy où 
les 2 sont positifs , une fonction continue ayant son paramètre dif¬ 
férentiel A t nul y ses dérivées premières évanouissantes aux distances 
infinies, et sa dérivée seconde en 2 f disponible, c'est-à-dire égale à 
la fonction arbitraire p(x t y) f sur des parties (imitées quelconques 
du plan des xy, mais nulle sur tout le reste de ce plan, 

Enfin, dans certains problèmes do Physique mathématique, la fonc¬ 
tion de point demandée, à paramètre différentiel A* encore nul, devra, 
pour 5>o, avoir seulement ses dérivées secondes évanouissantes a 
l'infini et sa dérivée troisième en 2 ou nulle, ou arbitraire sur le plan 
des xy. On est donc conduit à former, pour ces cas, un nouveau po¬ 
tentiel 9* — ftydni, en opéraut sur l'expression de 9, comme on l'a 
fait sur celle de 9 pour obtenir 91 lui-même. Autrement dit, l'on 
prendra 4» = /log(xî -\-r)ds , ou, grâce à une intégration en 2 , par 
parties, dans laquelle on aura finalement zdz^z rdr , et abstraction 
faite d’une quantité indépendante de z, 

- £log(v ~h /•) —f zd\o%{&-h r)^= z log(s 4- r) — J* ~ — slog(s -+• r) — 


Le second potentiel logarithmique à trois variables ainsi composé 
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sera par conséquent 

(4«) — r-*-5log(«-rrjJc//n. 


La fonction sous les signes / y Verni vers zéro avec r (que z ne dé¬ 
passe jamais); de sorte qu'il reste, comme y et <pj, fini et continu 
à la limite s~o, Quant aux dérivées partielles de <f if on voit que 
celles du premier ordre eu x et y ont leurs fonctions sous les signes/ 
[débarrassées, par la différentiation, de la transcendante log(3 -t- /*)] 
homogènes du degré îséro en # — {, y — r ( , z\ d’où se déduiront bien 
des dérivées secondes évanouissantes aux distances infinies : et la dé¬ 
rivée de ÿi en z ne sera évidemment autre que y u dont les propres déri¬ 
vées s’évanouissent de même a l’infini. D’ailleurs, la relation ( 4 o), 
devenue 


<rn 


(pour z 


o) 


T/ï 5 




montre que la dérivée troisième de en z sera bien, comme on le 
désire, d’une part, arbitraire sur toutes les parties du plan des xy 
occupées par la couche potentiante, d’autre part, nulle sur le reste de 
ce plan, où s’annulera la densité superficielle p(#, v). Et pour ce qui 
est du paramètre différentiel A,9*, un raisonnement analogue à celui 
que nous venons de faire à propos de A t ÿ t , mais basé sur la relation 
tfo f/S *!/* 

( 40 » devenue à, ~ — o ou mieux ‘ ~ = o, prouve que ce para¬ 
mètre u, tout le long d’une parallèle quelconque aux 3, môme 
valeur qu’aux points de celle*ci situés à l’infini, là où s’annulent les 
trois dérivées secondes de composant A^ 2 , On aura donc S t j t o; 
et le potentiel 9* jouira bien des propriétés nécessaires pour repré¬ 
senter les fonctions que l’on a en vue, 

II peut être bon de remarquer que ce deuxième potentiel logarith¬ 
mique ç s se ramène au précédent <pi et au potentiel direct frdm t avec 
introduction de la distance z de la couche au point potentié. L’on a, 
en effet, identiquement, d’après (4a), 

(il) =s -- / rdm = z —, ~ / rdm . 


Aussi le second potentiel logarithmique et le potentiel direct se 
suppléent-ils dans certaines questions où figure en même temps, tout 
au moins par quelqu’une de ses dérivées, le premier potentiel loga¬ 
rithmique* 



COMPLÉMENT A LA TRENTE-SIXIÈME LEÇON, 

o 7 

CONSACRÉE A L’ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE 
DU PREMIER ORDRE. 

SOLUTIONS SINGULIÈRES, SOLUTIONS ASYMPTOTES, LIEUX DE RÉU¬ 
NION OU DE SÉPARATION D'INTÉGRALES; ÉQUATIONS DE RIGCATI 
ET DE CLAIRAUT, ETC. 


361*. — Unité de l'intégrale générale. 

11 importe de bien se rendre compte d'une circonstance (*) concer¬ 
nant l'expression f(x } y) dey*', qui seule rend possibles les réunions 
ou séparations d’intégrales dont il vient d’être parlé, et qui, montrant 
le caractère exceptionnel des systèmes de valeurs de x et y pour les¬ 
quels ces réunions ou bifurcations se produisent, permet de prouver 
qu'il n'existe qu'une seule intégrale générale y = l ? (#,/ 0 ). 

Soient x et /un des systèmes de valeurs dont il s'agit, ou (, 3 ?,^) 
un point tel qu’il soit possible d'y faire passer deux courbes diffé¬ 
rentes représentant des intégrales. Si j’appelle / et Y les ordonnées 
courantes de ces courbes, on aura, par hypothèse, en tous leurs 
points,/=/(#,^), Y f =/(iP, Y); et, d'ailleurs, la différence Y—/ 
des ordonnées sera nulle pour la valeur de x correspondant au point 
spécial considéré. U viendra, par suite, évidemment, en partant de 
cette valeur spéciale x el s'arrêtant à une valeur infiniment voisine 

(») Y-/« jf J+ *(Y '~ÿ)dx = f [/(*, Y) ~/{x,y)\dr. 

Mais la fonction continue /(x, Y) — f(x t y), oh y*, Y dépendent 
de x, et qui est nulle à la limite inférieure de l'intégrale, ne peut que 
varier dans un même sens, ou, autrement dit, s’écarter sans cesse de 
iséro, pendant que x varie dans l'étendue infiniment petite s. Donc, 
la plus forte valeur de celle fonction, entre les limites, est celle, 


( *) Voir lu Partie élémentaire, p. 180. 
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f(æ + «, \ ) — /(# *+* <» jr), qu'elle prend à lu Utnite supérieure, et le 
dernier membre de (a) se trouve moindre, en grandeur absolue, que 

|/(a*^ t, Y; - /(a- h- 1,^)1 / ^ f/(jr+ ït Y)-/(*-r uy)\t. 

* r x- 

La relation (a) donne, par conséquent, 


/ Y — y < \f(T V)-/(/ i -vï, i yi)î, 

CD (en\ol. absolue) ] /*(t -4- 5, Y) — f{r ï, t >*i 1 

\ 1 - / t 

Faisons tendre maintenant % vers zéro. Le second membre de la 
dernière inégalité deviendra infini, ainsi que le premier, i\ plus forte 

raison ; et, d’ailleurs, ce premier membre, qu'on peut écrire 
(en posant \y Y — y), tendra vers - f - P y ) -‘ Ou aura 

m .... .... • _. 


aura 


X Oll 




C’est donc tout au plus pour les systèmes de valeurs de æ et y qui 

rendent infinie la dérivée partielle ~ ( iL y ou nul son t n „ 

tl y *ty 

verse t que deux intégrales difiérenles peuvent se réunir ou se séparer. 
Or égaler à zéro l’inverse de fy(x,y) t c’est poser entre a: et y une 
certaine relation, qui représente bien une courbe quand on peut en 
tirer pour y des valeurs finies en fonction de sa j mais qui, dépourvue 
de constante arbitraire, n’exprime jamais une famille de courbes cou¬ 
vrant une partie finie du plan ou permettant de se donner arbitraire¬ 
ment dans un certain intervalle, pour toute valeur x Q de sa choisie 
comme valeur initiale, la valeur correspondante y 0 de la fonction. 
Donc, il n’existe qu’une seule intégrale générale / = F(æ, y 0 ) ; et, 
quand l équation y ,;:= /(x i y) admet en outre quelque autre inté¬ 
grale, c’est-à-dire une solution singulière, on l’obtient en cher¬ 
chant, parmi les valeurs de y, fondions de x> qui vérifient l’équa- 
Uon f y (x,y) — ri: x, s’il en est dont la dérivée égale constamment 


302*. — Calcul direct des solutions singulières et des systèmes de va¬ 
leurs des variables pour lesquels des réunions on des séparations 
d’intégrales sont possibles. 

Ainsi les solutions singulières, quand elles existent, se trouvent en 
résolvant par rapport à y l’équation fy(x t y) = ± *>, sans qu’on ait 
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besoin d’efFectucr aucune intégration. Et lorsque les valeurs en fonc¬ 
tion de x ainsi obtenues n'ont pas leur dérivée / constamment égale 
& A#iy)> ou qu'elles n’expriment pas des solutions de l’équation 
proposée / 7 r=/(#,/), elles continuent! du moins, à représenter les 
seuls systèmes de valeurs de x et /, les seules lignes (« abscisse x 
variable)) oit puissent venir se raccorder mutuellement diverses inté¬ 
grales particulières) c’est-a-diro diverses courbes ou branches de 
courbe de la famille représentée par l’intégrale générale/ = F(#,/„), 
Dans la plupart de ces cas, il est vrai, la fonction /(#,/), qui 
exprime/ 1 , et que nous supposons bien déterminée, comportera ce¬ 
pendant, partout ailleurs que sur la ligne //(#,/) =± 00 , plus 
d’une valeur; car deux arcs distincts ne peuvent avoir leur terme ou 
leur origine en chaque point de la ligne fy(x y y) s© et (comme il 
arrive généralement) d’un même côté de celle-ci, sans que des croise¬ 
ments s’y produisent dans le voisinage, vu qu’un seul système de pa¬ 
reils arcs suffît pour y couvrir l'espace. Mais les valeurs de /, à 
adopter pour la formation d’une intégrale ou te tracé d’une courbe, 
n’en seront pas moins, comme nous l’avons admis, déterminées de 
proche en proche, sinon par l’équation différentielle toute seule, du 
moins avec le concours de la loi de continuité. 


Celle-ci, en effet, obligera do choisir a chaque instant une valeur 
de f faisant suite à la précédente, c’est-à-dire n’en différant qu’infl- 
niment peu ; de sorte que l’indétermination se produira seulement 
aux points oii deviendront égales deux valeurs de/ 7 . Or ce n’est que 

sur la ligne /) ±: ao, ou ^ db od, que survient une 

telle circonstance, quand il s’agit, comme nous l’admettons implicite¬ 
ment, de ces associations de valeurs de / 7 opérées, en chaque point 
P»* 1 une équation de la forme — o, avec premier 

membre, f(#,/,/'), fonction continue, et à dérivées partielles pre¬ 
mières continues, de x y /, /. Car, alors, pour une valeur fixée quel¬ 
conque de x, mais des valeurs variables de/, deux racines/ 7 de l’é¬ 
quation f(a?, /, /') — o, racines que j’ûppellerai respectivement / 7 et 
y' *+■ ne pourront devenir égales, sans que, t s’évanouissant, le rap- 

pon identiquement nul £/. ±_ il'/) . devienne finalement 

la dérivée partielle |y,(a*, j-,/). Ainsi, tout point (x,y) où deux ra¬ 
cines / seront égales donnera f,!,—o; et comme, de l’équation 
) =o> oil l’on fait varier^ et y’, il résulte 


( 5 ) 


dï 

>ly 


dÿ dy 


Ï=s O. 


<*/ _ | >(x,r,y) 
” i ’}•(*» y» y ÿ 


c’est-à-dire 
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on y aura bien, généralement, ^ =±x, ou f’{x>y) ï=± x. 

Toute courbe de la famille, dès qu’on l’astreindra à présenter en 
un de ses points (#<,,>'„}, non situé sur la ligne fy(x>y) = ±:<», 
une penle y^ égale a une certaine racine de l’équation proposée 
^ o> se trouvera donc parfaitement définie de proche 
en proche par cette équation différentielle \'(x,y,ÿ)~o, ou 
/=/(#, j'), jusqu’au point oti elle atteindra la ligne f y (x,y)~±K. 
Mais, u partir de ce point, la suite du tracé ne sera généralement 
plus déterminée par Péqualion différentielle seule; car, d’ordinaire, il 
y aboutira ou il en partira plusieurs arcs la vérifiant également, soit 
cjue certains de ces arcs fassent suite au précédent, sans aucun brusque 
changement de direction de la tangente, comme il arrive surtout dans 
le «cas d’une enveloppée aboutissant tangentiellement à son enveloppe 
et qui se continue au delà, où elle est aussi continuée par l’enveloppe 
même, soit que, au contraire, les arcs dont il s’agit ne soient pas les 
prolongements les uns des autres, mais, par exemple, émanent du 
point considéré, ou y aboutissent, suivant la même direction, de ma¬ 
nière à ne se faire suite mutuellement, et à ne pouvoir être associés, 
qu’à la faveur d’un rebroussement . La détermination de la courbe 
devra donc, généralement, aux points où f y (x } y) =:±oo, être com¬ 
plétée par des conditions accessoires, telles que serait la supposition 
d’une équation finie unique y = F (a?,/*) sur toute la longueur, sorte 
d’extension de la loi de continuité, qui empêcherait de passer d’une 
enveloppée à l’enveloppe, ou vice versa, etc. 

303*. — Propriété qu’ont ordinairement ces systèmes de valeurs, de re¬ 
présenter des enveloppes, tangentes ou non à leurs enveloppées ex¬ 
primées par l’intégrale générale. 

La propriété dont jouit la ligne //(#»,y) = ±<x>, de fournir tous 
les points (x,y) de réunion ou de bifurcation des intégrales de 
l’équation proposée fait, en général, de cette ligne, 

quand elle existe, ou de certaines de ses branches, une limite sépa¬ 
rant la partie du plan couverte par Les courbes j = F(n?,y a ), de celle 
qu’elles n’occupent pas, ou, autrement dit, Yenveioppe de la famille 
do courbes, en comprenant, sous ce nom d' enveloppes , même des 
lignes limites non tangentes aux enveloppées. 

En effet, observons d’abord que, dans le cas le plus simple, quand 
une famille de courbes ne couvre pas tout le plan (t. I, p. ig5*), ou en 
partage 1 étendue avec d’autres familles, chaque bord du champ 
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quelle occupe constitue une ligne asymptote de la famille, comme le 
.montre (t, 1, p. a4a 4 ) l’exemple du faite et du thalweg des lignes de 
pente sillonnant un même versant du sol, vues en projection liomon- 
tale. Ce cas est bien le plus simple, le plus conforme à l’hypothèse 
d’une continuité parfaite et d’une complète détermination analytique 
des courbes, puisqu’il ne s’y produit nulle pari de croisements de 
celles-ci, ni même de réunion ou de séparation de rameaux leur appar¬ 
tenant» Il n’y a donc pas alors d’intégrales singulières, ni de racines 
égales y de l’équation |’(^,/,/) = o, et, par suite, la courbe 
/;(*>/) ==:£<» n’exisle généralement pas, du moins dans l’étendue 
considérée» 

Mais exceptons ce cas et admettons, par conséquent, que les courbes 
de la famille y = Fpuissent atteindre le bord de l’espace où 
elles sont contenues. Alors il faudra : i° ou bien, que ces courbes, en 
y arrivant, ne cessent pas d’èlre continues et se prolongent sans dévia¬ 
tion sensible, rasant ainsi le bord qui constituera dès lors une enre- 
ioppe au sens ordinaire et représentera en général une solution sin¬ 
gulière de l’équation ÿ ~ f{Æ>Y) ; a* ou bien, au contraire, que ces 
courbes y soient discontinues, circonstance impliquant presque tou¬ 
jours (vu la rareté des points d’arrêt et des points anguleux) un ren¬ 
versement brusque de la direction de leur tangente, et qui fera, par 
suite, du bord, alors ligne de rupture pour les courbes de la famille, 
Je lieu de leurs rebroussements ou des points de soudure de leurs 
branches interrompues, mais mutuellement tangentes. Or, dans les 
deux cas, Ja limite, Venveloppe, se trouve constituée par des points 
de réunion ou de séparation d’intégrales; d’oîi il suit qu’elle a bien 
son équation comprise dans la formule/^ #,/)==:*: s© (*). 

303*. — Dos solutions qui rendent infini le facteur intégrant et, notam¬ 
ment, des intégrales soit singulières, soit asymptotes. 

La connaissance du facteur d’intégrabilité p (*) ne conduit pas seule¬ 
ment à l’intégrale générale ?(#,/) — c, don tel le ramène la recherche 
à l’eflectualion de certaines quadratures : elle permet aussi d’obtenir, 


(’) Le géomètre philosophe Cournot, Inspecteur général des Études, avait déjà, 
en i8.ii, reconnu, sur des équations différentielles du premier ordre et du second 
degré, ce fait, que la ligne limitant le champ des courbes définies par une telle 
équation ne leur est généralement pas tangente, mais constitue le plus souvent 
pour elles un Jieu de points de rebroussement ( Traité élémentaire de la théorie 
des fonctions et du Calcul infinitésimal, par M, Cournot, 1841; t. Il, p, 343 .) 

( J ) Voir la Partie élémentaire, p. i83. 
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sans sommation d'aucune sorte, certaines solutions de l'équation dif¬ 
férentielle proposée y* —/(#,/) ~ °> nm * 5 s tirlout celles qui ne sont 
pns comprises dans l'intégrale générale, c’esl-à-dire Jes solutions sin¬ 
gulières. 

Hn eflèt, la première formule (G) [p. i8«], en y supposant d'abord 
y fonction quelconque de x, donne identiquement 


<7) 


y-/.- ' fây .... ,l 5\^L(‘h + Ü y .\ _ i 'A?. 

^ J t/o \dy^ <h) i> \<U dy* ) v dur* 

tl r 


et elle montre que l'annulation continue dey—/, c'est-à-dire In vé¬ 
rification, par/, de l'équation différentielle y—/(a?,/) =:o, revient 
i\ rendre sans cesse nul l’un des deux facteurs du dernier membre, 
savoir, la dérivée complète de <?, ou l'inverse de la fonction v de x 
et de /. Or, dans le premier cas, y varie avec x de manière que 
cl ç y o, ou de manière que le mouvement du point (x,y) se fasse 
le long d’une des courbes représentées par l’intégrale générale 

?(#,/) =■= c» Donc il ne reste qu’à poser J =: o, c’est-à-dire v “± «?, 

si l’on veut pouvoir satisfaire à y— /=r o autrement que par une des 
intégrales particulières y ~ F(#,/ 0 ) delà famille y(x,y) — c. Ainsi, 
toute solution de l'équation différentielle , qui échappe à l'intégrale 
générale, rend nécessairement infini, d'une manière continue, 
le facteur dHnlêgrabiiitè; d’où il suit que les solutions singulières, 
lorsqu’il y en aura de telles, se trouveront comprises parmi les fonc¬ 
tions/ de x obtenues en posant v~±:x. 

Mais il importe d’observer que cette équation pourra don¬ 

ner, en outre, certaines intégrales particulières remarquables. 

Supposons, par exemple, le paramètre c assez bien choisi, pour que 
son changement \c, entre deux courbes voisines y(x,y) = c et 
— C-+- Ac> donne une idée de leur plus grand écart mesuré 
parallèlement u l’axe des/, ou soit de l'ordre de la plus grande diffé¬ 
rence existant entre les deux fondions y exprimées par ces courbes ; 
et bornons-nous, en conséquence, au cas, le mieux défini dans celle 
question, où la différence F(x,/ 0 n-à/ ç ) — F(.r,/ 0 ) de deux inté¬ 
grales voisines ne dépasse pas, quel que soit x , une certaine limite. 

Alors le facteur d’intégrabililé v, qui n’est autre que la dérivée 

et qui mesure, en chaque point (x,y) du plan, la rapidité de varia¬ 
tion du paramètre le long d’un chemin dy parallèle aux/, 

ne pourra devenir infini qu’aux endroits où les deux courbes séparées 
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par un pareil élément linéaire rf/ auront entre leurs deux paramètres c 
une différence de infiniment supérieure u<//el, par suite, présenteront 
quelque part, entre leurs ordonnées, un écart incomparablement plus 
grand que dy. Ainsi, l'équation v r=± 70 caractérisera les points du 
plan où des courbes voisines, de la famille <?(#,/) = (?, éprouveront 
un rapprochement relatif infini. Or si cette circonstance se produit, 
en une suite de points (#, y) } pour des courbes de la famille ayant 
leur paramétre chien déterminé, ou, autrement dit, si les valeurs dee 
vsont finies,lu ligne qu'ils jalonneront sera tangente à toutes cescourbcs 
(t. I, p, 18a*)» qu elle enveloppera le plus souvent (t. I, p.i 85 4 ) : elle 
représentera donc, en général, une solution singulière, conformément 
au résultat de la démonstration précédente. Mois si* au contraire, la 
dérivée v de ÿ en/ n'est infinie, au* points (a-,/) considérés, que parce 
que la fonction c=(#,/) s’y trouve infinie elle-même, cas où des 
courbes c— ?(#,/) déterminées , c’est-à-dire à paramètre c fini, ne 
peuvent pas atteindre ces points (cr, /), mais seulement en approcher 
autant qu’on veut, la branche correspondante de la ligne t» = ± oc 
sera évidemment une courbe asymptote de la famille (l. 1, p. 191*), 
qu’il lui arrivera souvent d’envelopper, comme 011 a vu ci-dessus 
(pp. ^3»* et »33 é ). Réciproquement, toute courbe asymptote de la fa¬ 
mille s’obtiendra ( 1.1, p. 192*) en posant c — ?(#,/) —± oc, et aussi, 


par suite, sur toute sa longueur, r= == r —• :izx. 

On voit donc que l’équation r-i sc fournira, outre les solutions 
singulières, les intégrales particulières extrêmes ou limites données 
par l’hypothèse c~±00, et qui comprennent les systèmes de valeurs 
de x et/auprès desquels, sans qu’ils appartiennent à des solutions 
singulières, les intégrales éprouvent des rapprochements relatifs aussi 
grands que l’on veut. Les lignes représentées par ces solutions étant 
des courbes asymptotes de la famille, du moins dans la supposition 
faite de différences F(æ,/ 0 + A/ 0 ) — F(#,/ 0 ) partout limitées entre 


ordonnées/de courbes voisines, il est naturel d’appeler intégrales 
asymptotes ( l ), ces solutions c rrrrb x elles-mêmes. 


300*. — Analogies des intégrales singulières et des intégrales asymptotes; 
pins grande fréquence de celles-ci. 

Ce n’est pas seulement par la propriété de rendre le facteur d’inté- 
grabilité infini (sous les réserves indiquées) cl parcelle d’envelopper le 


(’) Comme je fai fait dès 1878. 
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plus souvent le champ d’une môme famille d’intégrales partout con¬ 
tiguës chacune à la suivante, que les solutions asymptotes se montrent 
analogues aux solutions singulières. Leur asymptotisrae môme, c’est- 
à-dire le rapprochement indéfini qu’elles présentent, sur tout leur 
cours, avec les autres Intégrales d’une môme famille, savoir, avec cha¬ 
cune ô tour de rôle, et successivement avec toutes, en fait le lieu de 
réunion ou de bifurcation de celles-ci, non pas, il est vrai, d’une ma¬ 
nière absolument rigoureuse, ce qui n'apparlient qu’aux solutions 

singulières ou plus généralement ù la courbe — fy{x, y) 

mais avec une approximation indéfinie, équivalant à l’exactitude au 
point de vue pratique* El on le voit, en effet, par l’exemple des faites 
et des thalwegs du sol, expressions d’intégrales bien plus souvent 
asymptotes que singulières de l’équation différentielle des lignes de 
plus grande pente, qui s’en détachent ou s’y réunissent sensiblement» 
Grâce ii cet important caractère, les intégrales asymptotes tiennent, 
en quelque sorte, le milieu entre les intégrales particulières ordi¬ 
naires et les solutions singulières, qu’elles suppléent ainsi dans une 
certaine mesure, comme voies de communication continues entre les 
intégrales particulières, quand l'absence de valeurs infinies de la dé¬ 
rivée fy(#,y) pour des valeurs finies de x et y met obstacle ù 
l’existence mathématique ou parfaite de pareilles voies. 

C’est précisément la vérification inévitable par les solutions singu¬ 
lières, de Jû condition fy(x,y) :r=±oo, qui rend ces solutions beau¬ 
coup plus rares, dans l’Analyse, que les intégrales asymptotes. Car 
une telle condition, bien que compatible avec la graduelle variation 
de la fonction mémo y*=:f(x,y)> ne l’est pas avec celle de ses déri¬ 
vées en y\ d’ofi une restriction suffisante pour l’empêcher de se pro¬ 
duire dans les cas de continuité parfaite, qui sont les plus simples. 

S’il s’agit, par exemple, de l’équalion différentielle y =2 des 

lignes de pente, sur une surface dont l’ordonnée verticale 5 = f(.r,y) 

a pour dérivées partielles p et q, l’expression fy{x,y), ou ne 

sera infinie en un point (*r,y) [dans l'hypothèse p ^o, permise, sauf 
en un sommet, moyennant un choix convenable de l’axe des x], que 
si l’une des dérivées secondes t , s de $ devient infinie, ce qui rendra évi¬ 
demment infinies l’une au moins des deux courbures principales delà 
surface en s) et, par suite* la courbure de presque toutes les 

lignes de la surface qui s’y croisent. 11 faudra donc, pour qu’un faîte 
ou un thalweg exprime une intégrale singulière, ou soit atteint tan- 
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gcntiellemeru, et lion asymptotiquement) par les lignes de pente 
voisines, que, sur toute sa longueur, des sections transversales faites 
dans ta surface aient leur rayon de courbure nu! : circonstance évi¬ 
demment exceptionnelle, quoique n’impUquatit aucune discontinuité 
du plan tangent, ou l’existence d’aucune arête, 

On le voit aisément dans le cas d’une surface cylindrique {montagne 
ou vallée aussi simple que possible) ayant ses génératrices, de pente «. 
purallôlesau plan des sj^ou représentées par l'équation z~ax -t-const., 
avec une directrice, dans le plan des zy y exprimée par une relation 
de la forme s — by n et symétrique cle part et d’autre de l’axe vertical 
îles x? ; en sorte que son faîte ou tliahveg soit évidemment, en projec¬ 
tion horizontale, la droite jr~o, e’csHVdire l’axe même des *r. 
Comme, dans l'équation s + const. d'une génératrice, la con¬ 
stante, valeur de z pour x ^ o, devra être by n , la relation représen¬ 
tant la surface sera z=ax 4- by n , et il viendra, pour l’équation dif¬ 
férentielle y ~z 2 des lignes de pente, 

tU . il y bit . . a 

() ü " ,l * = * 7 ,/'"' cf s- 


En intégrant à partir du point, dont j’appellerai l’abscisse, oii 
une ligne de pente considérée se détache du faîte ou aboutit au 
thalweg, jusqu'au point (x t y) ou son écart d’avec cette ligne, en pro¬ 
jection horizontale, prend la valeur quelconque y t il vient 


(y) 



L intégrale qui exprime la distance x —- a.* 0 , suivant les#, employée 
à produire l’écart y> est doue finie, u la condition nécessaire et suffi¬ 
sante que l’exposant «, dans l’équation zz=iby* d’une section trans¬ 
versale, n’atteigne pas la valeur a ; ce qui exige bien que, pour y o, 
la courbure de celte section soit infinie, mais sans rebroussement ni 
discontinuité de la tangente tant que n surpasse l’unité. Si, par 
exemple, l’équation de cette section est z*z=b\r % t ou, celle de la 
surface, 

(10) (z — ax)* r= b*y*) c* est-û-dire s ax by*, 

il vient n ~ i et, la relation (9) devenant 
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les lignes de plus grande pente sont, en projection horizontale, de* 
secondes paraboles cubiques, qui se raccordent bien u distance assi¬ 
gnable, savoir, en leur point de rebroussement, avec le faite ou thal¬ 
weg/=o, leur axe de symétrie. 

Dans le cas, que l'on doit regarder comme ordinaire, d’une cour¬ 
bure finie delà section transversale en son sommet / — o, la para¬ 
bole v = ay n est du second degré. On u donc n r-a, et la seconde 

équation (8) intégrée donne, eu appelai) l — ^ log ~ une constante ar¬ 
bitraire, 


(»*) * = ri, K'/ 


a a V. 

--Il lu 


ift i* 

— Gc« • 


Comme un choix, convenable de l'imité de longueur permettra évi¬ 
demment de remplacer et pur les quantités proportionnelles w 


et/, féquation (12) des lignes de plus grande pente, simplifiée autant 
que possible, sera/ — Ce*. Ces lignes ne diffèrent donc pas, toujours 
en projection horizontale, de la famille de logarithmiques étudiée à la 
fm de la Xl\ imv Leçon (t. I, p, 19C 4 ) et qui a bien Taxe des x pour 
ligue asymptote, comme nous favons reconnu au même endroit. 


309*. — Absence d’intégrales singulières et d’intégrales asymptotes 
distinctes, dans l'équation linéaire. 


Le facteur intégrant de l’équation linéaire / # 4 -P/ = Q étant la 
quantité qui dépend de x seul, la relation qu’on obtient en 

l’égalant à l’infini revient à poser fPdx ~oç>, équation vérifiée tout 
ou plus pour les valeurs de x qui rendent infinie la fonction P, mais 
non par aucune fonction / de x. L’équation linéaire n’admet donc 
pas de solution singulière; ce que l’on déduirait aussi de l’expression, 

— P, de la dérivée ^ > oit y est ici — P/ 4- Q, dérivée nécessaire¬ 
ment infinie pour tous les systèmes de valeurs x et / correspondant 
à une solution singulière. 

Observons d’ailleurs que l’expression générale (21) de/[p. 186], 
étant linéaire par rapport à la constante arbitraire c, donne, lorsqu’on 
y augmente celle constante de A c pour obtenir l’écart ou la différence 
de deux intégrales particulières voisines, A/ = e~f v<tx \c, expression 
absolument indépendante de c ou faisant varier en fonction de#, 
dans le même rapport les écarts mutuels des diverses inté¬ 


grales particulières, qui, par suite, se rapprochent ou s’éloignent 
toutes à la fois. 
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Si donc chaque écart Ay a un maximum que Tou puisse prendre 
comme terme de comparaison pour Ay, ce maximum se produira 
pour une même valeur de la variable, quelle que soit l'intégrale par¬ 
ticulière d’ob Ton part, et l'écart relatif obtenu ne sera infiniment 
petit surtout te cours d'aucune intégrale : il n'y aura donc pas de so¬ 
lution asymptote, Ce cas se présente, pur exemple, quand P = aj?; 
d'où il résulte \yz=zç~* x Ar, expression qui atteint sa plus grande va¬ 
leur absolue, Ae, pour x — o. L'écart relatif de deux intégrales quel¬ 
conques est donc alors le rapport ^7» ou c~ x \ fonction de x seul, 

«IC 


évanouissante quand mais non pour un système spécial de 

valeurs dey propre à définir une solution asymptote, c'esl-à-dire cor¬ 
respondant à une suite continue de valeurs finies de x\ 

Si, au contraire, la fonction e~)' Vitx peut grandir nu delà de toute 
limite, deux intégrales ne présentant, pour A c assez faible et pour 
une valeur assignée quelconque de x, qu'un écart W^Ac insen¬ 
sible, c’est-à-dire inférieur u telle petite quantité donnée qu'on vou¬ 
dra, offriront entre elles, au contraire, itn écart notable, aussi grand 
même qu’on le voudra, pour d'autres valeurs de x, prises suffisam¬ 
ment voisines de celles qui rendent infinie positive l’expression 
— fPdx* Donc chaque intégrale particulière pourra être dite asym¬ 
ptote, c'est-à-dire être considérée jusqu'à un certain point, sur tout 
son parcours, comme un Heu de réunion ou de séparation d'intégrales. 
Mais, par le fait même, U n’y aura encore pas d'intégrale asymptote 
distincte , aucune ne l'étant plus que les autres. 

Gela arrive, par exemple, quand l'équation est simplement 


ÿ~y et que, par suite, y = ce*, ou, aussi, quand y' = — £ 

^d’où y ==~ ou a*y cas où ce n'est plus pour # — co, mais 

bien pour # = que la fonction y devient infinie. On reconnaîtrait 
d'ailleurs aisément que, dans ce dernier exemple, où les courbes re¬ 
présentées par l’intégrale générale sont des hyperboles équilatères, 
comme dans le précédent où c'étaient des logarithmiques (l. I, p, i97 # ), 
la famille comprend une véritable et unique courbe asymptote, obte¬ 
nue en faisant crr:o, c’est-à-dire #y ~ o, et composée par conséquent 
des deux asymptotes rectilignes de la famille. Il suffirait, pour cela, 
d'observer que, d’après une propriété caractéristique du paramètre 
différentiel du premier ordre A, de toute fonction de point, telle que 
c~xy } la plus courte distance dl de deux courbes voisines à para¬ 
mètres c et c -t~dc se trouve donnée, en chaque point (*r,y) de l'une 
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tic 

d’elles, quand les a\es sont rectangles, par la relation ^ ~ A|C ou 

(fç !.. -■ ■■ 

rf/rr™, qui, vu l’expression actuelle = de \c, 

*4 J C 

devient ici 


c (l 


fie 


fie 


de 


y/ X* *+-7* f («■ -rî />* -- a ary -r / ) s — a c ‘ 


L’écart absolu <// a donc pour maximum, entre deux mêmes hyper- 

de 

boles, sa valeur -7.: correspondant à r -- dz x; et l’eco /7 relatif, 

*c 

quotient de l’écart absolu parce maximum, est 4 / JÉÜj fL = 1 / £1 'Ü 3 L , 

V **-t-y* K 

fonction s'annulant bien quand -- o. 


370*. — Simplification d'une équation quadrinôme et sa réduction, dans 
certains cas, à l'équation trinôme de Bernoulli : équation de Riocati. 

Pour aborder des équations plus complexes que celle de Jacques 
Bernoulli, les successeurs de ce géomètre ont ajouté au second 
membre de son équation un terme, H, fonction de x seul ; ce qui leur 
u donné le nouveau type, a quatre termes au lieu de trois, 

( >:) JJ -»• l»/ = Q/ s H ; 

mais ils n’ont pu réussir à y séparer les variables que dans des cas 
très particuliers. 11 est bon cependant de connaître quelques simplifi¬ 
cations qu’ils y ont opérées, 

La principale, également utile dans d’autres questions (*), cl dont le 
but ici est de faire disparaître le second terme, consiste a poser y 
Y étant une nouvelle fonction inconnue destinée a remplacer y 9 
tandis que 2 désigne une fonction spéciale de x } à choisir en vue de 
la réduction projetée* Gomme le premier membre ÿ 4- P y de (27) de¬ 
vient alors a Y' ■+■ (a' -4- Pa) Y, il suffit, en effet, d’y poser P a ^ o, 
c’est-à-dire de prendre a = e~J Trfar , pour faire disparaître le second 
ternie, et l'équation (37), divisée par la fonction a ainsi déterminée, 

se trouve réduite à Y' = Oa"- 1 Y" -4- — * Elle est donc bien encore de Ja 

v % 

« 

forme (37), mais sans second terme; et nous pourrons l’écrire désor- 


(*) Voir plus loin Jos n w 38P et 385*. 
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mais, en modifiant les notation*. 


<■«*> =*Qy" - H. 

Une nouvelle réduction consistera à y faire disparaître lu fonction O 
par un changement de la variable indépendante, savoir, en y suppo¬ 
sant v exprimé en fonction non de <r, mais» par exemple, de la quaii- 

ji 

titê *que définit la relation / =: — / Qdx, de manière u avoir “-O, 

. si • . dy « , ‘ rfv rf f » * ^ */r 

et, par suite, de maniéré que , égal a ~ —* devienne—Q * 

Inéquation (^ 8 ), divisée par — Q, est alors j' n — et, en 

y supposant le dernier terme exprimé eu fonction de l> puis appelant 
encore H ce terme ainsi modifié et 4? la nouvelle variable /, il vient, 
en définitive, 

, a9 ) J K * 


Donc, non seulement l’équation («7) « perdu un terme; mais, de 
plus, une seule fonction de x, désignée par K, y remplace les trois 
fonctions données P, Q, H de la variable primitive. 

Quand on pose, dans (59), n rr: *i, valeur lu plus simple possible de 
cet exposant, et qu’on y prend II de la forme monôme ax ,tt , celte 
relation, devenue 


( 1o I 





s’appelle équation de fticcali, du nom du géomètre italien qui fa 
étudiée le premier, vers 1720. Mais on n’est parvenu à l’intégrer, 
sauf en série ou par des intégrales définies (comme nous verrons au 
n° 417 *), que pour certaines valeurs négatives de m, telles, que Ton 
sache alors, ou directement, ou par des transformations successives 
(qui séparent du reste les variables), former une intégrale particulière 
de l’équation. Celte intégrale, que j’appellerai /(#), est une expres¬ 
sion algébrique (rationnelle sinon toujours en x, du moins par rap¬ 
port à une racine de 4?), formée par conséquent de manière que lu 
somme f t {x)-\~ /(#)* se réduise a un monôme auquel on prend juste* 
ment égal le second membre ax m de l’équation. Par exemple, les 
trois fonctions 

une constante v/«, f(x) =* ~ r \/\ ” ha ) ~ 

B. — U. Partie complémentaire. ifi 
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donnent à la somme /'(a?) ■+-/(#)* las trois valeurs a, aar K t 
ce qui en fait des iutégraies particulières de (3o) dans les trois cas 
respectifs (les plus simples et les seuls d'intégrabilité oti l'exposant//t 
soit entier) mzzo, m = — a, m •= —* 4. Or, dan» tous ces cas 0(1 Ton 
connaît ainsi une intégrale particulière /=/(#) de l'équation de 
Hiccati, il est facile d’en effectuer ou, du moins, d’en ramener à des 
quadratures, l'intégration générale* 

En effet, dès que Ton connaît une solution y =/(#) de l'équation 
( 3 o), prise même avec un second membre R fonction quelconque 
de æ t au lieu de ax m y et sous la forme non réduite 

O.) jr-i-p/nsq^+B, 

qui résulte de (27) par l'unique supposition n = 2, l'intégration com¬ 
plète de celte équation ( 3 i) se ramène immédiatement à celle d'une 
équation de Bernoulli et, par conséquent, à deux quadratures, On le 
voit en remplaçant, dans 3 i), R par sa valeur 

fi j’) P f(x) — Q/(#)*, 

que donne la substitution de/(#) à »\ Il vient alors 

# \y-A*y I+1’ I/- /«> >1=* Qb" ■ /(*)*] =•• Qb’ - /(* d f y +/(*)]. 

Àdoptons-v pour nouvelle fonction à déterminer la différence y ~ /(#)» 
seule inconnue qui figure dans le premier membre. En l'appelant u> 
ou posant y=:f(x) •+• «, le troisième membre égalera Q «[« 4- 2 /(#)] ; 
et Téquation obtenue, écrite 

W jj + ( P — ■*<}/(*) 1« = <)«*, 

rentrera bien dans le type (au) [p, 187] de celle de Bernoulli, réduit 
môme au cas n = a. 

371 *. — Troisième type : équations qui s’intégrent par différentiation, 

comme celle de Clairaut. 

Considérons enfin, comme dernier exemple général, une équation 
différentielle en a?, y et y\ non résolue par rapport à y, contraire¬ 
ment à ce que nous admettions jusqu'ici, mais résolue, ou aisée à ré¬ 
soudre, par rapport à l'une des deux variables x et y , dont chacune 

peut être prise comme variable indépendante ( sauf à remplacer, s'il le 
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foui, /' ou ~ par l’in verse de -r' J . Supposons, pour fixer 1 rs 

idées, qu’on ait choisi comme fonction inconnue y celte des deux, va¬ 
riables par rapport ù laquelle J’équatio» a été ou résolue,ou du moins 
ramenée nu premier degré ; et prenons, par conséquent, celle-ci sous 
la forme 


^ 33 ) «/-/<<**./')♦ 

a désignant un coefficient constant, réductible à l'imité, sauf dans le 
cas exceptionnel (mais digne de remarque) où il s'annule. 

Différentions cette équation ( 33 ) et observons que y est, comme /, 
une certaine fonction de jr. Il viendra 


CH) «/= 


tf/{ t*y' ) 
~(ïr~ 


ftfi r,y ) rjy 

df dit * 



fri**/) ’ 


équation différentielle, en .r et /', fjui se trouve, comme on voit, 
toute résolue par rapport à la dérivée deÿ , et qui est, par suite, du 
moins à ce point de vue, beaucoup plus simple que la proposée ( 33 ) 
en a ? et en/. Si on sait l’intégrer, et qu’on obtienne ainsi, en fonc¬ 
tion de x t l’expression générale de y affectée d’une constante arbi¬ 
traire c, cette expression de /', substituée dans ( 33 ), où je suppo¬ 
serai a différent de zéro, donnera la formule cherchée de/. 

Clairaut a eu le premier, en 1734, cette ingénieuse idée de faciliter 
ainsi l’intégration de .certaines équations différentielles en les diffé- 
rendant, opération qu’on aurait cru plutùt devoir éloigner du but. Il 
la appliquée A l’équation, qui porte son nom, 

{ 35) /~r>-t-?(/'b 


où y désigne une fonction quelconque d’une seule variable. Cette 

(ty t 

équation, différeiiliée,donne/' =/'-+♦ [.t?4-$'(/')]c’est-à-dire, 


en supprimant le terme commun/' et multipliant par dx 9 
< 3 C) (/')]<//'= 


Un facteur d’intégrabililé est évidemment l’inverse de u* 4 “ £'(/*) ; 
et son emploi conduit à l’équation simple dy f z=: o. L’intégrale géné¬ 
rale de celle-ci étant /' = £?, la valeur c de /', portée dans ( 33 ), 
donne 


i3-) / " cr~hz(c), 

équation du premier degré en a? et/. Donc l’intégrale générale ( 3 ;) 
de l’équation proposée ( 35 ) représente une famille de lignes droites, 
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Mais la relation ( 3 (i) est aussi vérifiée en annulant Pin verse, 
x ~h ^\y) t du facteur d’intégrubilité, ce qui conduit, comme nous le 
savons, à la solution singulière. Effectivement, si Ton tire ÿ de 
Téquation x 4- (y*) ^o pour en porter la voleur dans ( 35 ), ou, vu 

la possibilité d'appeler c lu quantité / qu'on élimine, si l'on tire c de 
Téquation x 4* ?'(e) ~ 0, pour eu substituer la valeur dans ( 3 ^), on 
fait précisément les calculs qui arriveraient à déterminer l'enveloppe 
de la famille des droites ( 3 ;), puisqu’on élimine c entre l'équation (37) 

f/y 

et l’équation ^ =0, c'est-à-dire x -+- *'(c) ” o. \însi, (a courbe lieu 


des points (#, y) représentés par l’équation résultante n’est autre que 
l'enveloppe de la famille ( 3 ;) de droites, conformément à coque nous 
avons observé plus haut (p. 233 *), que la solution singulière corres¬ 
pond bien à l’enveloppe de la famille de lignes exprimée par l’inté¬ 
grale générule. 

On voit que l'équation de Glairaut était très propre à mettre en 
vue l’existence des solutions singulières, ainsi que leur Importante 
propriété géométrique (qui eu fait le lieu des réunions ou des sépa¬ 
rations d’intégrales) et leur rapport intime avec les facteurs d’inlégra- 
bilité, Aussi a-t-elle été, au xviu* siècle, un des premiers exemples 
qui appelèrent l’ûUenüon des géomètres sur ces solutions, dont lu 
découverte se trouvait, il est vrai, déjà comprise implicitement dans 
celle des courbes enveloppes faite par LeibniU vers lu lin du siècle 
précédent. 






SUR LKS SOLLTIO.VS SINGULIÈRES DES ÉQUATIONS UimiUKNTlKLLKS 
SIMULTANÉ!?» OU D'ORDRE SUPÉRIEUR; CERTAINS CAS D'ABAISSE¬ 
MENT DK CES DERNIÈRES ÉQUATIONS; ETC, 


•!?•!*»—Unité du système dos intégrales générales; possibilité de quelques 
intégrales singulières et calcul direct de celles-ci. 

L’exemple de l’équation unique du premier ordre et de ses solu¬ 
tions singulières prouve qu'il peut y avoir quelquefois, à partir d’un 
môme système de valeurs j' t y, z y tt } ...» plusieurs intégrales possi¬ 
bles, c’est-à-dire, outre les fonctions y, z y //, ... dont il vient d’ètre 
parlé (*), d’autres fonctions Y, Z, U .de satisfaisant égale¬ 

ment aux équations (i) [p. 189], 

y —3 t «. . . ^ 3\^*. v. Il, « .. )* W Vf K* • . « L . ... 

Il importe de démontrer que ces valeurs, tout comme dans le cas 
d’une équation unique, sont exceptionnelles, et qu’il n’existe, par 
suite, qu’un seul système d’intégrales générales. A cet effet, reprenons 
la démonstration donnée dans la dernière Leçon (p. 339*). Observons 
qu’on aura, d’après les mêmes équations (t), 


1 ^— f% (»**»^»2,1.,..«j, U 1 , 


depuis la valeur a?, pour laquelle Y, Z, L\ ... se confondent avec 
r, 3, «, .. M jusqu’à une valeur très voisine .c *+. t; et il viendra 


(3) 


I Y - r = If £/i(a' l Y,Z f ...) —.. •)]<£**, 

| — V “ j* \ , Z, . . • t 3« « , , )]<//•, vie. 


Mais il est encore évident que, dans ces équations, les fonctions pla- 


(*) Koi> lu Partie élémentaire, p. tyo. 
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cées sous les signes f ne peuvent que varier toujours dans un môme 
sens outre les limites x et jph- s, dont l'intervalle est, pour ainsi dire, 
infiniment petit ; en sorte que, s'annulant » la première de ces limites, 
elles reçoivent leurs plus grandes valeurs absolues à la limite x «+■ s. 
On aura donc, par exemple, 


>» vul. ! Y < lfi <* **’ Y / - • • • ’ ~/« (r * • • •>! I ,U ' 

f ou V — y< *, Y, Z.... i - , 


et cette inégalité, avec les autres analogues, donnera, à moins que (es 
différences Y —\\ Z — s, ,.. ne soient tut (tes. 


( \ ) (en vnl. übsj « 


f f\(.r — s. Y.Z*... \ • ■ ï, r. .,, i ^ i 

» ’". Y -7 '. 


/i^**■* t» V/i* i»• j */»(•***• <i v i i1jé 

.* 7 " “ “ “ *•'•'' I * Cil* 

4 * v * 


Si, actuellement, « et, par suite, Y — y, Z — s,.. « tendent vers zéro, 
les seconds membres de ( 4 ) deviendront infinis et H en sera de môme, 
à plus forte raison, des premiers. C'est dire que les variations éprou- 
vées par les fonctions / t »/s» ..quand les variables/, s, u, ... y 
reçoivent les accroissements évanouissants Y —y, Z — v, U — </, ... 
(dont un au moins diffère d'abord de zéro), sont infiniment moins pe¬ 
tites que ceux-ci : circonstance qui serait évidemment impossible si 
toutes les dérivées partielles premières des fonctions /,,/ w ••• et| 
y, 3, Uf ... étaient finies et si, par suite, les différentielles considé¬ 
rées de /j, /i t ... se trouvaient seulement comparables à la plus 
grande des différentielles Y —y, Z — s, .... 

Donc, (es seules valeurs de x, y, z, u, ... à partir desquelles il 
puisse exister plusieurs intégrales du système proposé d’équations 
différentielles (résolu par rapport aux dérivées y* % z’, a 1 ,...) sont 
celles qui rendent infinie une au moins des dérivées partielles pre¬ 
mières des seconds membres /„/„... de ces équations par rapport 
aux fonctions inconnues y, z ,.... Or ce seront évidemment des va¬ 
leurs trop spéciales, pour qu'on trouve à choisir arbitrairement, parmi 
elles, y 0 , z 0 , u ot . • •, quand x est la quantité, prise également à vo¬ 
lonté, qu'on appelle «r 0 . En d'autres termes, H n’existe aucun autre 
système d*intégrâtes générales que le système ( a) [p. igo] et toutes 
(es solutions singulières, ou non comprises dans ces intégrales , que 
peuvent admettre (es équations proposées , s’obtiendront en égalant 
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à l'infini les dérivées partielles des seconds membres de ces équa¬ 
tions par rapport d /, ts> //. 


375*. — Propriété qu'ont les solutions singulières et, sous certaines 
conditions, les solutions asymptotes, de rendra infinis un ou plusieurs 
des facteurs d’intégrabllité, 


U est bon de remarquer qu'il n'y a qu’un seul cas où Ton n'ait pas 
le droit de multiplier, comme on Ta fait au numéro précédent (Par¬ 
tie élémentaire, p. 191), les équations proposées dy — /, dx = o. 


(h fiel jc = o, 


* • » » 


par 


les facteurs 

dy dz 


et puis de le.’ 


ajouter pour en déduire l’équation dy ^ o : c’est le cas où l'un au 
moins des facteurs considérés est infini d’une manière continue, 
c'est-à-dire pour les valeurs successives considérées de jc f y, z, «, .... 
Donc, toutes fonctions/, -s,//, ... de s qui satisfont aux équations 
proposées dy —f x dx — 0, dz — f t dr = 0, * • «, vérifient également 
la relation dy~o et aussi, par suite, l’équation intégrale <^~c, u 
moins qu’elles ne rendent sans cesse infini quelqu’un des facteurs 

d’intégrabilité correspondants 3 -— ( p -• En conséquence, tes so- 

Unions singulières que peut admettre le système proposé , et qui 
échappent à une intégrale générale ç~c, s'obtiendront en éga¬ 
lant à P infini les divers /acteurs d’intégrabilUè employés pour 
former cette intégrale . 

Les solutions singulières ne sont, d’ailleurs, pas (es seules aux¬ 
quelles on parvienne généralement en égalant ainsi à l’infini les fac* 
leurs d’intégrabilité* Les intégrales que j’appelle asymptotes , c’est- 
à-dire dans le voisinage desquelles se trouvent, pour une valeur dési¬ 
gnée quelconque de &, certaines intégrales particulières y différant 
entre elles incomparablement moins qu’elles ne le font pour d’autres 
valeurs de a?, s’obtiendront en môme temps, comme dans le cas d’une 
équation différentielle unique (p. 335*) ou d’une simple famille de 
courbes planes, si du moins les n constantes c ont pu être choisies de 
manière que leurs petits changements A c soient de l’ordre des écarts 
A/, A 3, Ai/, ... les plus grands entre les deux fonctions correspon¬ 
dantes /, ou z, ou //, etc. Partout, en effet, oà, dans ces conditions, 
des intégrales voisines seront infiniment plus proches qu’ailieurs. 
leurs écarts mutuels A/, As, A u, ... se trouveront tous infiniment 
moindres que la différence Ac éprouvée de l’une à l’autre par leur pa¬ 
ramètre c , qu’exprime la fonction ?(£?,/,£, ce qui, évidem¬ 

ment, ne pourrait avoir lieu pour des valeurs de /, 5, #/.... ren- 
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dont Ouïe» toutes les dérivées partielles premières de 9 en y, 5, «,.., 
«H donuant sensiblement une expression de ac, 


Ae s-r 


(ty 

ify 


Ar * 


<fo 

4 


Ai h- 


• * « 1 


seulement comparable à la plus grande des quantités A/, As,.... 

On voit, par tout ce qui précède, comment les propriétés générales 
de 1 équation différentielle du premier ordre s'étendent é un système 
de telles équations simultanées. 


‘ff 8 é . — Sur les solutions singulières des équations différentielles 

d'ordre supérieur. 

Observons que 1 identité (j-.i) ), où le second membre ch est une 

différentielle complète revient, en la divisant par </*■> à 

écrire 


ri) 


< l c '<p 


.»-w-ui« - ' 

rfy (U 

ê 

On peut donc satisfaire à l'équation proposée y=:o, soit en 
annulant *^2 ou posant *c*r^c, ce qui donne l'intégrale générale pre¬ 
mière considérée, soit en égalant it zéro l'inverse du facteur “r-r^-r 

ffy.n-l 

d iutégrabiÜté, c’est-ù-dire en égalant u l'infini ce facteur, pourvu 
que, du moins, ü résulte de l'équation ainsi écrite, g j = rb 

*v 

une expression de eu fonction de â'» capable de donner /«> —fzs. o, 
comme il arrivera si cette expression ne rend pas infinie la dérivée 

complète Or, égaler ainsi à zéro l'inverse du facteur , 

qui est une fonction explicite,censée connue,de x,y)y* ,y*, • * 
cela équivaut évidemment à poser une certaine équation différen¬ 
tielle d'ordre n — 1 en y, sans constante arbitraire, équation dont 
1 intégrale générale, annulant — f autrement que dans l'hypo¬ 

thèse ÿr^const,, sera évidemment, malgré ses n~i constantes ar* 
bhraires, la solution singulière de la proposée yM—f — o. Par 
conséquent, dans une équation différentielle d’ordre supérieur, (a 
solution singulière, quand elle existe . contient généralement des 


(*) Voir la Partie élémentaire, p. iitf. 
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constantes arbitraires> mais jamais autant que Vintégrale géné¬ 
rale; et on la trouve par l'intégration de l'équation obtenue en 
égalant d l'infini te facteur d*intêg rabittté qui conduit « une inté¬ 
grale générale première , 


iï82*. — Exemples des ces les plus simples d'abaissement : courbe plane 
ayant sa courbure fonction soit do la distance à une droite fixe, soit 
de la normale; courbe élastique. 

Comme» exemple du premier cas d’ubuissement (•), proposons-nous 

de trouver } équation finie yz=.f(x) d’une ligne plane dont la cour- 

» 

bure, ± (j +y s ) *y\ eu chacun (*r, r) de ses points, égaie une fonc¬ 
tion donnée f (x) de l’abscisse, distance à une droite également don¬ 
née choisie comme axe des y; ce qui, par une rotation arbitraire a 
des axes rectangles des x et des y autour de l’origine (rotation oit 
l’abscisse ucluelie x devient .rcosx — j'sina), comprend le cas 
d’une courbure ayant pour expression ^(arcosa — ysin*) et, par 
suite, fonction arbitraire donnée d’une expression linéaire quelconque 
üy 4 -C, toujours susceptible en effet, grèce à un choix con¬ 
venable de deux constantes /»• et «, de recevoir la forme 

( k i*o$ a \x î-1 — k sin « > r n- G, 

oit Tunique variable est bien je cos a — y sin a. 

L’équation différentielle du problème posé sera donc 

_l _ 3 

Ufi) */':=»(j*) <iu (\-'-y*')"*tiyT-^x)dr. 

Comme elle ne contient pas y , le choix de y* en qualité de fonction 
inconnue provisoire l’abaisse au premier ordre; et Tou voit même, 
après sa multiplication par dx $ que les variables y sont séporées. La 

différentielle binôme (i +/ 1 ) *dÿ rentrant d’ailleurs dans le second 
cas d’intégrabilité (p. 53 ), l’adoption de y*-* 4-1 comme variable 
auxiliaire donne aisément 



ce que montre après coup la difièrentialion immédiate du résultat : 
et il vient, pour l’intégrale première de (i6),avec une constante arbi- 


(*) Voir la Partie élémentaire , p. 19K. 



rto* BXBltPUS D’ABAJSBKMKXT D'kqüATION» DlFPKttKNTIKLLES : 

traire supposée implicitement par Je signe / du second membre (c’est- 
ù-dire inutile ù écrire), 

(17) i'z(/-*-htf*=fj(r)dr; d'où / -,—. 

On lire de cette dernière, pour l'élément, ds = ^T-hy^dx, de l’arc s 
de lu courbe, l’expression (où le radical impliquera le double signe ±), 


08 ) 


ds f,X 

/ï — [/<?(*)<&■ ]* 


Knfin, une nouvelle intégration, que l’on effectue sur la seconde (17) 
multipliée par dx } et sur (18), donne, entre l’abscisse x et l’ordon- 
uéej‘ ou l’arc s, les équations finies, caractéristiques delà courbe sauf 
l'ambiguïté de signe, à discuter dans chaque cas, de leurs radicaux : 


Ov) 


l y = C~ r?(T -- /r t dr 


comu.. 


« = - 
l J /!-[/?( Jt ) d(r J* 


- con«t. 


Contentons-nous de faire l’application de ces formules à la courba 
élastique , ou courbe suivant laquelle se dispose, à l’état d’équilibre, 
un mince ressort homogène AB, primitivement rectiligne dans le plan 
des xy, mais plié ou fléchi, dans ce plan, par une force F et un couple 
C, qu’on y suppose contenus, et que supporte le ressort à son extré¬ 
mité B, tandis que son autre bout, A, est maintenu fixe sur une lon¬ 
gueur infiniment petite A«< Prenons pour axe des x la perpendicu¬ 
laire kx à la force F et pour axe des y une droite menée, parallèlement 

à cette force F, à la distance ^ de sa ligne d’application BF; en sorte 

que le moment de F par rapport à un point quelconque M {x y y) de 

Taxe longitudinal AB du ressort soit ou Fa* — C, et 



donne, avec le couple C, le moment total F#, simplement proportion- 
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a')i* 
s 

nel à l’abscisse a * La courbure, :±(i+/'*) */", prise par l’axe AB du 
ressort sera partout, d’après une loi fondamentale de la théorie méca¬ 
nique de la flexion» en raison directe de ce moment, ou de x\ et, en 
appelant m une ligne constante, moyenne proportionnelle entre le 
rayon de Jn courbure considérée et 3 4’, il viendra, comme équation 
différentielle de la courbe élastique AB, 


(301 


V~ 


ur 
- * 

m * 


Celle-ci se déduit, comme on voit, de (16), en posant ÿ(.r) 


•>x 

Ti?'* 


d’où fy(a')dj?zz 


Jpl P 



si c désigne une constante arbitraire* Pour 


la déterminer simplement et aussi pour fixer les idées, supposons, 
d’une part, l’angle OA* nul, ou le bout OA maintenu dans une direc¬ 
tion normale a la force F, et, d’autre part, la pente / de BA (grâce û 
une valeur assez modérée du couple C) partout de môme signe, c’est- 
à-dire négative, entre A et B; ce qui dispensera de prendre alterna¬ 
tivement Je radical, dans la seconde (17), avec les deux signes 4* et —. 
Alors, si a désigne l’abscisse OA du point A oii s’annule ainsi /, lu 

première formule (17)deviendra, en ce point, o~ fy(x)dcr^: — s • 


On aura donc c -«*, et il viendra, par suite, pour fy{x)da r, quel 
que soit 4\ l’expression --partout négative entre B et A. 


En conséquence, le radical de lu seconde (17) recevra exclusivement 
le signe supérieur -k Enfin, si nous convenons de compter l'arc*, à 
partir de A, positivement en allant vers B, de sorte que ds et d.v 
aient des signes contraires, le radical devra se prendre négativement 
dans (18) ou dans la seconde (19). Et les deux formules (19), 0(1 les 
constantes arbitraires sc détermineront de manière que y et * s’an¬ 
nulent pour æ = a t deviendront aisément 




m*dr 



Les seconds membres se réduisent aux intégrales elliptiques E, F 
de Legendre, mais par deux procédés différents, suivant que l’on a 
/« > a ou m < a* 

Quand m est plus grand que a , il suffit, après avoir décomposé 
l’expression bicarrée m * — (<7*— ,c*) 4 en ses deux facteurs wt’-w/*— 
a*4*#S de mettre le premier sous la forme (/«* 4- a 1 ) 
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eu posant ^=:v W + a,co ^ ^ introduisant ainsi, comme variable 
d'intégration, un angle aigu positif <» qui, entre x-=^o et #=. «, dé- 

croîtra de - n la valeur v* dont le cosinus esl — m. ou. la tan- 
* s/tu*~u* 

genle, — * À for s île 
u 

ta*) j* zri tw^r cos , il résu 1l o /Ar = —* J tu * -« • <*ï si n $ */$ : 

et les formules ( n), en y remplaçant partout cus*^ par t —* siii'ÿ, 
puis faisant ——** == A*, donnent 

* a tu 1 1 


(•4:1) 


.? i^ f* /«* - (/«<. «1 j siu* «j/J 

' ' 2 /#< * “ '• W«* * ■ «* ) s »H*^ 

/« /** »— . •. 

- "7= / * T T T:*"; . ‘ÿ' - /« r * / V 1 -- -A , *«ll 1 5«»t 

ya*'^ y -1 — A J * 111*9 

/** //** 4/7 _ m (h 

* y u y’v* /«* u/ 4 55 -i • «*; siu*9 * y, / 1 “ A* si»s 9 


ce qui, par l'intermédiaire de l'angle 9 v.- arc cos - 7==^= ^== » ramène bien 

ym**--«* 

immédiatement les deux fonctions/cl jrde.r aux deux fonctions eltiptU 


f T #/q /*? . ■■—■■■ <■ 

-- et K( A , * ) - j \ 1 * A a »iu*ÿ</©. 

y' t •— A’* stu*9 »'o 

Ou remarquera notamment que l’arc .y de la courbe élastique s’ex¬ 
prime au moyen de l’intégrale de première espèce F(A\tp) toute seule 
et en constitue, par conséquent, une représentation géométrique. 

La longueur AB du ressort étant censée connue, Inconstante OA=« 
devra être telle que, dans la formule (a 3 ) de l’arc $, Ton ait s= cette 


longueur AB pour la valeur de y donnant x (ou y///i , -4-«* cos<p) égal 
G 

à l’abscisse ~ de l’extrémité B. Telle est doue la condition par laquelle 


m 5 déterminera te paramétre inconnu a. 

Quand, en second lieu, m se. trouve plus petit que a (ce qui donne¬ 
rait A*>i), la quantité placée sous les radicaux dans (ai), savoir 
( /h* -h a *— je* ) ( w*— a* *4- x 1 ), devient de la forme ( %* — x* ) ( x* — ), 

qui n’est pas de celles dont nous avons fait, au n° 253 * (p. 3 o*), uue 
étude spéciale. Maison la ramène a l’une de celles-ci en prenant pour 
nouvelle variable A, d’après une indication de la fin de ce numéro 

(p, 34 *)» le facteur y/V — x 1 du radical, après quoi l’on intro¬ 
duit un angle auxiliaire 9, aigu cl positif, donné par la condition 
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* —y'a* — p*sîji *. Or cela revient, en définitive, à poser, dans (ai), 
non plus x == \ f /n* -t- «* cos<p, mai* 

(«4) ** 13 /<«* - - m*) — ‘à ut* siii , ~3 ~ /«î-r-lwî */i — K* ïïii**, 

où lv* désigne le rapport actuellement inférieur à l'imité ; et 

l'on procède comme dans le cas précédent, après avoir observé que 

l’expression J!^_ __ se réduit à-.. -■ rf? _ 

Yfn k —■ (<?* — |/j — K* sii» s $ 

Il vient des résultats analogues, encore réductibles aux intégrales 
elliptiques E(K,e), F(K,©), 

Pour donner enfin un exemple du second cas d'abaissement (p. 198), 
supposons quo la ligne à construire doive avoir sa courbure, censée ici 
prise toujours avec le signe dey ff , fonction non plus de la distance à une 
droite fixe, mais delà normale N —y + y** ( t. I, p, 198), prise de 
même avec le signe dey. Alors l'équation différentielle sera de la forme 

a 

( 2 î 1 u -s- y* ) *y = <p (y y\ *! -y* ), 

c'est-à-dire qu'elle ne contiendra pas ta variable indépendante *r. 
Kl le s'abaissera donc au premier ordre en y choisissant y pour variable 
et / pour fonction. Son premier membre, d'après les formules (10) 

[p. 198], deviendra aisément *—^(1 4-y' s ) *, ou bien — ™ ^ j, 

eu y introduisant la normale N à la place de y*; et l'équation (a.*), 
multipliée par NV/r, sera 

ydS — X dy » X* \ )fty ou - y dS • i- [ N 4- .Vo ( N )] tly — o. 

Les variables s'v séparant immédiatement, une intégration donne 


(* 6 > lo " r - / \. .-SÿTs; “ const - 

équation finie en y et N, mais différentielle du premier ordre en y 

quand on y remplace N par y \/ 1 4- y'* . Si l’on peut alors la résoudre, 
soit par rapport à y f , soit par rapport à y, les procédés exposés aux 
n°* 867 et 371* (p. i83 et a43*) ramèneront enfin son intégration a une 
seule quadrature; car elle sera de l'une des deux formes y'zmjdy), 
y = '/(/). C'est ce qui arrive, par exemple, quand le rayon de cour¬ 
bure est proportionnel à In normale, ou, o(i\),de la forme 
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383*. — Autres cas d'abaissement, spéciaux à des équations présentant 

certains genres d’homogénéité. 


Il est quelques autres cas, offerts par des équations différentielles 
présentant certains genres d'homogénéité, où un changement soit de 
la fonction /, soit de cette fonction et de la variable indépendante .r, 
suffit pour abaisser Tordre de Téquation, 

Le plus simple, reconnu par Euler, est celui où tous les termes sont 
du même degré relativement ù / et à ses dérivées; de sorte que l'équa¬ 
tion, divisée par une puissance convenable de/, contienne seulement, 

y* Y y» 

avec a-, les rapports etc. Prenons pour nouvelle fonction 

y y y 


le premier de ces rapports, ou posons 


/ 


u. Nous tirerons de là 


/ « w/ <■**» P»»* suite, /' = «> 4- «/, f" ~ u'/ j- % «'/' -b «/, 

En divisant par /, il viendra, au moyen de substitutions évidentes, 


t i. = u, ■ï- = «’ u 'L = u‘-h «*. 

\ y y y 


< K ) 


\y, 

K 


Y V 

= «'-t- -b U sa «'-b b- «{ttV «*), 

4^ ^ 


Ainsi, tous les rapports, à /, des dérivées successives cle y s’expri¬ 
ment en fonction de la quantité w et de ses dérivées dordres moin¬ 
dres. Donc, Téquation, en //, ne sera plus que de Tordre a — i. Si Ton 
parvient à l'intégrer, H viendra une relation de la forme // —/(#), 

ouï- — /(a*), dont Tintégrale est 


log/ = ff{v)dx -b une constante loge, ou / as ce?/ 1 *'** _= cet"**. 

Une homogénéité d'une autre espèce, qui conduit à un abaissement 
de deux unités, se présente quand l'équation ne contient pas x et se 

trouve réductible à la forme /(;>'. ~>i« pi» •••) = <>. On peut, en 

ellet, pour abaisser d’abord d’une unité son ordre, lui appliquer la 
seconde transformation indiquée au n“ 381, on qui consiste à adopter / 
comme variable et y comme fonction. Or les formules (i 5 ) de ce 
numéro (p. 198 ) montrent que y', y ,... deviennent alors, dans tous 
leurs termes, respectivement du second degré, du troisième, etc., de 

manière à rendre les quotients^, K ,... homogènes du degré zéro. 




KQUAT10N» HOMOOKNKSJ KQUATION BlNOSfH DU SECOND ORDRE* ibb* 

Donc Téquation rentre dans le type qui vient d'être examiné, où la 
fonction inconnue et ses dérivées ne figurent que par leurs rapports, 
et la transformation précédente permet d’abaisser son ordre d’une 
nouvelle unité. 

Enfin un troisième cas un peu plus complexe, reconnu, comme le 
premier, par Euler, concerne les équations qui, divisées par une puis* 

sance convenable de x, prennent la forme» y\ xy\ ... j=o. 

On les rend indépendantes de in variable cl, par suite, susceptibles 
d'abaissement (p. 198), en choisissant pour celte variable le loga- 

rithme naturel de æ et pour fonction le rapport -1 c’est-à-dire eu 

posant — u . Comme il vient, en effet, ~ = ~ ~ ~ } 

la valeur de y, savoir e* «, donne, par sa différentiation répétée en «r, 
et en multipliani finalement les dérivées obtenues par t, x, j’ 1 , , 



Or les expressions ainsi formées de i > ÿ, cry t x % f } ... contien¬ 


nent seulement u et ses dérivées en f, mais non, d’une manière expli¬ 
cite, celte variable t\ car les facteurs e*~* et e f } les seuls par lesquels 
elle y paraisse, sont en nombre égal dans chaque expression et s’y dé¬ 
truisent. L’équation transformée s’abaissera donc à l’ordre n — 1, si 


l’on adopte u pour nouvelle variable indépendante et 


du 

Tt 


jwur fonc¬ 


tion inconnue ( 1 ). 


( *) Abaissement de Véquation binôme du second ordre. — Le changement tic 
variable qui consiste ù poser t =3?** et à choisir convenablement l'exposant m, 
ramène, en général, à celte troisième espèce d’homogénéité Y équation binôme 

du second ordre, a> ^ c * ^ 5001 < l ualrc constantes. La 

formule correspondante de transformation, ~ ^ *=» donne, 

en effet, pour te premier terme de l’équation binôme, une valeur proportionnelle 
à x*~ m ou 80 produit de x % ‘ 9 * par x + (« — m) cl, 

pour le second terme, une valeur proportionnelle au produit do »;*-*)*■+*♦* par 
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384*. — Exemple : abaissement de Tordre d'une équation linéaire sans 
8eoond membre; réduction de réquation non linéaire de Ricoati à une 
telle équation linéaire, mais du second ordre. 


Une équation linéaire sans second membre, c’est-ù-dirc sans terme 
indépendant de Ja fonction y eide ses dérivées* offre le plus simple- 
ment possible le premier cas d'homogénéité* puisque y> y, y, .. » 
«y figurent qu’au premier degré. On en abaissera donc Tordre d'une 

unité en prenant pour fonction incomme le rapport 

Soit, par exemple, l’équation linéaire et homogène du second ordre 


tv» Z-:-!'/ <>r- O. 

oit V et O sont deux fonctions explicites quelconques de æ seul. Si on 
. • » y w v’ 

Têcrit H- P h- Q — o, lés deux premières formules (117 ) la cltan- 
geront en celle-ci, 

{ 3(1) -T* Pw -r- «* Q — o, 

(Le 


du premier ordre, mais non linéaire, et comprise dans le type quadri- 
uôme (a;) de la dernière Leçon (p. aV)* 

D'ailleurs, la transformation qui a permis (p. a^o*) de faire éva¬ 
nouir le second terme de cette équation («7), s’applique directement 
à la proposée. Elle consiste à poser 

OU /«*Y (d'où r = a Y. /3 iYVm'Y , + /Y), 
ce qui change (99) en 

(‘lai *Y''-M*22 , -4-P*)V'l't’-î-QajY = «, 


puis à déterminer 2 de manière à annuler le terme en Y', c’est-à-dire 
par la condition a*' +-Pa~o. L'on obtient * — e * , et l’équtt- 


/ y’, i f(ly * 

\!r/ \fej : saffil ******** deux cx P 0S »»ts de x t savoir 1 —aw et 

{a — c)nt -t-é + c, en prenant m = pour faire disparaître ces fac- 

leurs en x qui, seuls, empêchaient l'équation transformée d'étre de la forme voulue 
/(£» /> « «• Ainsi, l’équation binôme du second ordre est généralement 

réductible au premier ordre, comme l’avait encore trouvé Euler. 



jêQPAT. DU SECOND ORDRE D«Nï «X CONNAIT L'XK SOMJT. IMItTICUMfrtë. a$7* 

h-Q^Y-*=o, l’élu* 

lion qui est bien de la forme (29) avec P = o* 

Faisons ainsi P~o dans (29)» ou donnons-nous l'équation 
Z+g/^o; et sa transformée ( 3 o) eu« sera h'h-m^ + Q^o, équa- 
tiou identique (sauf la notation u au lieu de y) à celle ( 3 0) de Hic* 
cnti (p. s/m*) quand on prend <) de la forme — an ,m , Ainsi, les in¬ 
tégrations des deux équations, Tune, linéaire et binôme, mais du 
second ordre, l'autre, du premier ordre, mais trinôme et non li¬ 
néaire. 


lion ( 3 s), divisée par 2, devient Y"4-^~ 4- P ?■ 


t il i 


}•" k r m r, 


U v- U* rr «j'H 




9 


constituent deux problèmes étroitement liés ensemble. Le second, 
qui est celui de Jliccati, se ramène donc au premier, que Pon juge 
ordinairement plus simple. H suffit d’ailleurs d’y obtenir une inté¬ 
grale particulière, c’est-à-dire une quelconque des fonctions y de x 


donnant /*= ax m y\ 


car J’exprcssjon correspondante 



u sera une 


solution particulière de l'équation de Hiccati ce qui 

ramènera aux quadratures, comme 011 a vu à la fin du même n v 370 * 
(]). 2/|2*), la formation de l’expression générale de u , 


38.7* — Réduction, aux quadratures, de l’intégration de l'équation li¬ 
néaire du second ordre dont nne solation particulière est donnée; 
abaissement de Tordre de toute équation linéaire, avec conservation 
de la forme linéaire, quand on connaît une ou plusieurs intégrales 
particulières de réquation analogue sans second membre. 

Cette propriété, établie ou n° 370 *, eu vertu de laquelle l'équatiou 
( 3 o) ci-dessus peut être intégrée d’une manière générale dès qu’on 
donne une de ses solutions particulières, appartient aussi à l’équa¬ 
tion (29), puisque la connaissance d'une solution particulière de (*g) 

entraîne celle de la solution correspondante uzz^ de ( 3 o) et, par 

suite, l'intégration complète de ( 3 o), c'est-à-dire la formation géné¬ 
rale de «, d'où se déduira, pour/, l'expression non moins générale 
cef utU . 

On le reconnaît directement sur l’équation (29) en y prenant, comme 
ci-dessus, y~% Y, mais en y supposant * solution particulière de 
l'équation, c’est-à-dire tel, que «’+Px'+Qa-o, de manière ii 
annuler, dans la transformée ( 3 u), le terme en Y, et non plus le terme 
fi. — U. Partie complémentaire, i- 



a!ï«* ABAISSEMENT D'i'NK ÉQUATION* LINÉAIRE. QVAXU ON CONNAIT 

ou Y'. Cette transformée ( 32 ) devient donc 


(If) a Y* H- ( « «’ -r- = o, un 



équation linéaire et homogène comme la proposée («9), mais du pre¬ 
mier ordre (en Y') et immédiatement intégrable. 

Si, par exemple, on a eu soin de faire préalablement disparaître de 
29) le second terme P ÿ> ou que l'équation proposée soit réduite à la 
forme /+Q^^o, comme Test la première ( 33 ) a laquelle se ra¬ 
mène celle de Biccati, il vient, en multipliant la première ( 34 ) par 
«dvT, Y'f/.îdno, c'est-à-dire, après intégration, **Y # = une 


constante c ; 


et l'on en déduit WY = ~ dæ. Il en résulte finalement 

n* 




-h const.. 



4* COlIfl. 



En général, lorsqu'une équation différentielle est linéaire et sans se- 
coadmemb re, c’est-à-dire de la forme Q y 4- P/' 4 - M/'-t-... 4- Ly [n ~o, 
il suffit d'en connaître une solution particulière a (autre que zéro), 
fonction variable de a? donnant Q« 4 - P*'-t- jM« w 4 -... ^ 0, pour que 
la même substitution y = «Y abaisse son ordre d'une unité, sans lui 
faire perdre la forme linéaire et homogène. Car, vu les expressions 
(du premier degré en Y, Y", Y'',...) 


/ y =2 x Y, y « a' Y -+• a Y\ 




le premier membre de l'équation proposée deviendra évidemment une 
somme, linéaire en Y, Y’, .,., Y<*î, dans laquelle s'évanouira le terme 
en Y, affecté du coefficient total, identiquement nul, 


(^3t 4* P 3 T Mï # “r 


* », * 


Donc l'équation sera bien, par rapport a la dérivée Y 1 , linéaire et de 
l'ordre /1 —► 1 ♦ 


Si Ion connaît, à la proposée, une deuxième solution, j —fl, 
dont le rapport à « varie avec x, la valeur correspondante de 

Y'ri: ne seia P as nu ^ e : e ^ e constituera donc une 

solution bien propre à l'équation en Y'; ce qui permettra d'abaisser 


encore l'ordre de celle-ci. De même, un nouvel abaissement analogue 


est possible quand on donne une troisième intégrale particulière y 
ce qui fait qu'on en connaît deux pour l’équation différentielle en Y'; 
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«t ainsi de suite, pourvu que toutes ces intégrales puissent être dites 
distinctes, c’est-à-dire pourvu qu’il en résulte, chaque fois, une solu¬ 
tion particulière, autre que aéro, de In dernière transformée prêcè- 
dente. 

Enfin, les mêmes transformations, appliquées à liquation Jinêamt 
complétée par un second membre F(u J fonction quelconque de a-, 
c'est-à-dire à l’équation Qj + iy h- ,.. +■ iy«i= F(«), continue¬ 
ront évidemment à en modifier le premier membre comme quand le 
second se réduisait a zéro, pourvu que a, jl> y» * • • désignent toujours 
des solutions particulières de l’équation sans second membre; et 
elles abaisseront, par conséquent, l’ordre d’autant d’unités qu’on 
donnera de telles solutions distinctes* Si donc l’équation proposée est 
du second ordre, une seule de ces solutions suffira pour la réduire au 
premier et, vu la forme linéaire de la transformée, pour en opérer par 
quadratures l’intégration complète* 



COMPLÉMENT A LA TRENTE-HUITIÈME LEÇON, 

o ' 

CONCERNANT I.A TIIÉOIUB (ÎÈNÊRALE DES ÉQUATIONS UNÉAUIES. 


303*. - Absence de solations singulières et d'intégrales asymptotes 
distinctes, dans les systèmes d'équations linéaires. 

Les facteurs intégrants de tout système d'équations linéaires étant 
des fonctions explicites de la variable indépendante x seule, de même 
que le sont les dérivées, par rapport aux fonctions inconnues y, 

des expressions linéaires de y\ u\ ... données par ces 
équations, ce sera au plus pour des valeurs isolées de x t mais ja¬ 
mais pour aucun ensemble de fonctions v, 5, . de x, que devien¬ 

dront infinis l’un des facteurs intégrants ou l’une des dérivées, ti 
n’y aura donc pas plus de solutions singulières dans un tel système que 
dans une équation linéaire du premier ordre ; et, môme, nulle jonc¬ 
tion d’intégrales n’v sera possible si ses coefficients sont, par exemple, 
constants. 

il est facile de voir, en raisonnant à peu près comme on l'a fait 
(p. «39*) pour ce cas d’une équation linéaire unique, qu'un système 
linéaire n’admettra pas davantage d’intégrale asymptote distincte . 
Car les solutions générales 3, ii,... d’un tel système seront du 
premier degré par rapport aux constantes arbitraires c Xi c î} .. .,(?* et 
si, parlant d’intégrales particulières considérées y % s, on fait 

varier c lt c 3t de petites quantités AC| = A,c, Ac,— 4 *t,.,., 

Ac„ ~ prises entre elles comme des nombres constants arbitraires 
X'i> é*, ..., les accroissements correspondants de y, s, w,... éga¬ 
leront les produits, par la petite quantité t, de certaines fonctions 
de x et de k f , k Jt ..., k n seuls, produits constituant, par conséquent, 
entre les intégrales dont il s’agit et leurs voisines, des écavts que l’on 
retrouverait exactement pareils auprès de tout autre système d'inté¬ 
grales. Donc, quand x varie, les mêmes circonstances de rapproche¬ 
ment ou d’écartement entre solutions voisines se produisent aux en¬ 
virons d’intégrales quelconques, et non de préférence près de certaines 
d’entre elles; ce qui empêche évidemment chacune d'être plus ou 
moins asymptote que les autres. 



COMPLÉMENT A LA TRENTE-NEUVIÈME LEÇON. 

CALCUL DE DIVERSES INTÉGRALES DÉFINIES, SE REPRODUISANT PAR 
DEUX OU PAR QUATRE DIFPÉRKNTIÀTIONS; INTÉGRATION DE CER¬ 
TAINES ÉQUATIONS LINÉAIRES A SECOND MEMBRE. 


401 # . — Emploi d’équations linéaires du second ordre pour le calcul de 
certaines intégrales définies, qui se reproduisent par deux ou par 
quatre différentiations. 

Une équation linéaire réadmettant pas d'autre solution que celles 
que donne son intégrale générale en y spécifiant les constantes arbi- 
traires, toute fonction y de x qui vérifiera, par exemple, l'équation 
ÿ±>y~ o devra nécessairement être de la forme/r-c, cosx-h Cjsin x 
ou c»coha? H-Cjsih#, suivant que Ton aura / r =—-/ ou /*—/. 
Donc, de cette forme, on déduira la valeur des intégrales définies / 
que leur dérivée seconde par rapport à un paramètre x égalerait avec 
ou sans changement de signe, si l'on peut y déterminer ^ et c, grâce 
à la connaissance préalable de l'intégrale et de sa dérivée /' pour une 
valeur particulière de ou grâce â d’autres circonstances, telles que 
l'évanouissement asymptotique de / pour x ~ ou, etc. 

Soient, en premier lieu, les deux intégrales, désignées par ^ ou par 
au n° 3 W* [p. 182*, form. (9)], 


< 4 >) 





nous les appellerons ici, respectivement, / cl vu que, d'apres lu 
première formule (6) du n® 34 G* [p. 181*], la seconde est la dérivée 
de la première par rapport à son paramètre x (supposé positif et 
nommé t dans ces numéros). D'après la deuxième des mêmes for¬ 
mules (6), 011 aura / r = rp/, Et comme, d’ailleurs, pour x =0, les 

deux valeurs de / et de y seront f siu -- ch et ±: f cos - di. 

*/(, ^ fc/y a 

r t~ 

c’esuà-dire ~ et ±: ~ en vertu des deux dernières formules (4) de 
la même Leçon (p. 180*), il viendra, en faisant x^=zo dans les deux 



(4*1) ||)ourr>o| < 


vO>* C.UCUt, Mi CERTAINES KQL'. UK, BU ÔKCOND (iHDHK, l/lNTKQR, ÜKK. 

relations 

l y C| eos# 4* <*j sin# ou c t colu* -f- c^sih#, 
f /f:- 1 *!sin x 4- t'i eos,r uii c\ sih# 4 - c* coha\ 

t/r »/« 

d'une part, t\:~ r*— ^> d’autre part, c t —-y o =dt * On aura 

dune, si Ton sépare es deux, cas des signes soit supérieurs, soit infé¬ 
rieurs, et si, dans ce dernier cas, on se souvient que coh #—bî h#-=<?-*• 

f* /ml ri v Jr 

; J sin^~ *+■ )da ( cos^r 4 - sin a*), 

1 f rus/— 4- ^-)rfa= —'cos#~* siti#). 

1 J a \ v. via*/ u ‘ ' 

(46) |pourr>o| < 

/*" . /a 3 :r* \ , yfi r 

I Stn (-T )(/* « —- <?“*> 

•4 \* »*/ » 

r* /** #* \ , t/î: . 

1 cos (-- ~ }aa ~ y — ç-x . 

J 9 \ a «a*/ vi 

Ivnfin, considérant les quatre équations (4(3), prenons la demi- 
somme et la demi-différence tant de la première et de la troisième, 
que de la seconde et de la quatrième, après avoir décomposé comme 
i\ l’ordinaire les sinus ou cosiuus de sommes et de différences; les ré¬ 
sultats, disposés dans un ordre convenable, seront 

/** <r i 

j I sin — ros — fit r= ( sinfr - l - cobjp 4- r-* ) t 

l Jo * ** * 

1 F . j* . a* , \/n 

] — f sm -- ■ sm ~~ f/a r- --1 ros.r — — e~ x ), 


(47) Ipour^^o) < 


r * % i ' /j» 

ros -* sin </* r- — ( — dn# — eosa? - • <? ~‘ f ), 
< 9 * ** 4 

/*" j'** a* . i/ît 

— j «*os — eos w/a = - cos# 4- sin#— <?“**), 


Ainsi se trouvent déterminées les quatre intégrales, de la forme 
f *^( vf) ^ ^ onl ^ parlé vers le même endroit (p. 183*) 


comme égalant leur dérivée quatrième, Kt, en effet, si Pou appelle ip, 
par exemple, la première intégrale définie (4?), *1 vient précisément 
les trois suivantes et puis la première s, en diflèrentiant celle-ci quatre 
fois de suite, d'après la règle donnée à Ja p. 179*; ce que confirme 
bien la différentiation des seconds membres de (47)* 
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'> 63 * 


iü2*. - Autre exemple : intégrales définies de Laplaoe. 

• Un nuire exemple, utile dans certaines. applications physiques, 
d*inlégi*nles définies qui, comme la troisième et lu quatrième (4G), 
sont égaies entre elles et se reproduisent au moyeu de deux diffé¬ 
rentiation';, est fourni par les deux expressions 


f 4 « i 


, _ f* **°*(^*«) 

} J 0 ' i-vüt* 


ch, 




3 cj»( T*) 

t "i— 


th. 


( jCs intégrales, bien déterminées puisque leurs éléments se succèdent par 
groupes alternativement positifs et négatifs, de même champ, mais fina¬ 
lement de plus en plus faibles à cause du facteur évanouissant 


i 


i a* 


ou peuvent bien être appelées y et — y'; car la différentia¬ 

tion en x de la première, sous le signe y*, donne la seconde changée 
de signe. Or cette dernière a ses éléments, pour les très grandes va¬ 
leurs de a, fort rapidement changeants de signe quand x varie; ce qui 
rend délicat le calcul de sa dérivée en x, à moins d’v éviter, confor¬ 
mément à une indication du n° 3 l 9 * (p. ii'j*), la différentiation du 
facteur sin.r* auquel sont dus ces changements. Il suffira, pour cela, 
d\v prendre Parc x% comme variable d'intégration, en posant x% = u 

(d’oft « = et (h ~r ; transformation possible pourvu que x 
diffère de zéro . 

Si, par exemple, æ est positif % les nouvelles limites seront encore 
u tr: o, u = et la seconde relation (48), devenue immédiatement 


fii)i 


r 



u mi mdu 
u* /<* 


donnera, par sa différentiation cn;r sous le signe j\ suivie d'une inté¬ 
gration par parties, 


( Su l 




*jL.ru siiw/ du 



X 


sia u d 




( 


* r oos u du 




//* 


Or Pavant-dernier terme (intégré) s'annule aux deux limites, et Je 
dernier n'est autre que y % comme on le voit en y remettant xi au lieu 
de u et xch au lieu de du. Donc, dans tout Vintervalle compris de¬ 
puis une valeur positive infiniment petite i de x jusqu’à cette 
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intégral# y vérifie l'équation ; r*=n r; et elle y a son expression de la 
forme e t coh#-bc J sih.c ou (e, e*)e**+- (c 4 *~ t'i)cr*. D'ailleurs, 

restant sans cesse, d’après la première formule ('j8), inférieure eu 

vu leur absolue û I ——- ~ ~ ♦ elle ne devient pas infinie pour 

« y I ^ ^ ^ 

a* r- x, alors que l'évanouisse ment de e~* la réduit n 

(f*i ci)«■«■- in-r~CjJ k r,î 


et le coefficient Cj-hr* doit nécessairement s'annuler, ou l'intégrale 
être proportionnelle à e m ~ x . Or, à la limite iP^toù c-*— i , su valeur 

f * d% 

- 1 ; car le facteur 

i ■+■ * 

cosf.i’st) y atteint l’unité dans tous les éléments influents qui corres¬ 
pondent a « fini. Donc, le rapport constant c, — v t de y à e~ x égale 

et il vient, pour toutes les valeurs positives clc y -r c ~*; d’où 

m 

~ y 

*' ‘A 

Kti résumé, l'intégrale^ constituant uue fonction paire de x et, sa 

dérivée y\ une fonction impaire, on aura, eu appelant yAr* la valeur 
absolue de .c : 


Oti 



cn*(n)d% 
i a* 

% )//x 

f-Va* 




/** « SÎ IItf 
/ — «i 


Tî 

•J1 



De ces deux intégrales remarquables, calculées eu premier lieu par 

haplace, la première est donc continue depuis.r r__ - -oo jusqu'à xr 

mais la seconde, dérivée de la première changée de signe, présente, 

«» «* 

pour ,r r= o, le même brusque passage de ^ à ~ que l'intégrale plus 


r * $tfi tx“£\ t 

: -- <(% y qu'elle donne (railleurs, sous sa forme ré~ 



sinw</« 

u 


(p, t *«>*), en posant ./* 


dans les deux der¬ 


niers membres de ( 5 t), Ainsi, la courbe symétrique définie par i'équa- 
* *i. r 8 cosfx'î) 

tion^'M. - j "*-</* (en coordonnées rectangles) a pour som¬ 


met, sur l'axe des y, un point anguleux et, d'après la première (oi), 
se confond du coté des r négatifs avec la logarithmique y-.e*. 
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(03*. — Intégration do l’équation à second membre du problème 

de la charge roulante. 

Les n w 398 ù 402 * ont fait connaître quelques applications de lc- 
quation linéaire y"rfcp*y mais sans en épuiser, à beaucoup 

près, le nombre. Aussi en ajouterai-je encore deux assez importantes: 
elles achèveront de montrer l'utilité de celte équation. 

La première se rapporte au problème de lu charge roulante qui, 
d’un mouvement uniforme, parcourt une poutre élastique horizon¬ 
tale, appuyée à ses deux bouts a* — :qp/, et d'une masse beaucoup 
plus faible que la sienne. Le petit abaissement éprouvé, à raison de 
la légère flexion île la poutre, par lu charge, est une fonction de l'ab¬ 
scisse x de celle-ci, à déterminer au moyen de l'équation différentielle 
( 45 ) du n° 03 * [t. i, p. 84 *], avec adjonction des conditions initiales 
y == o el / = o pour *r = — /, exprimant la nullité de l'abaissement 
de la charge et rhomontalité de sa vitesse au moment de son arrivée 
sur la poutre. Or un changement de variables effectué dans le même 
numéro donne à l’équation la forme ( 48 ) [l. 1, p, 85 *], savoir 


\ r> ) 



•< 

cuti 31 \ * 


et transforme les conditions d’état initial en celles-ci, r, =o, ~~ *.■ <> 

<«* 

(pour $ “ — »). Il s’agit donc d’intégrer, sous ces conditions, Légua* 
lion ( 5 a), comprise dans le type y" ± 3*^“F(.r), C’est dire qu'on de¬ 
vin, dans les valeurs ( 3 o) [p.aiç] de C, et G*, effectuer les intégrations 
ù partir de la limite .rr- oc, au lieu de .r^o, et poser c, o, c, o. 
U viendra, vu d'ailleurs les changements de {J en /»*, de F(.**) 

en — ■ et de x en ; û lu limite supérieure. 


; r _ ‘K P* sin/tr ou $ih£r 

I 1 Æ- 

< * 

I , vl P* ros/.j* ou ( 

1 fc I coh^y 

• — M 


(53) 


<Lr . 


cohX*.r . 

--- UJ\ 


Enfin ces valeurs, portées daus les expressions ( 3 i) de la fonction 
[p. air)], devenues 

r, =2 Ci cos/, \ -r C*siu k ; «u Cjcol» k \ -- C*sîh k\. 


donneront, d’après les formules connues du sinus (circulaire ou liy- 
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pcrhoüque ) d'une différence, 

sin(A*| —Aar) mi sihfA A\r) , 

04) \ “r / - -—r,-~- dr. 

—U 


L'intégrale figurant au second membre est, sauf le changement de 
r en ?, celle que nous avons appelée 1 , à la fin du n° 330 * [form. (a'|), 
|>. où nous lavons évaluée en série. On aura donc, par remploi 
«le cette série, 


( n) 


II 


1. *A 

i 

y * A» 

euh 5 ç 

+ , '•» 

3.4 

y A -i 

'A j /.* * 

avec 


(pour { 

< o) et 

/ 

dn/t 


, kr, 
coh — 

’A 


I . ‘-4 

Ti A* : AÏ z'Sk* truM$ " 

UW- t >(*«<} l 




OU 


si h A j 

An 

co* 

v. 


(pour $>o). 


formules qui, après retour aux premières variuhles x et v de kques¬ 
tion, permettent aisément de se représenter toutes les circonstances 
du phénomène (*), 

Il est certains cas où, après avoir dépassé le milieu x*r:o(le k 
poutre et sous la réaction de celle-c», la charge roulante la quitte, 
pour y retomber parfois plus loin. L’élude d’un tel choc, régi comme 
le phénomène de simple passage par l’équation ( 5 a), mais avec des 
conditions initiales tout autres, exigera remploi de l’intégrûlc géné¬ 
rale de ( 5 a), qui se forme évidemment en ajoutant la solution parti¬ 
culière ( 54 ) ou ( 55 ) u la solution générale, c,cosAï*4-c 4 sinÂ*$ on 
CjCobA? 4 -Cjsili/iÜ, de l’équallon sans second membre. 


W|*. — Intégration d'une autre équation à second membre, pour le 
calcul d’une fonction qui joue tut rôle capital dans la théorie des 
Qudos produites à la surface dune ean tranquille, par l’émersion d’un 
solide on par un coup de vent. 

Lu fonction i\ considérer, fondamentale dans la théorie des ondes 
liquides superficielles, et dont k formation nous sera un dernier 
exemple de Futilité de réquation y*dt: r-. F(.r), est celle, *Kv)? 


(’) Voir, jmr exemple, les pp. 3% ù .>-!> du volume intitulé: Application des 
potentiels à t'cqui libre et au mouvement des solides Mastiques, etc. 


(W) 
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que définissent, d’une part, la relation ^^(7 ) - 4 - ^(7) =- et, d’autre 

part, les deux conditions spéciales ^(0) =-: o, »j/(a) - a, !1 n’j n donc, 
pour l’obtenir sous forme d’intégrale définie, qu’à prendre, dans la 

formule (33) [p.'î'io], F(Ç) r-~- = -Û> c,r <>, f^rrro, et à 

î»y{ £ *î 

changer d’ailleurs œ en 7 et t y en ^ (7). Si, posant enfin ynous 
adoptons/« comme variable d’intégration, nous aurons 

1 ‘HY) “ / 1 ' ■•ne,' — /«*)<//« 

* «-"(1 

t 

F — sîiiy / ' ‘ co$i/i*<///i — iïo*7 j *\nm*dm, 

I «'0 • O 

truand y/*/est assez grand, les intégrales qui figurent nu troisième 
membre ne diffèrent plus sensiblement de I Costa*dm et de 

*A» 

I sin//t*<///t, dont la valeur commune, obtenue en faisant b r= t 

A (J 

dans la formule ( 3 ?.) de la p* 1 >.7*, est H vient, par conséquent, 

17 ) ( pour 7 très grand) *{d '( )~ ~ (sinv — 00s 7) — — son ^7 — 7^ • 

Au reste, la différence entre ^(7) et son expression asymptotique 
nînsi obtenue équivaut u une intégrale définie assez remarquable; 
car on a 

( 38 ) •}»( 7 ) — ■— sin 17 — î j rr Ç c - J » ï"« cos/n*«f/tt< 

tëffecüvement, si l’on appelle A celle intégrale, second membre de 
( 58 ), sa dérivée par rapport à 7, évaluée (par différentiation sous le 
signe f) en opérant finalement une intégration par parties où s’an¬ 
nulera aux deux limites le terme intégré, sera 


( 39 ) 


d\ 

<*T 


r w cos//!*.- * dm 

vT 


— f 

• 0 

rtW-» /1K 

- —f e~*i r t m ci*\ntn*=* — I e ** / V w $U\m*dm\ 

'±Y'l *■ 0 


et une différentiation analogue du dernier membre, suivie de même 
d’une intégration par parties (mais où le terme intégré deviendra 1 à 
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fa limite inférieure), donnera 


( Go » 


( Œ _ JL. r 

\ +<* w-’L 


m=:» 


e~h>ulco$m* 


w=o 


I r^T .J 1 - — r r" , /T" , COS//l*<A/l “ —— A, 

*A Y Y Vfl ‘/I/V 


✓= 


ou bien Ainsi, déjà, le second membre de ( 58 ) sa~ 

«T ï py 

tisfait à la même équation linéaire du deuxième ordre que le pre¬ 
mier. 

Il y aura donc égalité constante des deux membres, s’ils ont initia¬ 
lement (ou quand y “- o) même valeur et même dérivée première. Or 

celles-ci sont respectivement* pour le premier membre, ^(u) 4- si»- 

*/ 1 

et *V'(«) — ~ cos c'est-à-dire et, pour le second 

membre, d’après les dernières expressions ( 58 ) et ( 5 9 ), f cos ni*dm 

* u 

et — jf* si n/»*£////, ou encore ± La formule ( 58 ) est donc dé¬ 

montrée. Elle fournira, pour l’intégrale définie ÿ(y) d li/nitc supé¬ 
rieure variable, une expression comprenant (07), car elle se compo¬ 
sera de celle-ci et de l’intégrale à limites constantes formant le 
second membre de ( 58 ), laquelle tend rapidement vers zéro, a cause 

de l’exponentielle décroissante <?“*>'?'”, dès que y dépasse un assez, 
petit nombre d’unités. 

La formule approchée (07) notant utilisable que lorsque 7 atteint 
une certaine grandeur, il y a lieu d’obtenir pour <j*(y) une série tou¬ 
jours convergente et qui, surtout, en rende aisé le calcul numérique 
au-dessous de cette grandeur, ou alors que l’expression asymptotique 
sera en défaut. Observons, dans ce but, que sin(7 -— /«*) équivaut au 
développement 

y — m* ( y — /h 4 J* (y — m* 1 3 
I I l‘i 1 J l.tt. L4*' 1 

J fVï 

sin (y — tn t )dm % ayant sa fonction sous le 

» 

signe / toujours développable suivant les puissances ascendantes 
de mj le sera elle-même et deviendra finalement, quand on y fera 
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»*—Vt» série convergeais procédant suivant tes puissances do 
V?. On aura d’abord 



f'* <7 -«!*)«&«-r~r» r sT ( Y — w*p<//n 


cl, en prenant sous les signes/ une nouvelle variable d’intégration, p, 
(elle que m .: ^p ou que <//*« ^r/p, puis posant, afin d’abréger, 


itin 

il viendra 

( O A ! 'y ( *' | 





UW : ;Y 

i 




l(/H J 


i.a.ï 


- -h 


hn« 1^7/_ 

! .. . (»// *r I) 


Or une intégration pur parties, effectuée sur le second membre de 
(Oi), en prenant p pour facteur intégré et supposant p supérieur ù 
fcéro, donne 


( 03 ) 



4 /„ 


p*< I — p* J/ 1 - 1 </p. 


Le terme intégré s'annule au\ deux limites, et, d’autre part, le pro¬ 
duit p*(i — p*)**" 1 étant la différence (1 — p*)*'-** — (1 — p*)/ 1 , Je der¬ 
nier terme équivaut ù «/>(!/,-, — 4 )* L’équation devient donc 
(a/? -p 1 ) l/— ipl p ~\ ; et \\ en résulte, pour calculer 1^, par réductions 
successives de l’indice, la formule 


(CL) 


« _ 1 

!/>■ J I //** ft i 

P ‘*.p *4-1 7 1 


V partir de l 0 , qui égale J — p*}°cfp ou 1, celte relation fera 


connaître \ i% puis l t , puis I 9t ♦.et l’on aura 

(01 ) lu — « T ** * * * *-- ♦ *1 OU 12/i^hl “ 2* /,+ * r - :---- # 

Enfin, la substitution, à 1 „ 1 „..dans (Ca), decesva¬ 
leurs, donnera aisément. 






i. 3.5,7 « ♦ ♦ ( i n -r 3 ) 


• • • le 
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C’est le développement cherché» En Jo diiTérentîant deux fois terme à 
tenue par rapport a y* 0,1 reconnaît, d'abord, que les valeurs initiales 
^(o), ^(°) sont bien nulle*, et, eu deuxième lieu, que les deux sé¬ 
ries ^(7), 4 fW (T) vérifient identiquement l’équation proposée 
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ÉTUDE DES ESPÈCES LES PLUS UTILES D’ÉQUATIONS LI N HAÏMES S ANS 
SECOND MEMBUE, SOIT D'OHDKE SUPÉIUKUU, SOIT SIMULTANÉES : 
ÉQUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS. 


405*. — Intégration d'une équation linéaire homogène d’ordre quel¬ 
conque, à coefficients constants. 

li nous reste à passer eu revue les principaux cas où Ton sait former 
soit pour une équation linéaire d'ordre n, soit pour// équations li» 
néaires simultanées du premier ordre, les // solutions particulières, cor¬ 
respondant à l’hypothèse de seconds membres nuis, desquelles se déduit 
ensuite l'intégrale générale de ces équations prises même avec seconds 
membres (p, 210). Le plus simple et aussi le plus utile, par suite de 
son application aux petits changements d’état physique (p. 202), est 
celui où les fonctions inconnues et leurs dérivées ont tous leurs coef¬ 
ficients constants. 

Commençons donc par ce cas, et admettons d'abord qu'il s'agisse 
de l’équation unique, d’ordre //, 

( 1 > y N ‘ -f- A y " ~ 1 -r Br"- 1 ’ -4-*.. L / ■+• M fc r « o, 

que nous écrirons, symboliquement, 


(a) (â 


</« , „ </« 1 . <1 , 

+ 1 , - /7 . + ai j r - ». 


Assimilons pour un instant l’expression entre parenthèses à un po¬ 
lynôme dont la variable serait et décomposons-la, dans celle hy¬ 
pothèse, en ses facteurs réels les plus simples, que nous savons être 
ou du premier degré, de la forme — /*, ou du secoud, et alors de la 

forme — at^*4- g*, si r et a ± jty'— 1 désignent respectivement les 

différentes racines, les unes, réelles, les autres, imaginaires, de l’équa¬ 
tion obtenue en égalant a zéro le polynôme. Ce dernier constituera le 
produit de tous les facteurs analogues, dont chacun, le plus souvent, 


tfOLmoXS SIXrLK» U'üSK KOLWÏIOX UXtUuUv ÎH>U!>ftK etftU'UXgUK, 

n'y figurent f\u'unefais. Supposons qu’il en soit ainsi ou, comme on 
dit, que le polynôme n'admette pas de racines égales; et appelons 

respectivement i celles qui seront réelles, a ± {Jy™,..., les 
couples de celles qui seront imaginaires. On aura donc identique*- 
tuent, eu remplaçant dans (2), par ses facteurs, l'expression entre 
parenthèses regardée encore comme un polynôme, 



Or, quand un pusse du sens algébrique au sens symbolique ou infi¬ 
nitésimal, la môme décomposition en facteurs subsiste (t, 1, pp. 8t* 
à 83 * ), puisque le mécanisme de la diflcrentialion de polynômes li¬ 
néaires u coefficients constants est calqué sur celui de leur multipli¬ 
cation pur^t* Et la môme analogie permet d’intervertir Tordre des 

facteurs symboliques; de manière qu'on peut, successivement, écrire 
chacun d'eux le dernier, c’est-à-dire aussitôt avant/. Mais il est évi¬ 
dent que l’équation proposée se trouve satisfaite en annulant, dans le 
premier membre de ( 3 ), toute lu quantité qui suit une quelconque 
des expressions entre parenthèses, ou a laquelle s’appliquent les opé¬ 
rations indiquées par celte expression symbolique et par les précé¬ 
dentes. Donc, en particulier, l'équation ( 3 ) admettra toutes les solu¬ 
tions des équations du premier ou du second ordre 



solutions qui sont respectivement, en appelant t\ c u e t , ... 

des constantes arbitraires en nombre total /<, 

( >) y * ce"*, y ~ éti bx f .... y sr <?**(^ cos* t- c* sin jîx ... 

Ainsi, les n solutions particulières cherchées , avec lesquelles se 
formera l'intégrale générale , seront , sous leur forme la plus ré¬ 
duite possible, /= e? x % y = e b *> ..., y^z e** cos 
Nous les appellerons les solutions simples (réelles) de Téquaüon pro¬ 
posée. Elles s’obtiendront, comme on voit, en déterminant les facteurs 





A COEFFICIENTS CONSTANTS ET SANS SECOND MEMBRE. 

réel» élémentaires du premier membre de l'équation algébrique 
1 0 ) r H 4 - \r n -i -+• Br flwl 4 ... 4- Lr 4 - M = o, 

i(tii se déduit de l’équation différentielle proposée par la substitution, 
h y, ÿ, y* f ..., des puissances successives r 9 $ r\ /•*, , ♦,, r n 
d’une inconnue r. Po»/* chaque facteur, r — a> </« /ire- 

mier degré, ou /><?«/* chaque racine réelle r ” a, r~b } ... de l'équa¬ 
tion ( 6 ), appelée quelquefois équation caractéristique, il y aura la 
solution simple e 1 **, f/e forme exponentielle, et, />ow chaque facteur 
irréductible du second degré (r — a)*4- ?*, ou pcwr chaque couple 

r * ± p\/—i f/e racines imaginaires, il y aura les deux solutions 
simples e* x ( cos JJ x ou sinpa*), purement trigonométriques quand 
(a partie réelle a des racines s'annulera, mais, en général , mixtes, 
c’est-à-dire comprenant deux facteurs , Van exponentiel, Vautre 
Uigonométrique. 

100*. — Cas singulier où l’équation caractéristique a des racines égales. 
— Réflexion générale sur la forme des résultats, quand ü s’agit d’un 
système quelconque d’équations linéaires sans seconds membres et à 
coefficients constants. 

tëxamînons maintenant le cas exceptionnel où, m +1 racines de 
l’équation ( 6 ) devenant égales entre elles, les solutions simples cor¬ 
respondantes se confondent et, par conséquent, n’en laissent plus 
subsister de distinctes, dans ( 5 ), le nombre n strictement nécessaire 
pour la formation de l’intégrale générale. Alors, si l'on suppose les 
coefficients de l’équation ( 6 ) d’abord variables et, par exemple, fonc¬ 
tions continues quelconques d’un même paramétre, avant de recevoir 
leurs valeurs constantes assignées, toutes les solutions simples cor¬ 
respondant aux m 4 -1 racines ou aux m -h 1 couples de racines qui 
tendent ainsi à se confondre, seront provisoirement différentes : il 
y aura donc lieu, utilisant leur multiplicité actuelle, de chercher à 
les remplacer par une seule d’entre elles, ou par un seul des couples 
qu’elles forment, et par m de leurs combinaisons ou couples de ces 
combinaisons, assez bien choisies pour rester distinctes même à la 
limite . 

On pourra d’ailleurs, s’il en résulte plus de facilité dans le raisonne¬ 
ment, se donner arbitrairement, en fonction continue du paramètre, 
les racines de l'équation, c’est-à-dire les nombres 
au lieu de ses coefficients À, B,..L, M ; car, les fonctions a f b, .. 

#, p,... étant ainsi choisies à volonté (sous la seule condition de tendre 
B. — II. Partie complémentaire . 18 
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vers les limites voulues), le produit (/■—«)(/*— b )... [(/*—•a)*4- ?*]... 
aura toujours, une fois effectué, ta forme du premier membre de (G), 
avec pareilles valeurs finales des coefficients; et il suffira d’appeler A» 
B, .. L, M ceux unîmes du produit obtenu. 

Profilons de celte indétermination pour prendre équidistantes les 
m -f-1 valeurs de /-ou les m 4- i valeurs de a qui tendront A devenir 
égales, et pour laisser identiques, comme elles le sont à la limite, les 
m 4- 1 valeurs de jL Soient donc, extrêmement près de leur limite 
commune, 

I /*, r *+■ A/% r -h a Ar, ..., /• -4- m Ar, 
ou 

x, x-*-Ax, a-4-aAx, x4/nAx, 

les m 4- 1 racines ou parties réelles de couples de racines dont ü s’agit, et 
( 8 ) y» 71 , y* »... y ms 

les m h-i solutions simples correspondantes d’une même forme, qui 
sera oae rx t ou e^cosp^r, ou e^sin^x. Les quantités y t )'\, y%, 
constitueront donc m 4 -1 valeurs successives d’une même fonction 
de la variable x et du paramètre r ou a, valeurs où x sera le même, 
mais non /* ou x, qui, de l’une a l'autre, croîtra de A/* ou de Ax. Or, 
si l’on considère les différences actuelles de cette fonction, prises re¬ 
lativement au paramètre, 


V « y\ - y* *= 0**—r» ) — iy%-y)-yt—v'i +y> * 9 r =... » 


jusqu'à celle de l'ordre m inclusivement, il est évident qu’elles sont 
des combinaisons linéaires , à coefficients constants, des m 4-1 solu¬ 
tions particulières y,yu ..•*/* de l’équation différentielle ( 3 ). Donc 
elles en forment de nouvelles intégrales, et elles ne cesseront pas da¬ 
vantage de la vérifier si on les multiplie par les facteurs respectifs 

(indépendants de *) jjj, •■ •, ou -J-. 

C’est dire que l’ensemble des m 4- i solutions y % y u y Zi .. y m peut 
être remplacé par le système 


( 9 ) 


_Ajr A *y 

^ ' (Sr ou Sx)* (Sr ou Sx)** ' ** 


s m y 

(A r ou Ax) w * 


Ces m -4-1 fonctions bien continues de x et de r ou et vérifiant l’équa¬ 
tion ( 3 ), pour la valeur choisie de r ou «, quelque voisine que soit de 
zéro la différence Ar ou Ax, il ne saurait en être autrement a la limite, 
alors qu’il y a égalité des m 4-1 racines, ou des m 4-1 couples de ra- 
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cincs, et que les m dernières expressions (9) deviennent les m pre¬ 
mières dérivées de y en v ou en a pour lu valeur définitive de r ou 
de a. Pur conséquent, à m 4 -1 racines réelles égales t\ ou à ni -h 1 

couples de racines imaginaires arkjiy/^i de l’équation (G), il 
correspondra, pour l’équation différentielle proposée (1), les m 4-1 
solutions simples ou les m 4-1 couples de solutions simples 

, . dy d*y d»'y 

^ ' {dr ou du)* (dr ou d *)* 1 * * {dr ou d%y n * 

y étant soit e rx , soit , successivement, e**cosp# et e**siüp#. Ces so¬ 
lutions seront, dans le premier cas, 


Vu) yr-. e ™ t 


d.ctx di'Ci'x 

y =■■ — e (~ -- 2 ' crx . y - -fa- “ * ,,crx > 


y — j' m e ru \ 


et, de même, dans le second, 

( y rr «*3^(008^ OU Mnpir), 

^ y — ira^cospjr ou smpa 1 ), 

1 y ~ xmç **( cos j$# ou sinpa*). 


Kn résumé, pour intégrer toute équation 


différentielle linéaire sans 


second membre et ù coefficients constants, Ton aura un nombre suffi¬ 


sant de solutions simples des deux formes^-'" e * x cos px et^'e^sin 
où l'exponentielle se réduit à l'unité quand les racines correspondantes 
de réquation (G) ont leur partie réelle a nulle, où c'est, au contraire, 


le facteur Irigonomélrique qui se réduit ù l’unité quand les racines 
dont il s’agit n’ont pas de partie imaginaire ?, et où, enfin, le facteur 


algébrique æ m a son exposant, essentiellement entier et non négatif, 
toujours inférieur au degré de multiplicité de ces racines, c'est- 
à-dire habituellement nul. L’intégrale générale d'une telle équation 
s’exprimera donc au moyen des seules fonctions entière, exponentielle 
et cosinus ou sinus, qui sont les plus simples dans les deux classes 
respectives des fonctions ou algébriques, ou transcendantes. El 


comme,lorsqu’on donne un système quelconque d équations linéaires 
simultanées sans seconds membres et à coefficients constants, chaque 
fonction inconnue se trouve régie en particulier (p, ai J) par une 
équation différentielle d'ordre supérieur présentant les mêmes carac¬ 
tères, mais où elle figure seule, son expression la plus complète pos¬ 
sible sera elle-même réductible ù des termes de la forme .r /,, ff* jr co$p.r 
ou p#, dans lesquels on aura le plus souvent m ==. 0. Ainsi, 

les fondions erponcntielle, cosinus et sinus suffiront , en se combi- 
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nant quelquefois avec des facteurs algébriques de forme entière, 
pour exprimer les intégrales générales de systèmes quelconques 
d’équations linéaires sans seconds membres et à coejficients con- 
stants t 

C'est principalement à celte propriété, que les fonctions exponen¬ 
tielle» cosinus et sinus doivent de jouer, dans la théorie des phéno¬ 
mènes physiques, un r6le immense, bien supérieur ù celui de toutes 
les autres fonctions transcendantes. 

407*. — Formation directe des solutions simples, pour tout un système 
d'équations linéaires à coefficients constants. 

Mais il importe de savoir traiter plus directement le cas de n 
équations linéaires simultanées du premier ordre et à coefficients 
constants, c'est-à-dire d'apprendre à y former des systèmes de solu¬ 
tions simples embrassant à la fois toutes les fonctions demandées v, 
z f «,.sans avoir besoin de connaître, pour chacune d’elles, l'équa¬ 
tion di lièrent telle d'ordre supérieur qui lui est spéciale. Nous n'au¬ 
rons, pour cela, qu’à généraliser la méthode précédente, relative à 
une équation unique, en cherchant une fonction auxiliaire ? régie par 
une telle équation linéaire du ordre, et choisie do manière que 
toutes les inconnues y, $, «,... s’expriment linéairement au moyen 
tant de cette fonction que de ses n — 1 premières dérivées en x. 

Soient donc les équations simultanées (a) de l'avaïU-dernièrc Leçon 
(p. aoa), système o(i nous supposons ici indépendants de x tous les 
coefficients Àj, B 1# G,, ..., À*,..., et que nous pourrons, sous une 
forme en partie symbolique, écrire 

/ ^ “+* AjHh B| Z -frî C| U -r .. # = «, 

(H ) ) K *y + {jL ®») *+c** 

| A,„r ■+ B, JS •+■ (~? ( ~ + C,) « «, 


Assimilons-ypour un instant, d'une part, la fraction symbolique ^ 

à une quantité, comme nous l’avons fait ci-dessus ( p, aya*) pour donner 
à la relation proposée (a) la forme ( 3 ), et, d’autre part, j k, à 

des inconnues (ne s'annulant pas toutes), qu’il s’agirait de choisir 
compatibles avec le système (i 3 ). Après avoir divisé par y, dans ces 
hypothè$es,/i — 1 des équations (i 3 ), les» — j premières, par exemple. 
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S U 


résolvons-les par rapport aux. « — i quotients quelles 

T J 

détermineront. 

Nous aurons ainsi, pour y, 5 , «,... * des voleurs proportionnelles ù 
certains polynômes remarquables, nommés déterminants mineurs, 

j 

que l'Algèbre apprend à former au moyen des coefficients ^ 4* A t , 

Bj, des /< —i équations (j 3 ) dont ou se sera servi. 

Appelant, pour fixer les idées, £3,... ces polynômes respec¬ 

tifs ^qui seront ou plus du degré n — 1 en et <p le rapport com¬ 
mun qu’auront avec eux y, j, il viendra évidemment 


04 ) 


y « $, -3 8 ?» 


Enfin, pour que les relations (i 3 ), censées toujours purement algé¬ 
briques, soient satisfaites, il ne restera plus qu'à porter ces valeurs 
dey, c, w,... dans la dernière équation (i 3 ), non encore employée. 

11 viendra donc, entre l'inconnue et Y indéterminée jr > la relation, 

seule désormais à vérifier, ( A„(Pj 4 - % 4 - C„ ( $ 3 4-...)? — o. Elle a 
entre parenthèses, dans son premier membre, d'après la théorie gé¬ 
nérale des équations algébriques du premier degré, ce qu'on appelle 
le déterminant du système (i 3 ); et elle s'écrira, avec les notations 
ordinaires de cette théorie, 


I ± 

I dx 


(*:») 


*■ A j, 

A*, 
A j. 


dx 


Bi» Gj» * * » 

4-B„ * C 2 , ... 




K O. 


B., £+0,, - j 


Le premier terme de la quantité censée inscrite entre les deux traits 
verticaux et formée avec les coefficients du système (i 3 ), sera le 

seul dont les n éléments ou facteurs comprennent tous la partie 

car il se trouve constitué par le produit des éléments 4 - 
d 

4- B*,... placés sur la diagonale . Donc le développement du dé- 

j 

terminant forme un polynôme en ayant pour terme le plus élevé 
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t (U 

cl > P ar conséquent* est lui-mème du degré ni ainsi l’on pourra 

te décomposer, comme l’expression entre paremlièses de réquation 
(a), en facteurs réels irréductibles, les uns du premier degré, de la 

forme ^ au *jjj # — b 9 .,., les autres, du second degré et de la 




Actuellement, restituons à sa signification symbolique et voyons 
ce qu'exprimeront alors les résultats algébriques précédents. Les sym¬ 
boles 9 U , 9 h étant de la forme a -h b 4 p -r c -f*,,, -h f y-- ~, 

les relations (i.J) indiqueront, pour les quantités y, $, «,,.., des va¬ 
leurs composées linéairement au moyen d’une fonction auxiliaire k, 
de *v et de ses dérivées jusqu’à la n ~1'*»« au plus. Or, d’après la 
manière meme dont ces expressions U\, 9 if ..t 0 /# ont été formées, 
leur substitution à y, 3, dans les n — 1 premières équations 

(i 3 ), donne identiquement, après développement et réduction, 

t (</> ■+■•••“ °i 

(.0) J A s U't-)- O. Uj j c,<e,+-... =». 


A#-) 0? 


t •+- 1 -t-.— o. 


au sens algébrique et même, par suite (vu la parité des deux modes 
d’enchaînement des opérations algébriques et infinitésimales), au sens 
symbolique, c’est-à-dire quand on fait suivre les premiers membres 
de (16) d’une fonction o quelconque qui doit alors être, par les fac¬ 
teurs autres que multipliée effectivement, mais, par chaque fac- 

teur t multipliée seulement symboliquement, c’est-à-dire difièren- 
tîée en æ. 

Donc, quelle que soit la fonction auxiliaire ÿ, les formules (i 4 ) de 
.)% rendront identiques les n — 1 premières équations diffé¬ 

rentielles proposées. lit comme, de plus, elles transformeront évidem¬ 
ment la dernière en l’équation (i 5 ) où y est la seule fonction incon¬ 
nue, équation du n il ' n,e ordre et à coefficients constants, il suffira de 
trouver les n solutions simples de celle-ci, expressions de la forme 
y rrz x m e <lx (cospx ou sinf!#), pour que les relations (i4) 011 l’on fera 
ainsi = #"*£**(00$^ ou sinjïj?) donnent, chaque fois, certaines 
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valeurs de y 9 z 9 </,«.* satisfaisant ù (i 3 ), c'est-à-dire, en somme, les /< 
systèmes que nous représentions respectivement, dans l'a van Hier» 
niera Leçon (p. 1107), par y h z u «„ ... ; y u s,, u t> .« y H , z m 
««» • • •* Apres quoi les expressions générales de y % z } m, ... s’obtien¬ 
dront en multipliant ces divers systèmes, ou sol ut fana simples de (i 3 ), 
par tout autant de constantes arbitraires c„ e it .. « ,c,„ et eu fuisaul la 
somme, 

Or il est clair que les multiplications respectives par <•„ c*,.,, >c n se 
trouveraient tout effectuées, en introduisant chaque fois la constante 
ou le facteur c dont il s’agit, dans l’expression correspondante de ?, 
c’est-tHlirc en prenant celle-ci sous la forme tM‘ w, e 5 £ *(cos?.r ou sin 
et que, de meme, la superposition des n solutions simples se trouvera 
toute faite, pour les diverses fonctions y, z t u t ..si, dans leurs ex¬ 
pressions (1 !\ ), on l’opère sur la fonction ? elle-même, en y rempla¬ 
çant ? pnr l'intégra le générale de (ij), expression de la forme 

(* 7 ) Ÿ " S <?#**£** (cos 3 jf ou sinÿr), 

et non par l’un quelconque do ses termes. Bref, {'intégrale générale 
du système proposé (i 3 ) s'obtiendra par Vintégration de l'équation 
unique (i 5 ) en ?, suivie du calcul de y f z, au moyen de ?, 

par les formules symboliques (14 ). 

On remarquera que l’équation algébrique ù résoudre pour intégrer 
(10), ou celle dont il faudra décomposer le premier membre en ses 
facteurs réels irréductibles /*— a % r-— />,,.,,[(/• — a)*-u p*] ï ... f se 

déduira de (i 5 ), par la substitution de r à jjj après suppression de *5, 

comme on a fait pour déduire ( 0 ) de (^) après suppression de r, et 
qu’elle pourra s’écrire 

0 * -+* Aj), lï„ Cj, ... 

Àj, (/■•+* Bj), Cj, 

A», B* (/*-»-C 3 ). .. 


08 ; 


= O, 


Le cas particulier le plus simple, où la fonction auxiliaire? se trouve, 
pour ainsi dire, donnée, est celui de l’équation unique (1) [p. 371*] 
examinée en premier lieu, quand on la considère comme équivalant 
nu système 


<»!>) 




dx 


y—y ~o, 


a 

dx* 




yn-i, - 0| 


M/ -h L y* 4-... 4- Bÿ* -t- ^ Jg -h A ^ = o. 
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Ce système rentre bien dans le type (s3), où Ton appellerait main¬ 
tenant y 1 , y ,.,. les fonctions s, ,,.., et où J ou poserait Aj ~ o, 
B t = — i, Ci = o,. *., A*= o, B t —o, C 4 ^— Les n — i pre¬ 
mières relations (19), considérées comme algébriques, reviennent à 
prendre soit / et y, soit /' et y \, * ♦ , soit enfin et dans 

d 

le rapport de 1 ù ou, par suite, à supposer y, y, y ,,. 


. , d d l <1*-* 

entre eux comme ,# gjr 33*• • • » ,7^ 

fonctions inconnues se réduisent ici à 


Donc les formules (i/J) des 


(»} 



y~ 


d* 

dît ï' 


• * » > 


r'A-i.»- 


c/«~* 

cfan-i ?' 


et la fonction auxiliaire <f n'est autre que/; de sorte que l’équation 
différentielle en 9» résultat de la substitution, dans la dernière (19), 
de ces valeurs (30) de/, /*, /",. # revient, comme il le fal¬ 

lait bien, à réquation (1) elle-même, écrite sous sa forme symbo¬ 
lique (2) [p. 371*]. 


408 *. — Expression la plus simple qui en résulte pour les Intégrales 
générales d’un tel système sans seconds membres. 

Quand, dans une solution simple, affectée d’une constante arbi¬ 
traire t*j, l’expression de 9 contiendra un facteur Irigonométrique, un 
cosinus par exemple, ou que le coefficient J 3 de Tare n’y sera pas 
nul, on trouvera tout avantage à grouper celle solution simple avec 
son analogue, dans laquelle figurera le même arc $æ f mais sous le 
signe sinus, affectée d’une autre constante arbitraire c 4 ; car l’expres¬ 
sion de la solution double ainsi composée deviendra aisément aussi 
peu complexe, et aussi facile à interpréter, que celle d’une seule des 
solutions simples la constituant. Il suffira, en effet, de poser, comme 
on le peut toujours, c, = Ccosc, Cj^Csinc, où Cet c seront deux 
nouvelles constantes arbitraires, pour que la partie de 9 relative ù 
cette solution double, savoir .r w e ttx (c 1 cos l 8cr-f-c J siiipj’), devienne 
G cos ({La? —- c), ou très semblable à ca^e^cospx. 

Si l’on se borne d’abord au cas ordinaire d’une équation caractéristi- 
que (18) dépourvue de racines égales,!! ne restera donc dans l’expression 
générale de 9 (vu l’annulation de tous les exposants m) que des termes 
de la forme Ce ajf cos(p^ —c), qui, différenciés autant de fois qu’on 
le voudra, ne donneront jamais que deux sortes de termes, produits 
respectifs de coefficients dépendant uniquement de » et de p par 
C<?**co$(p;e — c) ou par Ce**sin(p# — c). Par suite, les expressions 
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correspondantes (i4) de y, a, tt f ,.. ne comprendront également, cha¬ 
cune, que deux termes analogues, à coefficients fonctions entières de 
ceux des n ~~ i premières équations proposées (i3), ainsi que de a et p, 
mais indépendants des constantes arbitraires C, c; et si Ton appelle, 
pour y, par exemple, /,ces deux coefficients, ou que la solution 
double considérée donne 

y = c) -h /jsin(^ir — <?)]» 

on pourra, en posant /| = Xcosy, /j^Xsin?, écrire plus simplement 
/=Ce^X cos( po? — c *— y ). 

En résumé, désignons: i 0 par les diverses racines/*, 

réelles (avec p:=o) ou imaginaires, de l'équation (18), racines où 2 
et p sont certaines fonctions de tous les coefficients À,, B,, C,,., 
A„,.. du système proposé (j 3 ); a° par X et 7, p et 0, v et î, ... des 
constantes dépendant des coefficients de //— 1 quelconques de ces 
équations proposées (i 3 ), ainsi que de a et {I, tous paramètres dont 
les quantités X COS7 et X sin7, pcoso et \x sin$, v cose et v sim, ... se- 
ront même de simples fonctions entières; 3 ° par C, c des constantes 
dépendant de létal initial (c'est-à-dire, par exemple, des valeurs ar¬ 
bitraires y 9> -3,,, « g ,,.. attribuées aux fonctions y f 3, «,... quand 
xzrzo) ) mais non des équations proposées ( 1 3 ) ; 4°, enfin, par 2 une 
somme d'autant de termes, analogues au ternie inscrit à la suite de 
ce signe, qu'il y aura de couples de valeurs « et p ou de couples de 
constantes C, c; et les expressions générales de f t y, $, a ,... seront 

/ y s= SCc**cos(p# — c), 

| y — 2CXt***cos(p#-- c — 7), 

U 0 1 z X G pe** cos ( fix — c — 0 

I u = !£Cve >:r cos(^ — c — s), 


Elles deviennent plus complexes dans le cas exceptionnel de ra¬ 
cines égales, cas où, pour ces racines, la somme 2 s'accroît, 
dans <p, de termes de la forme C^ef^cos^d* — c), c'est-û-dire 


dm 


G [e**cos(p.r— c)]. Or, d'après les formules mêmes (i 4 ) ser¬ 
vant a composer les valeurs de /, z, , ces termes en donnent, 
dans/, 5,..., d'autres ayant ^vu In possibilité d'intervertir gj et 
les expressions respectives 


ritn .. fl ttt 

C ÏÏSF l < - p i-e ,Lrcos (?*- c )]. c C0S(?X - c)J, 


. . 
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o’est-ù-dire, 

//tn _ ,//« ^ _ _ „ 

C ',/*« [).«** co»(Jr - c - y>], C [}**»«»(£* - c -o;J. 

où il n'y a plus seulement le facteur e**, mais aussi X et 7, »jl et 
0, ...» u faire varier en fonction du a. Ces termes se dédoublent 
donc et en fournissent de nouveaux où, à part les cas d exacte des¬ 
truction mutuelle, figurent quelques-uns ou moins des facteurs algé¬ 
briques x, a*, j?* f ., de degrés moindres que celui de multi¬ 

plicité des racines * ±: [ 4 y'— 1. Mais lus seuls facteurs transcendants 
paraissant dans les diverses parties des résultats soûl toujours, 
en définitive, c^cos^# — r), c a>c sin(jî# — c); et Vêlât initial 
u’iiillue encore que sur le coefficient général C de chaque solution 
simple ou double et sur la partie — c* de Tare correspondant $x — c. 
Il ne change rien au mode dissociation de ces facteurs transcen¬ 
dants avec les facteurs algébriques x m ou aux rapports mutuels des 
coefficients affectant les tenues partiels dont se compose, pour chaque 
fonction inconnue/, a, la solution simple ou double considérée* 


'109 *. — Formes plus spéciales imposées aux solutions simples ou doubles 
par la nature particulière des phénomènes à exprimer* 


Il arrivera souvent, dans les applications physiques, que la nature 
du phénomène étudié, ou des circonstances de son évolution trop 
générales pour pouvoir échapper même aux observations les plus 
grossières, feront connaître, avant toute étude analytique, d'iutércs- 
santes particularités sur la forme des solutions simples. 

Par exemple, s’il s'agit de petits changements produits dans le voi¬ 
sinage d'un étal d’équilibre ou permanent dont la stabilité soit as¬ 
surée,/, z, . ne pourront, quelque grand que devienne Je temps 
«r, croître indéfiniment, même dans la supposition d’un état initial 
où subsisterait une seule quelconque des constantes C : et, par suite, 
aucune des parties réelles x des racines de l'équation (18) ne devra 
être positive; car le facteur <?**, où a serait positif, rendrait inévita¬ 
blement infinie, pour x rz 00, la solution simple ou double correspon¬ 
dante dans laquelle il figurerait et dont la constante C différerait de 
zéro. 


Et s'il résulte, en outre, de la nature de la question, que les chan¬ 
gements ou mouvements étudiés 11e puissent pas plus décroître indé¬ 
finiment, c’est-à-dire s'éteindre, que croître, comme il arriverait dans 
le cas des vibrations d'un corps isolé parfaitement élastique, <m 
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pourra en conclure : i° que les partie» réelles « des racines ne seront 
pas non plus négatives et s’annuleront, sans quoi les facteurs e** eu* 
traîneraient {'extinction ou évanouissement asymptotique des chan¬ 
gements/, z, ; 2 U que les racines, ainsi réduites à leurs parties 

purement imaginaires ± j^/— i, ne pourront être d’un degré de mul¬ 
tiplicité supérieur à l'unité, si ce n’est dans des cas où les termes de 
y, s}y */,... à facteurs algébriques x m , introduits par l’égalité de deux 
ou plusieurs d'entre elles, auraient, n raison môme des valeurs spé¬ 
ciales de ccs racines multiples, tous leurs coefficients (dans le genre 
de X, p, v,.,égaux a zéro; car de tels facteurs x' n t n’étant plus 
masqués par des exponentielles évanouissantes, feraient croître indé¬ 
finiment, avec .*■, les parties correspondantes de /, c-, Donc, 

de toute manière, les solutions simples seront alors en nombre pair 
et, associées deux ù deux, donneront, dans /, s, des expres¬ 

sions purement périodiques, de la forme que nous avons appelée pen¬ 
dulaire (p. xxi) : 

J/~CX cos(3* — c — y b 
1 JS ~ G *A cos ( ( ix — C ~ à )y 
] U “• C v cos( - - C — î ), 


( 22 ) 


On voit que ces valeurs de/, z> sont pendulaires et isochrones, 

ou admettent la mémo période ^car les arcs p.u — c 

— c — 0,... croissent de 2« quand x grandit de Mais elles 

n’alleiguent pas aux mêmes instants x ce qu’on appelle les memes 
phases y c’est-à-dire leurs valeurs maxima, ou leurs valeurs nulles, 
bref, des valeurs égales à une même fraction de leurs maximums res¬ 
pectifs ( demi-amplitudes ) XG, pC,.... Les différences de phase ou, 

plus précisément, les retards ^ > y ♦ * • des phases de /, s,... sur celles 

de cos(po* — c), quantités dont il faut que x s’accroisse pour que 
cos(fLr— c — y), cos ( [3 «2? — c — 0), *.., respectivement, deviennent 

égaux à cos ( [Lu — c), dépendent, comme la période -r* > de lu nature 

du système, c’est-à-dire des équations différentielles (i 3 ) qui le ré¬ 
gissent, mais non de Vètai initiai, représenté seulement, dans la so¬ 
lution double dont il s’agit, par les deux constantes arbitraires C etc. 
Ainsi, chaque solution double, toujours semblable à elle-même, 
intervient, dans l* expression du mouvement général, en proportion 
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de son coefficient et amplitude C, naturellement d'autant plus 
grand, par rapport à ceux des autres solutions doubles, que l'état 
initial donné a plus d'analogie avec celui qu'elle exprime elle* 
même pour la valeur initiale choisie x^o do la variable. 

Le cas le plus simple, qui se présente dans l'elude des petits mou¬ 
vements d’un système matériel élastique, est celui où la moitié des 
fonctions inconnues^, z t sont, par exemple, les déplace¬ 

ments (suivant trois axes coordonnés) de divers points mobiles, 
1 autre moitié, les vitesses, dérivées de ces déplacements par rapport 
au temps x f et où, pour ceux-ci, que je supposerai être /, z t 

les expressions (14) ne contiennent le facteur symbolique ^jqttVr/- 

fecté d’exposants pairs , Alors chaque terme de y } réduit par les 
considérations précédentes a Ja forme C*" 1 cossue — c), avec tn 
nul le plus souvent, ne figure dans v, z y . que par lui-même ou 
par ses dérivées paires. Or, si on le dilférentie un nombre pair quel¬ 
conque de fois, le résultat se compose de termes dont tous provien¬ 
nent, dans leurs diverses partie», de ce nombre pair de différentia¬ 
tions effectuées, les unes, k par exemple, sur le facteur algébrique x m y 
dont elles abaissent l’exposant a //1 — 4 , les autres, sur le facteur 
trigonométrique, qui, abstraction faite du signe, reste cos(jLr~- c) 
ou devient sin (Jæ-c), suivant que A est pair ou impair. D’ailleurs 
l’on n’aura ici à considérer, dans le résultat en question, que le terme 
dont le facteur algébrique x m *~ k égale 1, ou pour lequel k — m y puis*- 
que, finalement^ il contribuera seul à former les expressions dey, z, 
tenues, par hypothèse, de ne pas croître sans limite avec x; 
et l’on voit que, dans la totalité des expressions correspondantes (14) 
<1© s, ..., ce terme sera ou constamment proportionnel à 
co$(p4?~~ c), ou constamment proportionnel à sin(p#—c), facteur 

qui, écrit ^cos|$.r~- c— présente la même forme générale 

co${JI;r— const,). 

Donc, tant qu’il s’agira des déplacements /, z y //,,,mais non des 
vitesses, ni même de'tp si m est impair , on pourra poser y ~ o, orro, 
î = o,*“ dans les formules (23), sous la seule condition d’attribuer, 
quand il le faudra, le signe — aux coefficients X, p, v,.... Les fonc¬ 
tions y, z, w,... sont ainsi, comme on dit, synchrones; ce qui si¬ 
gnifie qu’elles se trouvent, toutes a la fois, aux mômes phases de 
leurs variations, comptées positivement, pour chacune, dans un sens 
convenable. 
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Il est bon d'observer d'ailleurs que, pareillement aux expres¬ 
sions (i4) de y } z t w, l'équation (t 5 ), eu ne contiendra le 

j/M 

facteur symbolique qu’à des puissances poires, puisque, toutes les 

racines r y allant par couples et ayant leurs parties réelles a nulles, le 
premier membre de ( 1 5 ) ne se composera que de facteurs symboliques de 

la forme -f* réduits ù -h On voit mémequecette 

circonstance est liée seulement à la périodicité de chaque solution 
double (aa) et n’exigerait pas le synchronisme de y, 3, u . 


410*. — Application aux petits mouvements vibratoires d'un système 
élastique : possibilité d’y reproduire un état initial arbitraire en super* 
posant do simples mouvements pendulaires synchrones, etc. 


La présence du symbole nu lieu de^, dans les expressions 

04 ) de petits déplacements élastiques y, s, u ,... et dans l'équation 
(<») en <f, provient de ce que les équations différentielles sont alors, 
en réduisant leur nombre de moitié par l’élimination des vitesses 


d/ 


t _ 


■> - <U"’~ 


ds 

dæ 


» «' 


(ht 


« • j du second ordre et de lu forme 


{jfaï **■ Aj^/ “ î “ l^t z ~~ C|« “*•*• = o. 
As y * 4 - 5 “h Cj M -r ... = o. 


ou analogues à (i 3 ), mais avec ~ au lieu de . Or celles-ci (23), 

traitées exactement comme l’a été le système (i 3 ), donnent pour y, 
3 , , des expressions pareilles à (i 4 ) et une équation en <p pareille 

à (10), sauf partout la même substitution de ~ à et, comme la 

double condition physique de stabilité cl de non-extinction s’y applique 
encore de même pour prouver, avec l’absence de racines r égales ou, 
du moins, de tout facteur algébriquechca/, 3, #/,dans les solutions 
simples qui leur correspondraient, l’annulation des parties réelles * 
des racines /•, le premier membre de (i 5 ) se décompose en facteurs 

symboliques exclusivement de la forme ^ -h p 3 . 

De ce système (a 3 ), à racines r purement imaginaires et à so¬ 
lutions doubles, toutes pendulaires synchrones, donnant par leur 
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superposition 

I y ~ SG).cos({3# — e), 

J - - -SCîico^j-c), 

| «=* ICv cos(£* — <?), 


on déduit aisément un second système, « racines r toutes réelles et 
négatives, c'est-à-dire à solutions simples sans facteur périodique, 
mais où les expressions partielles correspondantes de % v, s, . sont 
proportionnelles u une mémo exponentielle décroissante <?~P <4 *. Il 

suffit, pour cela, de remplacer partout, d'un côté, dans ($ 3 ), ^ 

par ce qui conduit à un système de la forme (i 3 ), et, d’un autre 

côté, dans(24), co$(îi#*—e) par ce qui donne en même temps, 
pour ses intégrales, 

(ail .f'^SCXe-P 1 *, ^^v C j lc -p*, Cve-?^, 


En effet, si Ton considère à part chaque solution simple, où y, 
2, «, ... varient proportionnellement au facteur commun cos(fl# — c) 
dans (a't) et dans (*i 5 ), les premiers membres de (a 3 ) s’y trou¬ 
vent identiques à ceux de (i 3 ), abstraction faîte de ce facteur com¬ 
mun variable qui s’en élimine par division; car deux différentiations 
de cos(^u* — c) et une seule de le multiplient également par 
— fl*. Il suffira donc que les intégrales de (s 3 ) soient (afj), pour que 
celles de (i 3 ) soient (n 5 ). Et si, l'équation en p* ayant des racines 
multiples, une même valeur de Jî a donné dans {2/4) m 4 - 1 systèmes 
de rapports de X, ja, v , . *., ou m 4* 1 solutions doubles, elle donnera 
aussi, dans (a 5 ), tous ces systèmes de rapports, cest-ù-dire mh-i 
solutions simples sans aucun facteur algébrique en ,r, a? 1 , ..jp m ; 
ce qui indiquera, pour les équations (i 3 ), la même absence d'inté¬ 
grales à facteurs algébriques que pour les équations (a 5 ) (*), 


C) Voici comment on peut vérifier ce fuit sur les expressions respectives de y, 
z y w, ... qui correspondent à une valeur simple quelconque, 

x m c~l x * ou A4*cas(Jd? — c) t 

de ’f, expressions dont les formes sont, avec des coefficients constants a„, a 4 , 

• • ■ t 

pour le système (»3), et 
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M 

Prenons successivement, dans (*î), c = o et c _i f* en remplaçant 
(railleurs partout, dans le second cas, les constantes C par d'autres 

non moins arbitraires, que nous écrirons Il viendra, pour (a 3 ), les 
deux groupes partiels d'intégrales 

/ /SCXcos^æ-, s î~ ECjjlcosJIt, « r= SCveosJJa*,.*-! 

} y** 2G ^ sinfl^*, z — £C £ sin u ^ SC ^ stop*,...: 

1 p .3 ;3 


pour le système (*3). Afin d’abréger, nous les représenterons respectivement 
par 

P dfjt m e-* r \\ tfy.g" cos (g x — c) 


v«, 

md 1 


dxr 


et 


(tx'r 


Pour les développer, il faut savoir former la dérivée //*"• quelconque d’un 
produit «v, à facteurs « cl v fonctions de r, qui seront ici, Pun, « ^ x m } et, 

l’autre, v * ou i»~cos(]3,r — cp A eel effet, l’on observe que chaque terme, 
delà forme K^p faisant partie de toute dérivée, (1 +j/ 4m '% de uv 9 sc dé¬ 
double, quand on différentie une fois de plus,exactement comme le fuit le tenue 
en «'V de lu puissance ((*+-/) l#ra ' du binôme « + v quand on le multiplie par 
w-i-v pour avoir la puissance suivante; et, partant de la dérivée première 


</« 


<(\’ 


- 7 -- v *+■ « . •» 

</x (IX 


df,uv 


on déduit aisément de cette analogie, pour » la formule suivante, duc à 
Leibnitz, calquée sur celle de (u vjr ou, ce qui revient au même, de (v •+> « p, 


df.UV 

dx? 


d?v 


p du df- M* , />(/> — i) dut dr-'y 

T cLr c/jrr-* 




dx 3 &)&“* 

Alors, en faisant u = et t» — soit soit cos(Jiir — c), les deux expres¬ 
sions & évaluer deviennent respectivement 

[£(-?' £(-m] *-£- - ? r 


P 


et 




d'.x'* 


-r-* t « 


# — C ) 


?!-».,] i£ Sül, 

e ipjj p—t) , "I (/'.*"« cos( t 3g~c) 

!. “ ( * ' Vj <ÏF~ fi 

~ |2*--<- ? pa,j <ar - - - 

Cela posé, si m si, ces développements se réduisent à leurs deux premiers 
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et ceux-ci, différentes pour obtenir, dans chacun, l’expression des 
vitesses/', z f , , donneront respectivement 

l /'î*~ — SG JXsîn Jr, z' s-— SCfliisinjta 1 , u' —— £Cj$v sm 

j y*rzz ECXcosJSx, v'- SGfxcosjJ^, « f = SCvcosptf, 

On voit, en faisant «rrs o dans ( 2 G) et (a;), que le premier groupe 
(26) correspond à un état initial où les vitesses / 0 , 3 pl w # 0 ,... sont 
milles, et, les déplacements / 0 , s 0 , it Qf . exprimés parles formules 

(a8) y 0 =2GX, 5 «^SCp, « ô î=SCv, . 

tandis que le second groupe (26) correspond à des déplacements ini¬ 
tiaux / 0 > Ht tf oi * • « nuis et a des vitesses initiales /(,, i/ # 0 ,... ex¬ 

primées, de même, par les formules 

(«j) /i=2CX, w’ u = £C;a, «;nvc vj .... 

La superposition des deux types (36) d’intégrales, en y attribuant 
aux constantes G, dans chacun, des valeurs distinctes, représentera 
donc les petits mouvements les plus généraux du système élastique, 
pourvu qu’un choix convenable de ces valeurs C rende arbitrairement 
disponibles Jes expressions £C)., £Cp, ïGv,.... Or celles-ci consti¬ 
tuent précisément, d’après (au), les valeurs y ot s 0 , pour æ=o, 

des fonctions /, z, u t ... régies par les équations (t 3 ), plus simples 
que ( 23 ), et où toutes les racines de l’équation caractéristique (18) 
ont, par hypothèse, la forme récite r = — £*. Ainsi, pour achever 
cle montrer comment s’exprimeront par les formules (a'j) tous les 
mouvements obéissant aux équations (« 3 ), dans notre système ma¬ 
tériel élastique très peu écarté d’un étal d’équilibre stable, U ne nous 
reste qu’a assigner les valeurs des constantes C propres à rendre, 


termes, et la condition pour qu’il u’y subsiste que le terme en (ou indépen- 
dunt du facteur algébrique) est £(— pqra,® 0 . Si m ~ a, les développements 
comprennent les trois premiers termes et, pour qu'ils $c réduisent encore au 
dernier, il vient, outre la même condition, celle-ci, également commune, 
£/»(•— = o. Si m t= 3, Ton a, avec un terme de plus, une nouvelle condi¬ 

tion à joindre aux précédentes, savoir, dans le cas du premier développement, 
a^=o, et, dans celui du deuxième, 2Sa/?(a/>~ iH-p*)**»,=«» 
relations que ta condition précédente réduit identiquement à 2/>*(— =* o. 

De même, si m ~ 4 » aura en plus, de pari et d’autre, la relation 

*/»•(- 

Kt ainsi de suite, avec identité évidente des conditions, indéfiniment continuée 
dans les deux cas. 
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pour o, le» expiassions (a 5 )de /, 5 , «,... égales à des quantités 
données quelconques, lorsque toutes les racines de réquation (iB) en 
/* sont réelles et que d’ailleurs U n’existe pas de solution simple où 
figurent dans /, z y u, ,,. des facteurs algébriques en o\ C’est préci¬ 
sément ce que nous ferons, d’après Cauchy, au n° fcl 2 * (p. 397*)* 

Les considérations exposées ici, étant indépendantes du nombre 
des équations données, auront pour principal résultat de révéler la 
forme analytique générale des fonctions inconnues, dans des cas où, 
vu la multitude des particules matérielles enjeu, ce nombre sera trop 
grand pour pouvoir être fixé et deviendra en quelque sorte infini. 
Alors les types (26) d'intégrales, à termes pendulaires et synchrones, 
seront utilisés spécialement dans l’étude des mouvements vibratoires, 
et le type (25), à termes sans cesse décroissants, proportionnels a 
une exponentielle évanescente (c’c$l~ù-dire qui tend vers zéro quand x 
grandit), le seront surtout dans la théorie du refroidissement des 
corps. 

Des solutions mixtes plus compliquées, empruntées à la forme (21) 
avec coefficients d'extinction « négatifs, deviendraient nécessaires 
s’il s’agissait d'exprimer la graduelle absorption du mouvement par 
un système matériel imparfaitement élastique, etc,, ou, d’une ma¬ 
nière générale, l’asymptotique évanouissement d’écarts/, s, . 
existant entre l’état effectif d’un système et son état de régime soit 
permanent, soit périodique, sous l'influence de causes constantes ou 
périodiques elles-mêmes, comme on a vu par un exemple simple au 
n° 399 (p. 220). 

4U*. — Méthode d'Euler pour l’intégration des équations linéaires 
sans seconds membres et à coefficients constants. 

Quand les racines/* de l’équation (18) sont toutes réelles, ou que 
(en écartant d’abord le cas exceptionnel de racines égaies) les solu¬ 
tions simples ont visiblement, pour <?, la forme unique e rx et, pour /, 
5, d’après (i/j), la forme, unique aussi, 

( 3o) y = \c r * y z — p cr* t u = v c***, ...» 

l’intégration du système (i 3 ) peut s’effectuer plus simplement que 
nous n’avons fait, en se donnant a priori cette forme ( 3 o) des n 
groupes cherchés d’intégrales particulières, et en y déterminant les 
constantes /*, X, p, v, ,.. par la substitution même des expressions ( 3 o) 
de/, . dans les équations (i 3 ). Le facteur c rJ? étant commun 

à tous les termes, sa suppression donne outre X, p, v,.., et r les n 
B. — II. Partie complémentaire. 


*9 



MÉTHODE D’kL'LEU» POU H l/lNTÊünATIOX 

relations, homogènes du premier degré en }., p, v,..., 

(/**f* Ai)X ^ lî| jji *4* C|v -f*... — o, 

AjX *+-* ( /* -h Bj ) ja h- v ,,, ~ o, 

A 3 X 4* Bj JA 4- (/* 4 - Cg)'/ 4- ,, . rr (J, 



Or, vu l'analogie de forme de ces équations (3 J ) avec ( j 3 ), qu'on leur 
identifierait par les simples changements de y, s, . eu X, ja, v,.. , 
d 

et de 'jjr en /*, // ~ t d’entre elles, les /» — i premières, par exemple, 

donneront pour X, ja, v,.. qui ne sont déterminés, dans ( 3 o), qu’à 
un facteur constant arbitraire près, les expressions désignées dans les 
formules (1 4 ) par C A\, tf s , tf,,.. ♦, sauf toujours la substitution de r û 

jr; et alors la relation ( 3 i) non encore employée, savoir lu dernière, 

deviendra A„ l X\ -h B„U,', 4-*... — o, cest-â-dire précisément l'équa¬ 
tion (18), dont nous appellerons ici /(/*) le premier membre et que 
nous écrirons, par conséquent, 


( 3 a) 


/('*) » 


*(/*■+■ Ai ), Bj, Cj, 

I A ît (/•■+• B|)» Cj, ... 

| A*, Bj, (/* 4 -Cj), ... 


! 



O. 


i 


11 est clair que les valeurs non seulement de /*, mais aussi de X, p, v,... 
ainsi déterminées, ne différeront pas de celles que donne la méthode 
exposée plus haut; caron y était précisément conduit à substituer/* 

a dans les formules (i4) dès que, <p désignant e rx t ^ devenait 


re r * ou /*<?♦ 

Tel est le procédé classique, dé à Euler, pour intégrer leséqua» 
(ions linéaires sans seconds membres et à coefficients constants* On 

l'étend au cas de racines imaginaires /* — t ;± J 3 \/ — i, en introduisant 
des exponentielles imaginaires cr^fV^)*, que l'on peut, comme nous 
avons vu (p. 17*)) difTérentier en a? à la manière d'exponentielles 
réelles, et en introduisant aussi, par suite, des valeurs imaginaires de 
X, ja, v,... * conjuguées deux a deux comme celles de r : il suffit d’af¬ 
fecter les groupes de solutions simples, ainsi conjugués deux à deux, 
de constantes imaginaires c conjuguées aussi, pour que, grâce à une 
transformation exposée vers le commencement de ce Cours (T. 1 , 
p. 43 *), leur superposition conduise aux solutions réelles doubles di¬ 
rectement données par notre méthode. 
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Dans le cns exceptionnel île racines égales, on pourrait* laissant 
invariables les coefficients des n ~ i premières équations (i3) et, par 
suite, les expressions de X, [*, v,.,, en fonction de ces coefficients et 
de r, altérer très peu les n coefficients de la dernière équation (»3), 
de la manière qu’il faut pour rendre les n valeurs de r variables à 
volonté dans le voisinage de leurs valeurs assignées, et pour rendre, 
par exemple, mutuellement équidistantes les m -t- i d’entre elles des¬ 
tinées à devenir égales. Alors un raisonnement développé plus haut 
(p. 274*) donnerait, pour les m H- i solutions simples correspondant û 
une racine r du degré w + i de multiplicité, en ce qui concerne, par 

exemple, la fonction/, les ;n 4- 1 expressions Xe? rx , ^-(Xe?™), 


rf* 

dr m 


(Xe^). 


i!2 k . - Détermination des constantes arbitraires, effectuée par Cauchy. 

Mais, revenant, pour fixer Jes idées, au cas d’une équation caracté¬ 
ristique ( 32 ) à racines toutes réelles (sauf à étendre encore les résul¬ 
tats, si c’était nécessaire, ou cas de racines quelconques, par l’emploi 
d’exponentielles imaginaires), occupons-nous de déterminer, d’après 
Cauchy, en fonction des valeurs /<>» Ht «q» *.. initiales (ou relatives 
à J = o) des fonctions inconnues /, z, les constantes arbi¬ 

traires dont il faudra affecter les diverses solutions simples; ce qui 
montrera la parfaite distinction des n systèmes de solutions simples 
obtenues et la légitimité de leur emploi pour la formation des inté¬ 
grales générales. 

À cet effet, observons d’abord que, suivant l’équation dont on fera 
abstraction dans le système ( 3 i) pour composer X, p, v, ..on ob¬ 
tiendra /1 groupes différents de ces expressions X, ja, v, ... détermi¬ 
nées seulement quant à leurs rapports. Nous appellerons X„ «jq, v„ ... 
celles qu’on obtient en écartant la première équation (3i)nu en se 
servant des n ~ 1 dernières. Ce seront respectivement les détermi¬ 
nants 


(r 4 -Bj), 

Cj, • » » 


Cj, <. • 1 A| 

K 

(r -4- C$), *,. 

, 1*1= (-i)»-» 

^ 4~ tij> . » » » Aj 


dont le premier â« — 1 élémen ts contenant r et, lesautres, « — a; de 
sorte que le développement de X, contient un terme en r"-* 1 , savoir le 
premier terme, a coefficient 1, du produit (/*4- B,)(r-4-C,)... î tandis 
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qu'il y a seulement des termes en r n ~* } i*' 1 - 5 ,... dans les développe¬ 
ments de jaj, v t> »... Nous appellerons pareillement ja*, v 2 , .,. les 
expressions de X, ja, v,... formées eu abstrayant la seconde équation 
( 3 i), expressions dont la seconde, [a 2i commencera, comme X,, par le 
terme et, les autres, par un terme moins élevé. De même encore, 
Xj> 1*3, v 5l ,.expressions dont Ja troisième seule aura pour premier 
terme /•*-*, désigneront ce que deviennent X, ja, y,... quand on n'y 
fait pas figurer les coeflicients de la troisième équation ( 3 1); et ainsi 
de suite, jusqu aux. expressions X„, ja,,, y„,.les seules que nous 
eussions précédemment, pour fixer les idées, appelées X, ja, v, .... 
On sait d’ailleurs que le déterminant général J(r), introduit jusqu'ici 
comme étant la somme A* X„ B„ ja„ -h «.., aura l'une quelconque 
des formes suivantes 

; /«/•» “-(/•+ A, (Xh- l<t;A| 4 ‘C|V|+... 

(3<) < =A,a,+ (>^B i )^h-C,v i ^... 

J “ A3 Xj -Hh {Aj *+- ( /* -r- ( 43 I Vj 


Cela posé, admettons d'abord l’inégalité des n racines r de lecjua- 
lion/(/*) = o, ou la non-annulation de la dérivée /'(r) quand/(r) 
s’annule. Comme nous n’aurons aucune raison, pour une solution 
simple quelconque oii y, z t . seront Xe™, [Kc rx t , de pré¬ 

férer les premières expressions de X, ja, v, ou Jes secondes, etc., pro¬ 
portionnelles d’ailleurs les unes aux autres, il sera naturel de les 
employer toutes ù lu fois en les superposant convenablement; ce qui 
permettra de diviser chaque solution simple en n parties, dont, par 
une extension non moins naturelle des principes de superposition 
cl de proportionnalité, on attribuera la première, afièctée des coef¬ 
ficients X|, ja,, v t ,.. a rinfiucnce de/ 0 , la deuxième, affectée de X 2 , 
ja*, v 2 . ... i\ celle de z 9t et ainsi de suite. Bref, on posera 

X “y'oXj *+* voX 2 *+* w y X 5 

JA — y qJAj *4* vy JAj «y JA* ■ r- • . . , 
y =y'yV, H- £ 0 v s -4- «oy* H-.. .. 



Enfin, la constante, finie, dont devront être affectées tes expressions 
le rx , {se rx ,... de y, a,... changera d’une solution simple ù l’autre, 
mais non d’une des variables y, s,... ù l’autre-, et c’est ce que nous 

rappellerons en l’exprimant par Son inverse, <}.(/•), ne sera 
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astreint qu’à ne pas s’annuler pour la racine r caractérisant la $olu~ 
lion simple; cl Ton pourra, à cela prés, lui attribuer des valeurs 
quelconques permettant de satisfaire ù 1 état initial, s’il eu existe de 
telles. 


La solution générale, formée par superposition des n solutions 
simples dans chacune desquelles /, z, u >.auront ainsi les formes 

respectives t ^-~ e'*, e M ,..s’écrira donc, vu les for- 

mules ( 35 ) de X, p, y,., 4 , 



On voit que les conditions à vérifier par les n valeurs de •}/(/'), pour 
que ces expressions de y, 5, «,... se réduisent identiquement, quand 
.r =o, à )’ 0) « M ,..., seront, réunies en deux groupes, 


or, y 


O'U Pî< V,, ...) 


2 


• * • t Pl | . . « , Vj » V^, . • , ) 


= O. 


‘jd/’J ’ Jmd i(l*> 

Or une propriété des fractions rationnelles démontrée plus haut 
[p. ai*, forro. ( 5 )] prouve que, ) M , p*, v â ,... étant des polynômes 
en r du degré n — i, où le coefficient de est l’unité, et >.*, , 

Pi,... n’étant que d'un degré moindre, ces relations ( 3 ;), dans les¬ 
quelles les sommes ^s’étendent aux n racines de l’équation /(/•) =o, 

se trouveront vérifiées en prenant simplement pour ^(/*) la dérivée 
f'(r) y essentiellement différente, par hypothèse, de */.éro, désque/(r) 
s’annule. Les expressions définitives cherchées de /, s, w,.,. seront 

donc, si Ion groupe tous les ^ dans chaque formule ( 36 ) après y avoir 
fait ty(r) =/'(/•), 


_ J'vf'l “+* -5y Hh “r- ,, t 

7 To 


V* 

J <•« /.. s c » 

“-L - 7 v 7 —— e "’ 

_V ... _ 

Id f\r) * * 


( 38 ) 
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Passons maintenant au cas général oii l'équation/(r) = o admettra, 
outre des racines simples, diverses racines multiples, et désignons 
par /« - 4 - 1 » pour Tune quelconque d’entre elles, le degré de multipli¬ 
cité* Alors la formule ( 5 ) du n° 2ÎU*, que nous venons d'utiliser, est 
remplacée par une autre (io), plus générale (p. a$*); et, en appe¬ 
lant ici ^(r), pour une racine quelconque c, le quotieut de /(/•) pur 
(/* — e)" 14 ' 1 , quotient d’uue forme ainsi changeante avec In racine et 
qui, lorsque r^z c, ne se réduit à f*{c) que pour une racine simple, 
cette formule (10) donnera, au lieu des ideutités (37), celles-ci 


i V O'U 


2 


«19) 


^ V 1_Ut, t*t>y»,...) 

Àà I » À . 3 .../« <ir m 

(P‘i, Xj* 


<K'M 




/(.o 

+ y_1_ jf” . 

I i'Ii it 1 il 


m dr m 




— o, 


dans chacune desquelles il est entendu que le premier signe de som¬ 
mation ^ concerne toutes les racines simples, et, le second, toutes les 
racines multiples. 

Il v aura donc lieu, pourvu que les équations différentielles (i3) 
[p, 3 / 6 * J continuent ù être vérifiées, de remplacer les expressions 
( 38 ) de y, z, u ,... par les suivantes, dans chacune desquelles les 

deux signes ^auront encore les mêmes extensions respectives, 


<» 


i ». __ V* ‘ r * 3o/-i“v- lloXs'-i- .. ♦ „„ 

l J - 2 t - f'TÏ) -«" 

2 » <* m rr^i+«•>•*+... 

*i.u. 3 ..;w if» L” 


*"]• 

“1“ Wy|i.j-+* . 4 , 

f(r) e 

+ y —j_ 4 - 


♦ (O 


car on voit, en faisant, dans celles-ci, x == 0 et en mettant hors des 

s ^ nes 0 P r ** 3 décomposition des sommes en leurs parties affectées 

de/ 0 , z 0i // 0 ,..., les facteurs / 0 , s 0l « g ,... indépendants de r, qu'elles 
se réduisent à y ~/g, 5 = z 9} u = ti„... pour jc = 0. 
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Or, de plus, elles vérifient bien les équations différentielles (i 3 ). 
En effet, si Ton y considère à part un quelconque des termes (les seuls 

dont l’examen soit nécessaire) inscrits sous le second 2 de chaque 

formule (4o), par exemple celui qui, dans toutes, se trouve affecté 
de y 9 et correspond à une même racine multiple quelconque c, il 
constituera pour v f z f abstraction faite du coefficient numé¬ 

rique commun *•——-, les expressions particulières 

Isa»'}» i » /#{ * 



Mais, dans celles-ci où désignent certaines 

fonctions explicites de r, de c, des coefficients des n — i dernières équa¬ 
tions ( 3 i) cl de ceux de la première équation (3i), pris, tous , avec 
leurs valeurs fixes données, les quantités entre crochets représentent, 
en y donnant a /*, successivement, m +• i valeurs équidistantes (infi¬ 
niment voisines de c), l’expression commune de /m + i solutions 
simples du système (i 3 ) où l’on aurait modifié légèrement, d’une 
certaine manière, les n coefficients A,, B,, C„... de la première 
équation, c’est-à-dire de celle qui n’a pas servi à former les expres¬ 
sions de X lf Pu comme ii a été indiqué à la fin du numéro 

précédent (p. 291*), Et un raisonnement déjà invoqué deux fois 
( pp* 274* et 291 *) en déduit que la dérivée en r de ces expressions 
constitue, pour /* — <?, une solution particulière du système proposé. 
On le reconnaît, du reste, directement par la substitution des va¬ 
leurs (40 de/, 5, «,, ♦, dans (i 3 ). Les premiers membres de celles-ci 
deviennent, vu l’interversion possible des différentiations en i* et en x y 

( l m \ (/* + A| )X«h- Il| pi -h C | vj .,. 

dr*n [ <(,(/*] c 

(W { d'n r A t X < ^(/^B t )p l ^C i v l -|- <<4 _ 
dr»< [ e 


l 

]■ 


[pour /• = <?], 






Or, en vertu des n — 1 dernières équations ( 3 i) qui ont servi à déter¬ 
miner X„ P|, vj, ..,, les quantités entre crochets, dans ces expressions, 




*f>* INTÉGRATION DKS KQUATWXS LINÉAIRES A COKmClRNTS CONSTANTS : 

sont identiquement milles, sauf pour la première *( 4 #). El celle-ci, 
d’après la première formule ( 34 ) de /(r), n’est autre que 


c’est-ù-dire encore 


<1^ r /(/Q 



r*=c} f 


3535 r('— (pour/* - 

vu que /(/*) est identique à (r—c) w+l |(r). Or, quand on diffé- 
rentie une fois, deux fois, trois fois,..., m fois en r l'expression 
(/*— c)"<+ , c p ' r , lous les termes obtenus ont en facteur le binôme 
(/*— c) élevé à une puissance dont l’exposant se trouve inférieur res¬ 
pectivement de i, a, 3 ,,.,, m unités a l’exposant primitif /n + i. 
Donc, après m différentiations, celte expression contient encore un 
facteur r — c et s'annule à la limite /* n c. 

Ainsi, les valeurs entièrement explicites ($o) de/, 5, sont bien 
celles qu’il faut attribuer ù ces fonctions, quand le système (i3) d’équa¬ 
tions différentielles les régit et qu’elles doivent, pour x n= o, se réduire 
respectivement à des quantités arbitraires données/ 0 , .s 0 , i/ 0 ,.... 
Observons que les seconds membres de ( 40 > dérivées /w Wmo, en /*, 

développées, des produits de par les facteurs ().„ p„ v„ «. ,)c rr , 

ont leurs tenues respectifs proportionnels, les premiers, à ces facteurs, 
les deuxièmes, à leurs dérivées premières en r, les suivants, à leurs déri¬ 
vées secondes eu /*, et ainsi de suite, jusqu’ù ceux ofi figure non 

différeiitié, qui sont entre eux comme les dérivées m IAnieï en r des 
mêmes facteurs. Donc la solution (40 se trouve composée des m -t-1 
solutions simples 

(ViO(S) (Aj, Pi, - >*“'-^- 

que l'on connaissait déjà et dont la vérification serait d’ailleurs im¬ 
médiate par le procédé suivi ci-dessus pour ( 40 . Les expressions ana¬ 
logues qu’affectent, dans (4o), z Q , a 0) ... se décomposant de même, 
U correspond en tout (m~hi)« de ces solutions simples à chaque 
racine /* de degré m -h i ; et l’intégrale générale (4o) en comprend /t\ 
au lieu de n qui, choisies distinctes, suffiraient à la rigueur. Une 
telle abondance de solutions simples permet l’introduction de /^ar¬ 
bitraires, et non plus seulement de n } dans les expressions de/, s, 
n,... les plus générales formées par leur moyen : or on conçoit 
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qu’elle facilite beaucoup la vérification des conditions d'étal'initial, 
en laissant le moyen d’établir entre elles n(n- 1) relations appro- 
priées au but poursuivi, comme il arrive justement dans les formules 
(4o) où les n quantités y 0> * g> « 0 , # ,. restent seules disponibles. 

Quand les expressions telles que (fa bis) n’admettent aucun facteur 
algébrique, chaque solution simple comme (.41) se réduit, pour y, 
w »• * # > BUX produits respectifs de e r * par des fucteurs constants, qu'on 
peut encore appeler X. p, v, mais qui, évidemment proportion* 
nels entre eux, ou réductibles à un seul système, dans toutes les solu¬ 
tions correspondant è une même racine simple /*, auront au contraire 
des rapports mutuels généralement différents dans celles qui corres¬ 
pondront h une racine multiple, il est clair, en effet, que, sans cela, 
les solutions simples distinctes seraient en nombre insuffisant pour 
permettre, comme elles le foui, de vérifier par leur superposition les 
n conditions d’état initial, ou d’introduire les n constantes essentiel¬ 
lement arbitraires y 0 , *... Donc, si, par exemple, les raciues /* 

ont alors des valeurs négatives — les intégrales générales (/j 0 ) 
seront bien de la forme (a 5 ) [p, 286*] ou comporteront les expres¬ 
sions initiales (28) [p. 288*], comme nous l’avions admis au n° 410 *. 


413*. — Exemple î intégration d’équations du quatrième ordre, pour le 
calcul d’intégrales définies qui se reproduisent, en valeur absolue, 
par quatre différentiations. 


bn fait d application des théories précédentes, contentons-nous 
ici^cle chercher les valeurs des intégrales définies y, de la forme 

jT dont il a été parlé au commencement du 

n° 3 W* (p. i8a‘), et dont les unes, oh J\ ^ sont des sinus ou des co¬ 
sinus, vérifient, entre les limites = 0 et 00, l’équation différen¬ 
tielle <p‘ T <f> —o, tandis que les autres, ou ces fonctions sont, res¬ 
pectivement, une exponentielle à exposant négatif et un sinus ou un 
cosinus, donnent, encore depuis une valeur infiniment petite positive 
de x jusqu'à x ~ go, <p ,f 4-^ = 0. 

Dans le premier cas, oh :=:o, l’équation caractéristique (6) 
[p. 273*] est évidemment 


1 — o ou (r —!)(/•-+. i)(/**-f-i;— 0; 

ce qui fournit deux racines réelles, ^ = ±1, et deux racines imagi¬ 
naires r = *±p^-i, avec a = o, p = i. Donc, si c„ c„ c„ c* sont 
quatre constantes arbitraires, il viendra, pour l’expression générale 



:* 9 ** Î.VTKÜIUTIOX U’tQUÀTlONa MXÂAllUKf l)f Qt'ATJttKMK onDttK, 

de et, par suite, pour celles de ses trois dérivées premières, 

( <? =-î e l cosa' *+• ovin a* -v* e 3 <r •**•- t\c * 9 

o' ss— e*| sina* cjcos# - c 3 <?-*-*- <vc*\ 
r 4 i > * \ 

1 v -z — oj ca$*r — $in x - J - e&e -*-> r % e r t 
\ — cishu* — c*cusx — c 3 a 4-cie x , 

formules qui, pour x ~ o, se réduisent a 


.. \ -^C|^c 3 + Ci, 

<4i) i *» , «, 

I = -* Cj 4 - C 3 -r* Oj, Qy “ — Cj — C 3 -f* Cj, 

et donnent immédiatement les quatre combinaisons suivantes, déter¬ 
minant C‘j, C if C 3 , C 4 , 



Cela posé, choisissons, par exemple, pour l'intégrale où f est un 
sinus et un cosinus. Écrivons donc, en différenlianl ensuite trois 
fois par la règle du n* 346 * (p. 179*), 



, r* . .n . 2* , 

Y= ~ / sm ~ t ski € 12 , 

„ r m a** «i . 

t■ — — / cos — * cos -- «a, 

1 .L 9 . 2 * « 


\ous aurons, pour a: = 0, d’après les deux dernières formules (4) de 


la p. 180*, ^1= ^—o, o'ÿ — o, ^de sorte cjue les va- 


/J 

u 


leurs ( 45 ) de c,,c„ c 3 ,c 4 serontc,“c, 


<Y 


\A: 


c v —o, donnant bien, 


pour les quatre intégrales ÿ', <p*, des expressions identiques à 

celles que nous avons obtenues autrement dans la dernière Leçon 
[p. aOa*, form. (4/)]- 

Passons au cas oit ÿ T 4- y = o. Alors l'équation en /• est /•* h- 1 = o : 


d'où /**== ± /— j ; et les quatre racines sont imaginaires. Posant donc 
/* r= a ± j 3 il viendra (« rb p/—1) 2 =±:/— 1, c'est-à-dire 

(a*--p*)±a«Jv / ^lr=± v / ::: 7 , ou bien a* —?*=r:o et 3«? = i # La 
dernière de celles-ci montrant que « et p ont même signe, la pré¬ 
cédente donne p = a; ce qui change la dernière en $2*2=11. Donc 

2 = p = rh et, si l’on appelle Cj, c it c 3 , e 4 quatre constantes arbi* 
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traires, il vient 


m* 


( 17 ) \* 

Le calcul des dérivées s*, ^ étant un peu plus long que dans le 
cas précédent, on peut, après avoir écrit, par exemple, 



(- 18 ; 



co s 


X* 
a a* 


ch.y 


remarquer que cette intégrale est toujours, en grandeur absolue, in¬ 
férieure à sa valeur pour obtenue en y remplaçant sous le 

signe y* cos — par i, et qui, d'après la première formule ( \ ) de la 

n 

p. 180* (ou formule de Poisson), égale |/ï. Donc elle ne devient pa< 

infinie pour .r=: + x, pas plus aux instants où sin -** *z:o, qu*’ù ceux 

V» 

J* 

°( | cos ^ — °î ^ fitui, dans (17), annuler les deux coefficients c ii 

f V Ayant ainsi réduit a ses deux premiers termes l'expression ( 4 ;) 
de celle-ci sera, avec ses trois premières dérivées, 



Pour # = o, la première et la troisième de ces formules deviennent 
?o1 —<?, et ^0 ~— c,. Or l’expression (48) de <?, avec celles qui s’en 
déduisent pour ses trois dérivées premières relatives à > 0, savoir 


(5o) 


? =J 

«/o 

r w ^4* 

c~ * sin - 


- -% ** 
o * cos —; 

a a* 


(fay 

_ 

f = - 

. ra 


Jq 

(h j 

r “.J 

f «"S 3 

"/I 


JT* 


** 

2 
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donnent, d'après riutégrule de Poisson rappelée tout u l'heure, 


_ 

9 . 


?« = <>• 


(pour x infiniment petit positif) ÿo=^/ 

Donc c x ~-^“i c,=:oj et les valeurs des quatre intégrales définies 

cherchées (60) sont dès lors exprimées par les formules (4g) où il ne 
reste plus rien d'inconnu. 

Pour les présenter sous une forme plus générale, utile dans la théo¬ 
rie du choc transversal des barres, posons-y (d’où ih = md$) 

et x*— a/fPÉ*, m et \ étant deux constantes positives quelconques. 
Il viendra, en divisant finalement par m et rapprochant les formules 
analogues : 


< 5i j 


x 

r 


m* 


» •** r p* / « p 

5Î 7 “ 

.... » 


v 1 sin ,V </3 = i / ~ n-mX 


V * 


m 


w ; 


r,-pco,S^ds = 

J 0 *< * v. m 

î f v sin ïîJî M m Ûe-m\ 2j».«Lt±jg!îf»l. 

\ J Q '>■ r a //# 

On remarquera que les deux dernières de ces formules donnent 
bien, en y faisant $ infiniment petit et //< =^/TZ», les valeurs des deux 

intégrales f cos baïtlx et T sin&d^Ax? obtenues antérieurement, 
( p. 127* ), Quant aux deux premières ( 5 i ), supposons, dans la seconde, 
m infiniment petit et £ = 1 : il viendra J ^sin ou 

bien J* du ^en changeant la variable d’intégration et 

1 / \ 

prenant $=1 -> d$z^ — • Si Ton observe que jj est la valeur de 

rintégrale classique / - du, on aura donc la formule assez cu~ 

«SQ ^ 


\/r. 


rieuse 

< r >V 


X'^-vT^ 7 ‘-\/i 



QUARANTE ET UNIÈME LEÇON. 


SUITE DE L’ÉTUDE DES ESPÈCES LES PLUS UTILES D’ÉQUATIONS 
LINÉAIRES SANS SECOND .MEMBRE : ÉQUATIONS A COEFFICIENTS 
VARIABLES QUE L’ON SAIT INTÉGRER OU SOUS FORME FINIE, OU EN 
SÉRIE, OU PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES; FONCTIONS CYLIN¬ 
DRIQUES, ETC. 


UT. ™ De quelques cas où s’intégre sous forme finie une équation 
linéaire sans second membre et à coefficients variables : équations 
homogènes par rapport à x,y t dr, dy y d*y } 

Peu d'équations linéaires données, à coefficients variables, peuvent 
s’intégrer sans remploi des séries ou des intégrales définies. Les plus 
remarquables d'entre elles sont les équations à la fois linéaires, et 
homogènes par rapport à æ t y, dje, dy, d*y, d*y } ..,, c'est-à-dire 
dont la forme, après division par une puissance convenable de a*, est 


A -h BCwT;'"-}- K^ w “*/ Îrt) J= ü. 

JF 


On remarquera, du reste, que celles-ci acquièrent des coefficients 
constants, tout en gardant la forme linéaire, quand, vu leur genre 
d'homogénéité considéré à la fin du n° 383 *, on eu fait disparaître lu 

variable, parla transformation a- _ e l et ~ ==.- // d'ofi résultent les va¬ 


leurs (28) [p. u 55 é ] des produits r 1 , *vy n y .r*/*,.... Mais il suffit, 
sans développer l'équation en w, d'observer que les solu¬ 

tions simples // ” e rt = (e l ) r de celle-ci reviennent à prendre u =*r r 
et, par suite, y~ x r + l t On posera donc ce qui changera 

la relation ( 53 ), divisée par *i ,r , en une équation simplement algé¬ 
brique ayant r pour inconnue, savoir 


W) 


A 4“ Jî(r-h I ) Hh C( /* Ht l)/‘ 

Hr D(r + i)r(;*-i) 4 -... 4 - K(/* 4 - i)r(r— 1)...(/•—/«4-2; = 0. 


Elle est du /j îèB,e degré en /*cl si, en la résolvant, on ne lui trouve que 
des racines réelles et inégales, il viendra bien, sous la forme/ = j? 1 * 4 * 1 , 
les n solutions distinctes propres à composer l'expression générale de 
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y* *> ans ^ es cas contraires, on procédera comme il a été indiqué ù la 
fin du n° Ut* (p, 390*) pour les équations ù coefficients constants. 

Soient* par exemple, les deux équations, utiles respectivement dans 
1 étude de l'équilibre d’un cxiimlre et d’une sphère élastiques, 

( Vj ) t\y' -r jÿ - y = 0 * x*y + ay = o. 

Kn y posant 7 — il vient aisément les deux équations en r, 
(/* 4- ?.)/• = 0, (/■-+- 3 )/'=: o, qui donnent, Tune, /• = o, /*=: — $ et, 
i autre, /■ = 0, r~ — 3 . Donc les solutions simples sont, dans 
un cas, a** 1 et, dans l’autre, a A $ a?-*; d’où résultent respectivement, 
comme intégrales générales, 


( 5 fi) y r c.r + ~ > y “ ex — - 1 -. 

11 est û peine besoin d’ajouter que, si dans (53), on remplaçait r 
par une quelconque de ses fonctions du premier degré, aœ-hù, ou 
que l'équation linéaire proposée fût homogène par rapport û «#4- è, 
y y (f,r } (/y y tf*y, f/^y, ..., 1 adoption de au :r 4*6 comme variable lui 
conserverait la même homogénéité et la ramènerait au tvne inté¬ 
grable ( 53 ). 


415*. — Formation d’équations linéaires ayant leurs intégrales 
de forme finie; équations de Jacobi. 


Si l’on ne peut que bien rarement intégrer sous forme finie une 
équation ou un système linéaires donnés, sans seconds membres et 
à coefficients variables, il est, au contraire, facile de composer un tel 
système admettant pour expressions générales de y, z, u } ... des 
fonctions quelconques dc*r homogènes du premier degré par rapport 
a n constantes Cj, c,, ..., c,,, c est-a-dire des fonctions de la forme 


( J 7 ) y — c i)'\ 4 * . «~r~ C/iJ'/i, - "Civi-fC); .... 

En effet, celles-ci, différentiées en .r, donnent, pour valeurs des 
dérivées y* y z *, .,,, des fonctions linéaires homogènes de c t , c,,,,,, 

c„ et aussi, par suite dey, z , «,... quand on substitue à ç ti c t} ..., c n 
leurs expressions du premier degré en y, z t w, ... tirées de (07). 
Donc les équations différentielles du premier ordre ainsi formées 
sont bien linéaires en y, s, «,..., et, de plus, homogènes, c’est-à-diro 
sans seconds membres. 

On doit à Jacobi une manière ingénieuse de composer à la fois 
certains systèmes d équations linéaires homogènes et leurs intégrales, 
en les déduisant de tout système d’équations difléreoticllcs non H- 
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nénires que Ton aura pu intégrer. Il y a été conduit par la considéra¬ 
tion des écarts existant entre intégrales infiniment voisines d'un tel 
système, ou écarts dus, pour les diverses valeurs de a-, ù des change- 
monts infiniment petits assignés da, db> de, ... des n constantes 
arbitraires, que j’appellerai ici a, ù, c, ..., introduites par J’iulégru- 
lion. Soient 


( 5S ) ^ •+•/.(», y, *,«,...) 


O, 


les n équations non linéaires proposées, et 


< 5 ÿ) 


/nF|(jr, a f ô f c t ...), z = F t (^, <i,à,c, ...), 
« = Fa(;r, «, 6, e, .. 


Jour système d intégrnlcs générales. Nous pouvons, pour considérer 
une suite d'intégrales voisines, y regarder a, b } c, ... commodes 
fonctions arbitraires d'un meme paramètre k, et appeler c,, c t , c H 
Jours dérivées par rapport ù /*. Alors l’écart de deux intégrales consé¬ 
cutives, rapporté ù l'unité de variation de/*, ou divisé par dk } sera, 
pour y, z, «, ... respectivement, la dérivée de y, ou de ou de 
r/, ..,, par rapport à /*, c’est-à-dire obtenue sans faire varier x t mais 
seulement a f b f c t .... Appelons V, Z, U, .,. ces dérivées de y, z f 
//, ... par rapport u /% et en faisant, dans ( 58 ) et (09), croître, d’une 
part, y, 5, «, ... de Y dk t Z<//*, U<//*, ..., d’autre part, «, b t c, ... 
de c, dk, Cfdk , c 5 r//, ..ces équations donneront évidemment : 


(<io) 


(Cl) 


r/Y 

dx 

r/Z 

dx 


ih v+^'z + ^iu+...=o, 

dy dz du 




<// 


r/5 


Z — O, 


» t • ) 


Y = 
Z 


r/F, 

" 7 (a ° l 

r/F, 


t/a 


c, + 


t/F, t/F, 
r/F, 

t/6 Ci ^“ M 


Or les dérivées partielles de /,, /„ ... en y, z, «, ... et do F,, 
F„ ... en tî, c, ... sont, vu les expressions (09) dey, 5, t/, ..., 
certaines fondions de x et des valeurs actuelles quelconques de a , b , 
t?, ... valeurs indépendantes de .i\ Donc les écarts relatifs Y, Z, 
U, ... des intégrales ( 5 g) du système proposé ( 58 ), sc trouvent 
régies par le système (60) d’équations linéaires, et leurs expressions 
(61), affectées des n constantes arbitraires c„ c„ . »., c ni constituent 
les solutions générales de ce système linéaire. 
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Par exemple, l'équation différentielle du second ordre y*~f[y) % 
dont nous avons appris (p. 197 , 3°) à composer l’intégrale générale, 
de la forme y — F(<r — a, b) f donnera, en y faisant, quel que soit <r, 
croître y de Y dk et, par suite, y* de Y* dk f 

(0*) V'rr/( r )Y ou Y'==:/'[?(* Y, 

équation linéaire du second ordre, dans le genre de celle, Y* ^ A *r w Y, 
à laquelle se ramène [p. J l’équation de Riccati. Son intégrale 
générale, déduite de / = F(^— n, 6 ) en y faisant, de meme, croître 
<( de c, f// et à de c, dk, sera 

v dVlx — a, b) dV{r~~a,b) 

(6J) y =-gg-CH- 3 J-— 


110 A « — Intégration des équations linéaires par les séries; exemple sur 
une équation du quatrième ordre, qui se présente dans la théorie du 
mouvement vibratoire transversal d’une barre droite de largeur con¬ 
stante à coupe verticale parabolique, comme sont les balanciers des 
machines à vapeur. 


Quand une équation linéaire donnée, en jc t y t yy” t ... ,/(«>, sans 
second membre, n’est pas intégrable sous forme finie, on peut essayer 
d’en obtenir, sous forme de séries procédant suivant les puissances 
ou ascendantes ou descendantes de la variable œ> les n solutions par¬ 
ticulières indispensables pour former son intégrale générale. On 
cherchera donc des expressions / de la forme 

(GO / *= A*4- B#?4- C*T**- , M 


ou les indéterminées a, y, , et A, B, C, D, ... désigneront, 
les premières, une suite indéfinie d’exposants croissants ou décrois¬ 
sants, les secondes, une suite de coefficients, dont il faudra disposer de 
manière que la série (Ci) soit convergente et vérifie identiquement 
l'équation proposée. 

Les calculs sont assez simples quand cette équation proposée se 
trouve, à un terme près, homogène par rapport ù æ, y % dæ, r//, ..., 
c’est-ù-dire quand, ce terme étant, par exemple, ±/, elle a la forme 


(05) 


xi~tH 


H 


h- F -4- G r 


dx* ) 




oit lï, F, G, ..., I désignent des coefficients constants et m une quan¬ 
tité quelconque soit positive, soit négative, mais différente de zéro, 
sans quoi l’équation (65) serait homogène (y compris meme le terme 
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± y) ei intégrable sous forme finie [p, 3 oi 4 ]. Un terme quelconque, 
que j’écrirai Lo.*\ de l'expression (Ûij) de y y donne en tout, par sa 
substitution dans le premier membre de ( 65 ), L/(X)tfA~ #,< , si Ton 
appelle, pour abréger,/(X) le polynôme, du « Umw degré en X, 

(CG) /(X) ~ K -t* FX 4- GX< a — ij h- IX( X —■ i)(À — +1)« 


Par suite, l’équation ( 63 ) devient 



À /{a K*-"' -r* H/(?)jr?*~"« 


G/( y 

^ :L' À .r* ± B.r? ± Ouï 


Ses deux membres seront donc identiques, comme il Je faut, si 1*011 
pose, d'abord, /(*) nso, c'esl-è-dire 


r OH ; f(%i = K - Fa G %it — 1 U(a— 1 )(% — *)..,(* — «h-O^o, 

et, de plus, — ni :~z *, v //* -- jj, .,., avec 

n/(3)-±A, c/(v)-.rb. 

ou bien 



% •+■ m, 


À 

MY 


*; = fi + //» = a - 35 m, 
rfrB A_ 

" 7 <y> V 0 Ü?(Y>’ 


$s=*Hr3/ll, - 

D __ J*A 


Donc, en divisant la solution ( 0 § ) par A (ce qui est permis puisqu’il 
s’agit uniquement de former des intégrales particulières aussi simples 
que possible), et en mettant de plus a:* en facteur commun, il 
viendra 


( 7 o) 


y 


-H 


r m 


_j- 


T itn 


/(a -+- m ) ' /(a -h m )/( z-t- 2 m ) 

r®»» 


-j. 


J\ X -r m j/(»Hf~a#H )/t« 


135 . 1 


Admettons que l’équation (68) ait scs n racines réelles et inégales, 
et que, de plus, pour chacune d’elles, l’expression (70) de y constitue 
une série convergente. Alors la formule (70) fournira bien n solu¬ 
tions particulières propres à composer l’intégrale générale. Dans les 
cas contraires de racines imaginaires ou égales, on procéderait d'une 
manière analogue à ce qui a été indiqué (pp. 390* et 274*) pour les 
cas semblables, quand l'intégration s'effectuait sous forme finie: mais 
les séries obtenues ne pourront être utilisées qu’autant qu’elles seront 
convergentes. Si une ou quelques-unes d’entre elles seulement Tétaient, 
I). — II. Partie complementaire . 
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on s‘en servirait pour abaisser Tordre de l'équation (G 5 ) [p. a 58 *], 
et, dans le cas n rr a, on la ramènerait ainsi aux quadratures. 
Prenons pour exempte l'équation du quatrième ordre 


<rO 


</* y , 

-r-r — r* K 

< 4 *** 


OU 




qui se présente dans l'élude (les vibrations transversales et du clioc 
transversal d'une barre droite, de largeur constante, mais â coupe 
verticale parabolique, ou d’une épaisseur proportionnelle ù la racine 
carrée de la distance à l'extrémité voisine, comme on fuit ordinaire¬ 
ment les deux bras du balancier d’une machine à vapeur pour leur 
donner une forme d'égale résistance à la flexion (*). Il faudra poser, 
dans ( 05 ), n r_- m rr 0, firo, F = o, G = o,.Im; ce qui 
réduira (00) ù 

<7‘ Â ) fO') = 10* — i)(X — «)(X — 3), 

et l'équation ( 08 ) a 

<7^) *(* — ma —a)(a — 3) ts o. 

On aura donc 


f 12 + 11(2 J- 1 ;, i 

y -- J-% , J-- 

L < a — i ; ( * -r a )... ( a -h ■ 

{a- ! -iiig-“ < .n(a--;'l(a + 8 )x { » | 

I (IT-Mi"( xu )... f a -»- i -jt ) ’ * * J ’ 


- 4 - l>) 

)(x- h8),r» 

( 2 -h U ( 51 -- U }... i 2 

avec a — », ou i, nu i, ou 3: 


ce qui donnera quatre séries convergentes quel que soit a\ et mémo 
très rapidement pour les valeurs de .r modérées. L’intégrale générale 
de (71) s’obtiendra donc eu faisant la somme de ces quatre séries, 
apres les avoir respectivement multipliées par des constantes arbi¬ 
traires C t , C it C St f*j. 

117*. — Intégration par le moyen d’intégrale» définies : exemple tiré 
de l'équation du second ordre qui revient à celle de Riccati. 

Le procédé indiqué ci-dessus s'appliquerait aisément ù réquation 


( ’) Pô* 1 » dans la Théorie de l'iUasticité <le Chine h, traduite par MM. de Suint- 
Vcmmt et Flamant, l'importante Note de M. de Saint-Venant Sur l'impulsion 
transversale et le choc transversal tles barres , p. 5g 
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<lu second ordre (oit p désigne un exposant constant) 

* */ <t*v\ </ ! r . . 

*' e (* 7/ ji) “ «V ‘,/£ - « 


que nous savons (p. tây*) revenir a celle de Riccati, Mais comme, 
sous sa forme binôme dont il s'agit maintenant, cette équation ne se 
présente pour ainsi dire pas en Physique mathématique, je me con¬ 
tentera* d'en remarquer une solution particulière (due à Poisson), 
constituée par une intégrale définie cfue nous avons rencontrée presque 
accidentellement i\ la fin du n° 348 * (p. j 8G*), et qui la vérifie quand, 
par un changement de variable revenant à poser 



D’après Ja formule (ij Iris) du n° 3V8*, celte équation ( 70 ) est vé¬ 
rifiée, en effet, par 1 expression 



Ce n’est donc pas seulement par des séries, mais quelquefois aussi 
par des intégrales définies, qu’il y narn lieu, comme il a été annoncé 
(p. 177*), d'intégrer des équations différentielles dont aucune solu¬ 
tion ne pourra se réduire aux fonctions algébriques ou transcendantes 
usuelles. 

.le n'insisterai pas davantage sur cet exemple, devant considérer 
l’équation (7$), ou plutôt celle‘dont nous l’avons déduite, savoir 

^ a •£•*“*sous la forme plus utile qu’elle prend quand on rem¬ 


place, comme on a vu vers ht fia du mémo n° 3 '* 8 ‘ (p. f86‘), / /J par r*\ 

t 

ou, à un facteur constant près, ,r par ;*/\ En posant, p:u* exemple, 



A-fJiA, 

dx \ — a dr 
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il vîout 


( 77 ) 


<//•* \ (> J r <}/■ J 1 


et, sous cette nouvelle forme, l'équation faxt>~ 2 y figure assez, 
souvent en Physique mathématique. Aussi nous y arrêterons-nous, 
en lui donnant encore d’autres formes non moins usuelles, jusqu'à la 
lin de la présente Leçon. Pour plus do commodité, nous y rempla¬ 
cerons I inverse de p par un nouveau paramètre, — v, ou, autrement 
dit, nous récrirons 


(;Si 


I *4- •£ y ( fy 

dt* * r dr ^ ‘ 


On peut y faire disparaître le second terme par le procédé indiqué 

I J # t*-SV. 1 

au il" 38 V* (p. üjlj*), en y posant.r--*Y, avec * -_r e 
ce nui, après division par t, donne 


i ~ K i) 


,/iY (' ,i\ Y v • v V..J 

drt - \j ~ ' ) Ji “ - Y » «a V ,• sj-. 


On peut encore, dans (78), faire disparaître non pas tout lo second 
terme, mais seulement sa partie qui contient v, eu posant .)- J, 
"û J désigne la fonction de /• que l’an veut substituer ù r. il viendra, 
après avoir divisé par /‘“ v , 


(Ht») 


1 «M J !.. - 1 

\tr- • ■ r ;/,• ~ '*' P " ■— J • J ■“ ' V' * v. 


Knlin, la substitution, ù /•, de son carré, ou mieux du quart, que 
j'appellerai ?, de sou carré, comme variable indépendante, donne 

encore ù l'équation (78) une forme quelquefois utile. De ? ~~ i /•*, ou 

d d ^ 

/• = sv?, il résulte j- = \/? , et la relation (78) devient 

(«D = _ r , 0(1 


418 *. - Idée des fonctions de Fourier et de Bessel ou fonctions cylin¬ 
driques : leurs expressions en intégrales définies et en séries. 

Parmi les formes précédentes, (78) à (8t), de l’équation de Riccati 
ou plutôt de celle du second ordre nous distinguerons 

surtout la troisième, (80), parce que c'est la forme sous laquelle 



awmcati»n aux fonctions cyunûmquks. 


w 

i équation dont il s’agit se présente presque toujours, en Physique 
mathématique» clans l'étude des cylindres et des plaques circulaires, 
corps pour lesquels on en a spécialement besoin, K lie s’y trouve ame¬ 
née? par l’étude, dans un plan rapporté ù des coordonnées polaires r 
et 0 , de fonctions 4 », vérifiant i équation simple — «I» et consti¬ 
tuées par le produit de deux fonctions «!(/'),/(O) qui dépendent 
exclusivement, Tune, du rayon vecteur /*, l'autre, de i’a/imul 0 . 
Comme on a, pour une pareille fonction, 

« . . i f/‘l» i <M> 

* dr* r dr ' /•* «W 


t i*î 

[t. 1, p. 93*, forrn. (ai)], l'équation multipliée par 

devient, en y isolant un terme eu 0, après avoir substitué J/ à <1>, 


f 8 -a) 



Or les deux membres de celle relation, étant indépendants, le se¬ 
cond, de /*, le premier, de 0, se réduisent forcément à une constante; 
,et, de plus, cette constante est positive, ou peut être désignée par v*, 


si l’on veut que lu fonction /(O), alors régie par l'équalion 



ou /*H- vy = o, ne soit pas exprimée par des exponentielles, mais ait 
lu forme Ccos(vO — c) et soit, par conséquent, périodique» de ma¬ 
nière ù permettre i\ lu fonction de point *1» — J (/*)/(0), supposée exis¬ 
ter tout autour du pôle, de redevenir la même quand 0 croit de 2r. 
La fonction J de r et de l'indice {alors entier) v est donc définie par 


la relation -f-/ 4 --'/ 4 , qui revient bien à (80). Ainsi s'ex¬ 


plique l'importance des fonctions J et leur dénomination de fondions 
cylindriques* On les appelle encore fondions de Four 1 er ci de liesse! ) 
du nom des géomètres qui les ont découvertes. 

Toutes les équations ci-dessus, (78), ( jy), (80), (81), rentrent dans 
le type ( 65 ), comme celle, yaœi 1 '*/, qui nous a servi de point de 
départ pour les obtenir. On pourrait donc leur appliquer les formules 
(66) u (70), et développer en série soit leur intégrale générale, soit 
du moins une de leurs solutions particulières, qui permettrait ensuite 
de réduire aux quadratures (p, 207*) le calcul de leur intégrale gé¬ 
nérale elle-même. 

Mais H est préférable de remarquer une ou deux de leurs solutions 
constituées par certaines intégrales définies, dont nous avons eu occa- 



.ilO 4 * IXTKUlUr. PKS KOUAT. UN. KH INTKQftALES UimNIKB Kf KN BKUU’B : 

sion» au n* 337 * (p. ioa # ), de chercher la forme asymptotique. Ce 
sonl res intégrales que nous appelions alors *, lt et dont l'expression 

II 

était f sjti S/ «.reos(/‘cosjr)^r. Mous avons reconnu (p. jô.'i*), en v 

supposant implicitement iun>-~ i (pour que sin 2/rt+! .r s'annulât à 
lu limite inférieure zéro), que chacune «.Pelles* d'un indice supérieur 
ù -J, se ramenait à une autre, d'indice moindre, par la formule 

_ i — >.m ih m 
?/«+! — --*—5—• 

* r ar 

Or, d’autre part, si Ton difléreniie en /*, deux fuis de suite et sous le 
signe /, l’intégrale puis quon ajoute le résultat à cette inté¬ 
grale elle-même, il vient identiquement 


tfit* s** 

y m -7- - sus f siu ïw< ir(i--cos ï ^;cos(/»cos u % )dx 

* <(r* Jy 


J* siu2^«-MJ^cos(/ , co5a')(/.r ^ 


eVst-à-diru -+■ 


\ -4- 9 . m <h„t 

-—. —ou 

r «/* 




f/*0 


/// 


dr* 


i -t- xm dv fi 
r ar 


— - ?///! 


relation pareille u (78), en prenant m =2 v. Donc <p v est,pour 2 m >—1 
ou v >—. J, une solution particulière de l’équation différentielle (78) 
et, par suite, d’après l’expression v y y de la fonction J, le produit r v e v 
constitue une solution particulière de l’équation différentielle corré¬ 
lative (80). Ainsi l’on pourra poser, en changeant d’ailleurs æ en « 
sous le signe f de ÿ v , et en se bornant, pour le moment, ù considérer 
une solution particulière, 


f8j) (pourv>~~J ~ r'* f sin îv acos(/*cos*)</«. 

4 / U 

L’intégrale/à limites finies, qui parait au second membre, est par¬ 
faitement déterminée non seuletncul pour les valeurs positives de a v, 
mais même pour celles qui sont comprises entre zéro et — s, vu que 
la fonction sous le signe f ne devient infinie qu’à la limite inférieure 
zéro, et seulement dans les cas av<^o, ofi elle est do l’ordre de 
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(sins)* v > c'est-à-dire comparable ù x* v , de manière à no commencer ù 
rendue l'intégrale infinie que pour *j* = —- j. Donc, pourvu que v soit 
compris entre ou v* moindre que {» la formule (BV) exprimera, 
en y changeant le signe de v, les deux intégrales particulières néces¬ 
saires pour composer l'intégrale générale de l’équation (80), uii v 
n’entre que par son carré; et ces deux iutégrulcs pourront s’écrire 

TT 

(8>; (pourv s <|) J = f (/• sin* a ) ;V cos (/• cos *)</*, 

* Q 


tëlles se réduisent à une seule au milieu v r^o de l'intervalle consi¬ 
déré, ou alors que (/ , «iii , #) d=y = i. Mais comme, pour v — une très 
petite quantité positive t, leur différence, divisée par raccroissement 
as qu’éprouve l'expo saut v de l’nue à l’autre, constitue une nouvelle 
solution particulière ou (/ 4 sin*a) v est remplacé, sous le signe /, pur 


( r ^in* a — (r sin*a )-** <t(r$ ni*#!' - 

• - - . - - : —---- (pour V = O', 

•ai d* 



( ‘) Il peut être bon de noter cc que devient, quand on a ainsi v =— i « (fina¬ 
lement ) zéro, la forme binôme y" ax*-*y de l'équation, dans laquelle p — a, 

c'est-à-dire — ■ — a ta j — j, sc transforme en un exposant m infini. Si alors, 

effectuant le même changement de variable qu’au n° 34U* (p. tS8 4 ) dans un ca« 

analogue, et pour les mêmes raisons, on pose x - i -j- (d'où et 
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On remarquera que la deuxième solulion particulière, afleclée de<?„ 
devient infinie à lu limite /*~o, par suite de ce que, lo« (/-siu'x) s'v 
dédoublant en log/- et u log situ, il y a une partie de l'intégrale, 
savoir 

*• H 

(log/*) f cos(/'eus«)da — (logo) f <h — - logo, 

V 'a •/,, ‘A 


qui est alors infinie. 

Celte observa lion s'étend nu cas de valeurs quelconques de l’indice 
yî . Prenons, en efiet, v >o dans le second membre de ( 84 ), dés lors 
parfaitement fini et déterminé à la limite / rro, et, appelant a cette 
solution particulière, proposons-nous de ramener l’intégrale générale 
de (So) aux quadratures par la méthode du n° 383 * (p, *5;*), c’est- 
à-dire en posant J r.: a U, où U désignera la nouvelle fonction à dé¬ 
terminer. L'équation (80) deviendra 


<88j 


/^ü i dV\ , dV 
[ Jti + ;• s) *• 12 s =* ° : 


ce qui, multiplié par «/*, donne identiquement 

<W 


( «<)) 


5/ 

7 // 


/ - f/lî \ 

7/;) e 0 


ou 


. <tl 

«*r 77/- “ unc con *tante c x . 


l’équation y 0 - «x"y f en faisant d'ailleurs « = K iw s , devient 

*t‘r s 
•v-: u Ke'V. 

Ccffe-ci n’est donc qu'un eus (imite de l'équation y" -- ax**y ou de fiiccali, et 
s’y trouve réductible à lu fonction cylindrique J exprimée par (87), du moins 
quand «, K sont négatifs et, par suite, /• réel duos (77). Alors la relation entre x 
et /* donnée immédiatement avant cette formule (77) devient, en prenant les 
logarithmes des deux membre* après avoir remplacé «parK/n», 

logar ou ^ tz -logf- 

m p °\— 1 1 \m a J 

c’est*ù*dirc, vu la limite 1 du rapport de p “ m 4- a à m, 

s 

( pi \ - 

Telle est, par conséquent, la valeur de /• qui, substituée dans (87), fera de cette 
expression particulière de J l’expression générale de la quantité y régie par 

l’équation = K<?*/. 
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3t3' 


11 vient donc 


<tv 

<(r 


7rt' 


et 


r* f^ r 

(ijii ) \ “ t*| I une COlîSt, r 


OU 


J r.-- ali -- ç% -■ r 


filr 


Comme » est, d’après ( 85 ), de l'ordre de /**' pris de lu limite o* 
on voit que le facteur de c lt dans l'expression de J, s’y trouve lui¬ 
rai* me de l'ordre de r v f r ~* v * 1 r//*, c'est-à-dire comparable à / ,v t 

pour v > o, et à logr pour v o, ou, par conséquent, infini dans les 
deux cas» Donc la seconde partie de J, celle que ne peut pas donner la 
solution simple (85) multipliée par une constante e, devient nécessai¬ 
rement infinie à lu limite /*~ o. 

Cela posé, les problèmes les plus importants pour lesquels on ait 
besoin des fonctions J sont ceux où le corps étudié existe au pôle 
mémo rrro, et y présente un état physique non moins fini, non 
moins continu quYilleurs. Par conséquent, le dernier terme de (90) 
ne pourra pas y figurer, et Ton aura c, r; o, ou J c *\ ce qui rendra 
suffisante la solution simple (85), prise avec v>o et multipliée par 
un coefficient quelconque c. D'ailleurs, les valeurs de v sont alors en¬ 
tières, comme il a été remarqué (p. 3 oq*); cl, si, pour distinguer les 
fonctions J correspondant aux divers indices v, ou les affecte de cet 
indice, en posaut 


<<)*> 


f|)Oury>n) J v =/’V<p v , 


toutes ces fonctions seront calculables, de proche en proche, à partir 
de J, 


'y! 


(u») 


Jy-r^ v =: f cos(/*cosa,Wa, 

♦■y 


par la formule, qui vient d'ôtre rappelée (p. 3 10* ), 

, « . I -T- 'A V r/?v 

1,3 ?»•-« = —- /. • \j r - 

Kvaluons-les en série. À cet effet, remplaçons dans (9a), sous le 
signe /» cos(/*cosx) par le développement toujours convergent 

fi f*\ 

1 — cos*et -h cos** — cl rappelons (p. 89) que la valeur 

moyenne de cos***entre les limites -, est i a/ Lr~J. 

*a a 4 a/i 

1) viendra, en intégrant chaque terme du produit de ce développe- 
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meut par <i* } 

. / \ Tî / /•* /»V /•$ \ 

V -J / %ik J 1 «U ■— . . MB ___T_-|j . » , J . 

A «* *M* 7 

].u relation (<j 3 ), oii l’on fera •/ = o, donnera donc 

I flfoo TT / I /•* /■* 


- i t: /1 

MPI ?t —-= i. “ - 

* /• tfr ît \:>. 


pi 

a »C] + 


)> 


et l'on en déduira le développement de J, ~ Puis, en faisaut 
v i dans (93), il viendra 

« !)«> ?. = - l P — I. "1 - ( .H .). 

r <tr a*. 1.0 ‘ a*. J*.0.8 /’ 

«rm’i résultera l'expression de J t r= /•*?,• et ainsi de suite. Les fonc¬ 
tions J u , J 4 , ... seront bien respectivement comparables ù r°, 
z* 1 » ... pour les petites valeurs de /*. 

Le développement de J v , même pour les valeurs fractionnaires de 
mv, s'obtiendrait directement en remplaçant cos(/*eosa) par 


/•* 

77 * 


cos* a 


dans le second membre de ( 8 .'|), comme nous venons de le faire pour 
h> «t e» ramenant ensuite à la première d’entre elles, par la méthode 
usuelle (p. 3 *), les diverses intégrales à effectuer, savoir 


ÏT 


f sin* v acos*'s uh t 
*0 

oii i recevrait successivement les valeurs entières o, », 9, 3, ... jus* 
qu a l'infini. 11 viendrait, de la sorte, au facteur prés /*\ une série 
procédant suivant les puissances paires de /•, et ayant pour premier 


« 


terme ruuilé, abstraction faite du facteur commun f* stn* v *</«, qui 

^0 

resterait seul à évaluer. Ce facteur, aisément calculable dans le cas 
de av entier, serait d’ailleurs rendu inutile par l’emploi de la série 
elle-même comme solution simple; car il se combinerait, dans Tinté- 
grale (90), avec la constante c, pour donner une nouvelle constante 
arbitraire. 11 est d’ailleurs à peine nécessaire d’ajouter que les déve¬ 
loppements obleuus sont identiques à ceux que donnent, pour ces cas 
où 2v dépasse — j, les formules plus générales (G7) à (70) du n° 416 * 
(p. 3 o 5 é ), el identiques aussi, quand v est entier, aux séries des 
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seconds membre» de (95), (96), etc., divisées par leurs premiers 
termes. 


419 *. — Calcul approché des mêmes fonctions quand leur variable est 
assez grande, au moyen de leurs expressions asymptotiques com¬ 
plétées gr&oe à la méthode de la variation des constantes. 

Pour nous borner aux cas utiles de v entier et positif, les dévelop¬ 
pements ci-dessus (97), (90), (96), etc., suffiront nu calcul des fonc¬ 
tions cylindriques, tant que la variable r ne dépassera pos quelques 
unités. Mais, au delà, ce calcul deviendra trop long; et il y aura lieu 
de suppléer aux formules (9/1), (90), etc.,par des expressions comme 
celles que nous avons obtenues pour des fonctions diverses dans la 
XXXI* Leçon (pp. i/ji *, l/j?*, i 56 ‘) ou qui, basées sur les formes asym¬ 
ptotiques de ces fonctions, convergent de plus en plus vile à mesure 
que la variable est plus grande, devenant ainsi d'autant meilleures 
que s'accuse davantage le défaut des autres modes de calcul. Nous 
pourrons justement utiliser, ù cet effet, les expressions asymptotiques 
(26) et (28) [pp. i 54 ‘ et i 55 4 ], que nous y avons obtenues pour les 
fonctions et <p v , savoir 

| ?» 

(97 ) (pour /• très grand) ' 

I ?* 

1 

et qui, vu les valeurs J V T=r\y = / ,v ^ v> Y v r,:/**J v (p, 3 o 8 ‘), des deux 
fonctions J et Y corrélatives i\ ^ v , donnent 



J.» t/i7 «*(*•-f). 

1 . 3 . 5 . ♦.(»v — 1) / r. d'* ( t:\ 

l/ar^ C0S V 1/ 


(98) (pour rtrés grand) 




(-U* 


Yv== i/? cos ('*“ ?)* 




l.3.5...(av — 1 ) /ri 


(-If 


\/ï7F> Q0S { r -ï)- 


La forme périodique des dernières, qui sont les expressions finales 
des fonctions Y, aurait pu se prévoir, d'après l'équation différentielle 
( 79 ) q«i régit ces fonctions. En effet, quand #• croit sans limite, le 
terme de (79) qui contient /** en dénominateur prend la forme eV, 
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a vec t évanouissant du.vmwr/ordre de petitesse ; et l'équation, devenue 
V"h- (i -t- s) Y rr o ou tondant vers Y* 4 -Yr;o, montre que son inté¬ 
grale générale tend elle-tué me vers lu forme Àcos(r — B), Mais les 
formules (y8) font, de plus, connaître les constantes A et B* Pour Y 

par exemple, elles donnent A r-li r- 
Cela posé, écrivant l'équation (-9) ainsi, 


Ut 


<;»•») 


rf*V , Y 

tir 4 - ' “ (i ' ) f .t* 


et v considérant des valeurs de r non plus infinies, mais cependant 
telles que le second membre soit une assez petite fraction de Y, il 
nous suffira de l’intégrer par la méthode approchée de la variation des 
c instantes (p. au), à partir de r x où V et Y' nous sont connus, 
pour avoir l'expression cherchée de Y; d'où se déduiront, si on le dé¬ 
sire, celles de J et de ^ ou y. 

Développons les calculs dans le cas particuliérement important 
v:i:o, le seul à considérer quand létal physique des cylindres cir¬ 
culaires dont on s’occupe est pareil tout autour de Taxe, ou quand 
/(b) cos(vQ — c) se réduit (p, 3 oq*) à une constante. L'équation sans 
second membre Y'4- Y r~o,qui sert de point de départ, étant l'équi¬ 
valent des deux équations simultanées 

d Y - Ydr e o, d\"+- y dr « o, 
ce sont les deux intégrales de celles-ci, savoir 


Ooo) Y ~ A cos(/* — U), Y*« - A sïo(/*— Il ), 


qui fourniront le type des deux expressions cherchées de la fonction 
Y et de sa dérivée Y' régies par (99), en y regardant A et li comme 


désormais variables. On aura à substituer ces expressions (100), en 
même temps que leurs dérivées complètes en r, dans les deux équa¬ 
tions du problème 


(101) 



c/Y' v Y 

dr \ /•* * 


dont la seconde n’est autre que (99) prise avec v ~ o. Il vient ainsi, 
pour déterminer le mode de variation de A et B, les deux relations 


(10a; 


/ d.\ d B , , 

\ d7 co< r “ J) ) + A dr sm(r *“ IJ ) - °i 

( ~ & «■(*■ ~ B) + A ^ cos(r - B) = - — cos(r - B). 
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La fonction À s'élimine, en les ajoutant après les avoir respective¬ 
ment multipliées par wn(r — U) et cos(i* — B), puis en divisant par 
A (qui ne peut évidemment s'annuler d'une manière continue). Il 
vient 


( loi ) 


d IJ 

lit 


ro* s (/* - 

. ”4 *'* 


I*) 


8/ 


. 3 [• 


eos«(/* — 11 »]. 


Le second membre, essentiellement négatif, prouve que B, égal à 
^ pour r infini, tend vers cette limite en décroissant sans cesse, et que, 
de v /* à /■ r~ oc, sa variation absolue, exprimée par 

J - - Vi -<tr. 

reste inférieure ù jf ^ «ni y y On peut donc, si /• est assez grand, 

prendre simplement, du mains à une première* approximation, 
B | dans le troisième membre de (io 3 ), qui, multiplié par dr et in¬ 
tégré de /• -- /* û r --- oc, puis retranché de ^ > donne, dès lors, a fort 
peu prés, 

> ^ r. r* i ■+• sim/* , ï: 1 r* sinar . 

( I Oi ) lî t= | / - 8 - ,tr s j + ,f+[ 

KUectuons par parties l'intégration indiquée au dernier terme, en 
choisissant le facteur algébrique j~ pour facteur non intégré, et il 
viendra 

tt r. 1 cos a;* / , *cns^A/ , . 

f. Oi ) ~ I -** 8/- + 70/-i‘ “, I 1ÏI* • rfr - 

O11 pourrait appliquer la même réduction nu dernier terme de celle-ci. 
Mais, si l'on convient, pour simplifier, de s'arrêter definitivement aux 
quantités du second ordre de petitesse et de négliger, en conséquence, 
celles de l'ordre de /*“ 3 , on pourra le supprimer. Ln effet, ses élé¬ 
ments, changeant de signe chaque fois que a r croit de it, constituent 

des groupes ü signes alternés, de champ - dés le second, et dont les 

valeurs absolues totales décroissent graduellement de l'un u l'autre, à 
partir du moins de ce second groupe. L'intégrale est donc, en va¬ 
leur absolue, notablement inférieure au plus grand des groupes, qui 
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n'alteim évidemment pas le produit de | par in valeur la plus forte 
possible, gî-, de la fonction sous le signe /. Ainsi, Je dernier terme 
de (io 5 ) n’est qu’une fraction de ± - J- et se trouvera négligeable, 


d 


A une (teu<rtente approximation, coio(r —* B) ne sera plus sin2/* 
ans le dernier terme de (io 3 ), mais bien, d'après (io5), 



> 


A 


! 

4 / : 




<.« <iui, \u te petit accroissement — ~ éprouvé par l'arc a/ 1 , et 
mi ijue la dérivée d un sinus est le cosinus, ajoutera sensiblement à 
sin -tr, dans le dernier terme de (10/,), la petite partie — 

Donc les seconds membres de (<o.',) et de (io5) s’accroîtront, il fort 
peu près, du terme — j tir, égal au quart du dernier terme 

de (io 5 ) cl négligeable comme lui. Ainsi l’on aura définitivement, 
avec erreur de l'ordre de /** 3 seulement, 


( ïo(> I 


O “ I VOS 2 /* 

lî " 7 “H - — - 

■1 «/* ni /- 2 


Occupons-nous actuellement de A. L'équation (io3) pouvant rem¬ 
placer la seconde (102), nous n’aurons qu’à substituer, dans la pre- 

miére (toa) divisée par A, la valeur de -J~ fournie par |le deuxième 

membre de (io.Î). Il viendra, après suppression du facteur commun 
<•<«(/• — H), 


o» :) 


*t l»g A ___ (‘OS (/• — H) si n ( /* — 15 ) si » * ( r — lî ) 

it? *“ 


4 r* *“ H F- 9 

et, en multipliant par dr , puis intégrant depuis / “ r jusqu'à la li- 
mite /•:=*,où A — yï, on aura 


c’est-à-dire 

(108) 




/I 


* -f 

— p Je 






•fr 
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Les raisonnements ci-dessus montrent que Ton peut, sauf erreur 
de l’ordre de r~*, remplacer B, sous le sigue /, par sa valeur appro¬ 
chée et intégrer ensuite par parties en choisissant le facteur algé- 
•I 

brique comme facteur non intégré. Le premier terme obtenu sera, 
(railleurs, comme plus haut dans (io.'i), seul sensible; et l'on trouvera 


uo<j) 


*Vï 


iIbw' 

«il-* 


Telles sont donc les valeurs de B et A qu'il faudra porter dans (100) 
pour avoir Y et Y'; après quoi l’on en déduira l’expression de J 0 , égaie 

t 

ii r * Y, que l’on se proposait de former, cl aussi, directement, si 

t 

l’on veut, celle de la dérivée J„. La différentiation de J v -- r~ * Y donne, 

i __i 

en effet, J], = / •“» Y' — i /* * Y, ou, â cause des formules (too), 


(ilo) 


li= — V *1 




Or, à une erreur près de l'ordre de /•“*, le binôme entre crochets, 
dont le second terme peut être regardé comme un petit accroissement 

du premier, devient le simple sinus sin — B 4--^ j 1 cl comme ce¬ 
lui-ci, développé parla formule de Taylor suivant les puissances de 
—; jusqu’aux termes du troisième ordre exclusivement, serait 

sin f r — B -- 1 J — ««(/• — B j cosfr — IJ) — -i sin (/* — U 
V »/•/ utr K /* 1 

ou encore, sauf erreur négligeable du meme ordre de /*~ s , 

*•(— 

- £sin(f—H; H- » 

le binôme entre crochets, dans (110), revient à c 8/1 sin f/•— IJ 4- — )• 

En définitive, les expressions cherchées de J p et de J' 0 seront respec¬ 
tivement, sous forme monôme, 




li-JO* 
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ou, avec Ica valeurs (joti), (109) île B el A, 


UH) 



vos *r\ 

- TüT*'/’ 


. JL - ™*£\ 

Hr !<>/•» / ' 


420 . - Résolution rapide d’équations transcendantes où figurent 

les fonctions cylindriques. 

Ces formules (ni) seront spécialement utiles quand il s’agira de 
déterminer les racines un peu élevéesd’êquntions oit figureront les fonc¬ 
tions cylindriques. On a, par exemple, dans divers problèmes de Phy¬ 
sique mathématique, à déterminer les valeurs positives de r qui 
annulent soit la fonction J 0 , soit sa dérivée. I. emploi de la série (y.', ), ou 
de celle qui en résulte par différentiation, conduit alors à des calculs de 
longueur modérée tant qu'il ne s'agit que des deux premières racines; 
mais il devient presque impraticable au delà, c'est-à-dire précisément 
alors que les deux formules (i 11)commencent à être fort approchées. 
Or la forme même de celles-ci montre que J„ et j; s'annulent, alter¬ 
nativement, quand les deux arcs entre parenthèses, qui sont presque 

égaux à /• — ÿ deviennent les multiples impairs et pairs successifs 

de Ainsi, en évaluant ces racines par les relations (m), la n'"'"' 
de J.. = o donnera 




r 4 "" »/• 


cos a/* 

"Ï6/d 


vt n — 1 

A 


et la n*"" de J'„ _:o (abstraction faite de la racine nulle évidente) 
donnera de même 


<u 3 ) 


r ’i 
4 8 r 


rosta/* 

TC/* 


~ n r. 


Dans les deux cas, a r ne diffère d’un multiple impair de - que par 
une quantité comparable à r~', et cos2 r est de l’ordre de /-', ou, le 

<* 0 * 9 ./* 

terme - du troisième ordre de petitesse, c’est-à-diro négli¬ 

geable. Les deux équations (uu) et (1 13 ),;réunies d’ailleurs en une 
seule à double signe, sont donc 



PES n.U.'Ï.NKS AXSL’tANT CEA fO.VCTIOJÏS, OU tECtt» DÉlUVf.H», ETC. 3?l* 

Multipliées par elles deviennent deux équations du second degré, 

* . ü n ~ - j 

dont les racines cherchées, voisines de sont enfui 

4 


(uî; 


r 


-’r-Vfff'v 


Les signes supérieurs conviennent pour l'équation Ju=:o et les signes 
inférieurs pour l'équation J^o, Dans le cas de réquation J a r™n, 
les deux premières racines, obtenues en posant n t et 
<ojil, d'après (n 5 ), et /*r=: 5 ,f»*o 4 , tandis que leur calcul 

direct au moyen de lu série (y'j) donne /' “ 2,40'|8 et r t-5,5 *aoi. 
Ainsi ht formule (n 5 ) se trouve approchée par excès pour cette pre¬ 
mière équation J 0 rz o, et il est visible que l'erreur, égale 4 o,oo33 
seulement pour la première racine, à o,ooo 3 pour la deuxième, serait 
négligeable dès lu troisième racine, 
i^uant à l'équation J'„ :~o, M. de Saint-Venant en a évalué les neuf 


premières racines (*) au moyen de la dérivée de la série (g4); et, 
pour les trois premières, par exemple, il a obtenu rr=3,83j7, 

7,oj 5G, mjo, 1730. Leurs valeurs approchées (110) sont respecti¬ 
vement 3 ,$k()i, 7,0101, 10,1733; ce qui montre que, pour celte 
équation J„ —0, la formule (u 5 )esl, contrairement au cas de réqua¬ 
tion J v ~o, approchée par défaut, et en erreur, respectivement, de 
o,oo a i6, o,oou 5 , 0,0002, etc. On voit que celle erreur devient négli¬ 
geable, dans la pratique, dès la troisième racine, et qu'elle n'est 
même guère sensible sur les deux premières, comme il arrivait déjà 
pour l'équation J y 0, ob elle paraissait décroître, d'ailleurs, plus 
rapidement. 

On procéderait d'une manière analogue s’il s'agissait de résoudre 
d'autres équations du même genre, dans lesquelles Jes deux expres¬ 
sions Àcos(/* — B), A si 11 (/* — U) seraient combinées, soit linéaire- 

è J 

ment, soit avec le facteur 7 multipliant l'une d'elles [ce qui avait lieu, 

d'après la formule (no), pour l'équation JJ, = o]; cl, plus générale¬ 
ment, on ne manquerait pas d'utiliser la méthode de la variation des 
constantes dans l'étude de la marche des fonctions qui, comme J v , se 
simplifient notablement pour les très grandes valeurs de leurs va¬ 
riables,, 


( 1 ) Avec raide de deux calculateurs qu'il y a employés pendant plus d’un mois 
{Comptes rendus de t 1 Academie des Sciences, H février 1NG9). 


J3 — 11, Partie compie ni en ta ire. 
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QUARANTE-DEUXIÈME LEÇON. 

1>ES ÉQUATIONS M \ DÉRIVÉKSPARTIKLLKS KT OH LRUt ISTÉGR \TlOS 
SOLS FOIIMK FINI H i ÉQUATIONS DU F REMI KII ORDHK. 


V21* — Des équations aux dérivées partioüos : idée de leur utilité. 

Nous avons consacré déjà six Leçons ii l'étude des quantités dont 
on donne une dérivée en fonction des variables indépendantes et sur¬ 
tout des valeurs actuelles tant de ces quantités que de certaines de 
leurs autres dérivées. Mais nous supposions unique la variable indé¬ 
pendante x t qui était tantôt une abscisse, tantôt le temps. Or il v 
n bien des questions où l'emploi de plusieurs variables indépendantes. 
or, y y ..est indispensable, et où les fonctions inconnues, que j'ap- 
pellcrai «, v, ..., se trouvent définies, quant à leurs changements 
élémentaires, soit par une expression de leur différentielle totale dans 
laquelle peuvent entrer ces fonctions inconnues, soit au moyeu de 
relations déterminant certaines de leurs dérivées partielles en fonc¬ 
tion d'autres et des variables indépendantes ou dépendantes. Dans le 
second cas, les relations proposées sont dites, non plus des équations 
diJJérenticUeSy mais des équations aux dérivées partielles. Et le 
premier pourrait s'y ramener; car connaître une expression de ta dif¬ 
férentielle totale d'une fonction équivaut à en avoir une pour cha¬ 
cune des dérivées partielles dont dépend la différentielle totale ; ce 
qui fait tout autant d'équations simultanées aux dérivées partielles, 
comme étaient, par exemple, aux n** 218 et 220* ( p. irt et 3*) les re¬ 
lations (G), (îG), etc. 

Nous nous bornerons donc aux équations aux dérivées partielles. 
Elles sont utiles, en Géométrie, dans la théorie des surfaces, comme 
Je montreront bientôt quelques exemples. Mais c'est surtout en Mé¬ 
canique et en Physique, dans J'élude des phénomènes offerts par les 
corps d'une certaine étendue, qu'elles acquièrent une importance 
extrême. En effet, les particules matérielles en rapport mutuel de 
contiguïté ou, par suite, d'action, et susceptibles de présenter des 
états physiques distincts, s'y offrent en nombre pour ainsi dire infini; 
ce qui permet de regarder les quantités définissant ces états phy* 
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siques comme des fonctions do point, variables non seulement avec le 
temps (s'il s’agit de phénomènes dynamiques), tuais aussi d’une par¬ 
ticule ù ses voisines, ou en fonction continue des coordonnées x, y f z 
soit actuelles, soit primitives, ait moyen desquelles on y distingue les 
unes des autres toutes les particules, Or il suit de là, comme nous le 
verrons plus complètement au commencement de la XLIV* Leçon, 
que les influences exercées sur une particule par ses voisines, et dont 
dépend presque toujours le changement élémentaire de son état,c’est- 
à-dire la dérivée, par rapport au temps, des quantités définissant son 
état, s’expriment au moyen de ces quantités memes et de leurs difïè- 
rences actuelles éprouvées tout autour, ou mesurées par leurs déri¬ 
vées en ,r,/, s; car les influences dont i! s’agit sont essentiellement 
fonction des étals physiques réalisés dans la région de l’espace où elles 
ont lieu. C’est ainsi que la dérivée de l’état actuel par rapport au 
temps se reliera à ses dérivées par rapport aux coordonnées, et que 
les problèmes do Physique se traduiront analytiquement par des 
équations aux dérivées partielles. 

Mais plaçons-nous plutôt, daus cette Leçon ainsi que dans la sui¬ 
vante, au point de vue de l’Analyse pure et de la Géométrie, quoique 
certains procédés d’intégration auxquels nous allons être conduits 
doivent trouver aussi leur emploi en Mécanique physique; et quand, 
par exemple, il y a seulement deux variables indépendantes x et / à 
considérer, regardons-les comme deux coordonnées rectangulaires 
sur un plan horizontal des xy 9 tandis que leurs fonctions, inconnues, 
«, r, .. «, seront les ordonnées verticales 5 de tout autant de surfaces, 
propres à représenter toutes leurs valeurs. 


422*, — Signification des équations aux dérivées partielles; existence 
et étendue de leurs intégrales générales, dans les oas où une des va¬ 
riables indépendantes peut être choisie comme variable principale, 

H arrivera assez souvent que, pour une certaine valeur, do 
Tune, x par exemple, des variables indépendantes, les fonctions w, 
i>, ,,, seront données directement dans tout le champ où varient les 
autres variables y 9 s, ..et qu’elles en égaleront certaines fonctions 
arbitraires y{y, z t ...), ÿ(/, 0, .,.), ,,,, Alors x jouera le rôle 
qu’avait la variable indépendante unique quand il s’agissait de sim¬ 
ples équations différentielles. Autrement dit, c'est à ses valeurs suc¬ 
cessives, de plus en plus éloignées de x 99 que correspondront les 
changements continus éprouvés de proche en proche par «, ... à 

partir de leurs valeurs initiales données 

tt 0r, j. 


* • «» 
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comme il arrivait quand celles-ci, faute de variables y, z> ... autres 
que x y étaient de simples constantes arbitraires. Une telle quantité 
x sera dite la variable indépendante principale. 

Cela posé, quand, dans une équation aux dérivées partielles où 
figurera une fonction inconnue «,1a dérivée de u la plus élevée relu- 
tivemenl à la variable principale x sera une dérivée directe , ou 
prise unif/uetnciU par rapport à x } Tordre de cette dérivée directe 
constituera ce qu'on appelle l'ordre même de lReptation, eu égard 
à la variable principale choisie, et, l'équation, résolue par rapport à 
celle dérivée directe, admettra une signification facile ti saisir* 
Supposons, par exemple, que Icq nation, à trois variables x, y , a 
dont deux, x et r, indépendantes, soit du premier ordre en a*, ou ne 
contienne, à part x t y, « et des dérivées quelconques de u eu )*, que 
la dérivée première de « en x. Alors, en la résolvant par rapport à 
celle-ci, on la met Ira sous la forme 


u „ / du d i u \ 

i-y 


Or on donne, par hypothèse, pour *rr.-:j* g , les valeurs « 0 = ^( r) de 
lu fonction inconnue et, par suite, toutes ses dérivées successives eu 
y, O')»"** En d’autres termes, nous connaissons entièrement 

lu coupc «^ç(v), par le plan x ~ .r„, de la surface demandée, 
« rr. F(./•, >•), qu’il s’agit de construire conforme à l'équation (i). Si 
donc nous convenons de faire tracer cette surface par une courbe, 
graduellement déformable, d’un plan mobile .rmconst. sans cesse 
normal aux x t courbe dont chaque point pourra être censé garder la 
même coordonnée y ou se mouvoir dans un plan vertical parallèle 
aux x, l’équation (i) définira a tout instant, ou pour chaque valeur 


ili» rr* in nentt» tli» 


- * • 


continue de leur situation (.r, y, u), et de la pente y-* ou des cir- 

constances de forme y 4 * • ♦•tqu’y allèclera la courbe génératrice. 

Toutes ces données étant fournies quand .r = x„. il existera au début, 
pour chaque point décrivant, une direction déterminée, que fixe la 

pente suivant laquelle il pourra se mouvoir pour arriver, avec la 


file entière « “ dans un plan a*r= const. voisin de x rr 4 r 0 . Et 
comme il en sera de même de proche en proche, ou que la courbe 
décrivante aura sans cesse devant elle une voie ouverte par Téquatiou 
(i) [sauf les cas de valeurs f(x,y t u, ...) imaginaires ou infinies], la 
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nurface « = F(j?,/) scia possible, à partir d'une première coupe 
u* "“?(/)» tracée arbitrairement (au moins entre certaines limite-*) 
dans le plan x =rx x Q . 

11 est clair que, s'il figurait dans le second membre de (i), outre x 
et y, d'autres variables ind«*-pendantes z, ..avec des dérivées quel¬ 
conques de u par rapport à ces variables, soit seules, soit mêlées à y % 
les valeurs de u initiâtes, ou correspondant à x *r 0 , constitueraient 
ensemble une fonction arbitraire de la forme *( y, z, ...), au 

lieu de // 0 = ?(y), et que l'équation (1) continuerait à définir, de 
proche en proche, une certaine manière possible de faire varier u en 
fonction de x y pour chaque groupe fixe de valeurs de /, 3, .et 
presque de meme pour des groupes très voisins, de manière à com¬ 
poser, en accord avec l'équation (1), une fonction u ” \'(x t y, z, . 
continue non seulement par rapport à x, mais aussi par rapport a r, 
z , .... Ainsi, toute équation aux dérivées partielles . du premier 
ordre par rapport « la variable indépendante principale x, admet 
une intégrale générale\ dans laquelle les valeurs initiales de la 
quantité à déterminer u constituent une fonction arbitraire des 
autres varia Oies v, 3, .... 

Cette intégrale générale est d'ailleurs unique ; car, en nous bor¬ 
nant, par exemple, au cas des deux variables a i ,v, si, pour une cer¬ 
taine valeur x de la variable principale, deux fonctions distinctes 
//, U devenaient possibles, on aurait, pour les valeurs suivantes, 
jusqu'à une autre très voisine x •!- s, non seulement 1 équation (t), 
mais encore celle-ci 


» '* > 


d C 
doc 


: j ff r/i; d* u \ 


et, par suite, la différence d'abord nulle U — u aurait sa dérivée en a 1 
donnée par la relation 

d( U — mi ,1 dii d* U \ ,( du d*n \ 

« J ’ —& . ~~ f K' y ' L< <ty' d?"-')-*{*•?' "•</?’ dj*’ •••/• 

Or, sauf pour des systèmes spéciaux de valeurs des quantités x, v, //, 

du d*u . ♦ 1 

dy * ~dÿ* * " # 1 et aussi des ra PP 0| * ls 


ü — « 


dy 


u ) 

-, 


1 d* ( L' — « » 


U-u 


dy* 


qui ne peuvent devenir qu'exccplionnellement infinis, la fonction 
/ n’éprouve, quand on y change «, en U, qu’une 
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variation comparable à {' — u, Donc, en général, le second membre 
de ( 3 ) est de l’ordre de U — «, ou reste inférieur (en valeur absolue), 
pendant que x croit do s sans que y varia, ou produit d’une quan¬ 
tité finie K pur in dernière valeur de ia différence, d abord nulle et 
croissante, l — w. Alors l'équation ( 3 ), multipliée parr/u? et intégrée 
dans tout l'intervalle t, donne évidemment 


< 4 > 


l — u < K( V — « it ( en valeur absolue'), 


illégalité impossible quand U—« diffère de zéro, à cause du coef¬ 
ficient infiniment petit K % de U — a dans le second membre. Donc 
cette (inférence U — a s’annule; et la solution u ~ F(j\ y) reste 
unique, en dehors des circonstances exceptionnelles indiquées, les 
seules , qui, par conséquent , rendent possibles des bifurcations et 
des intégrales singulières . 

Celle théorie s’étend d’eile-méme au cas d’équations simultanées 
du premier ordre 


( j ) 


i rf« - / f du f/c d 1 u d*v \ 

' e/y e/y t/yt ety *’ J 

I </*' , i etu clv f/ : Il \ 

I -/«l • «.. ,,y j- y > (fr i>-■•)> • • • 

%■ * * / 


oii plusieurs surfaces « = F, (x } j) f <*=: F 4 (x, /), ... sont tracées à 
lu fois par tout autant de courbes d’un même plan mobile xr=:coji$t.. 
chaque point décrivant avant é tout instant sa direction, définie par 

grp* ou par^> »**, sous la dépendance des autres, situés au-dessus 

ou au-dessous de lui, et même des circonstances de forme qu'y pré¬ 
sentent les courbes génératrices. Mais il est évident qu’alors Vêlai 
initial comprend autant de fonctions arbitraires 


qu’il y a, dans le système ( 5 ), d’équations ou d’incotinuc.s «, r, ...: 
et il est clair en outre que, s’il ne s’agissait pas de simples surfaces, 
ou qu’il y eût plus de deux variables indépendantes 4% j, ecs données 
initiales comprendraient des fonctions arbitraires w a = <p(y % 3,. 
r 0 = •{*()', 5, ...), ..., de toutes les variables indépendantes autres 
que la principale, x. 

Or on voit de suite qu’une équation du second ordre , de la forme 

/• «,/>, q,s,t}, 

011 fit ( h r t s * * désignent, suivant l’usage, les dérivées respectives, 
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,A i 


.. . T du (tu d*u tft u d* a , 

premières et secondes, y > * ]^ v > jy » équivaut, eu y re¬ 

gardant p comme une fonction distincte, aux deux, équations simul¬ 
tanées du premier ordre 




<lu 

7 l 7 ~ P> 


dp *{ dit dp d* u \ 

7u “ A r ' y ' " /'• wy’ iï> ip) 


Donc elle admettra une intégrale générale, ou une expression de «, 
dans laquelle on pourra se donner arbitrairement la coupe «„ = (y) 
de la surface u n F(;r,y) par un premier plan ,/* — .r 0 normal aux x 
et, tout le long de cette coupe, in pente p 0 rr.ty(r) de la surface sui¬ 
vant /es plans verticaux perpendiculaires r = consl., pente ache¬ 
vant d’y déterminer la direction du plan tangent* ce qui revient, en 
définitive, à se donner les deux coupes de la surface a r— F(j*,y) par 
deux plans infiniment voisins normaux aux a\ 

On réduira de mémo bien des systèmes d'équations d'ordre supé¬ 
rieur à des systèmes d’un nombre plus grand d’équations du premier 
ordre par rapport « une variable principale x ; et celle réduction 
montrera que leurs intégrales générales contiendront assez de fonc¬ 
tions arbitraires, pour permettre de se donner à volonté, en y, 
les valeurs initiales , ou relatives a des fonctions inconnues 

proposées w, r, ... cl de toutes leurs dérivées directes, par rapport 
à ./*, d’ordre inférieur, pour chaque fonction, à In plus élevée en x 
qui paraisse dans les équations. Les systèmes dont il s'agit sont ceux 
oii ne figurent pas des dérivées obliques, c’est-ù-dirc mixtes , de //, 
ou r, ..., qui, prises une ou plusieurs fois en c, le seraient, 
en outre . par rapport à x } autant ou plus de fois que ne le sont, dans 
les équations, les dérivées directes en x les plus élevées des memes 
fonctions «, ou r, .... 

133*. — Des cas ou soit une variable désignée, soit même aucune des 
variables figurant dans les équations, ne peut jouer le rôle de va¬ 
riable principale. 

S’il n’en était pas ainsi cl que, par exemple, la dérivée directe la 
plus haute de u en x, paraissant dans une équation unique donnée, 
n’indiquât pas un nombre de différentiations supérieur à celui qu’im- 
pliqucrait, par rapport u x seul, quelque dérivée oblique y figurant 
également, l'interprétation de l'équation ne pourrait plus se faire de 
même et ne comporterait pas le choix de x comme variable princi¬ 
pale. 

Supposons, en cflel, pour fixer les idées, que, dune manière 
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absolue (ou indépendamment do la considération de toute variable 
principale), une telle équation proposée soit du second ordre, c'est- 
à-dire contienne uniquement avec jt, /, u et les dérivées premières 
Pi V de u (quantités qut pourraient aussi y faire défaut), les dérivées 
secondes /\ ,v, l de «, ou, du moins , rime d'elles. Pour être comprise 
dans le cas qu’il s’agit d’étudier, elle devra manquer de In dérivée 
directe /*, laquelle se trouve prise deux fois par rapport à x t savoir, 
plus que ne 1 est, en .<■, la dérivée oblique s, Alors, résolue par rap¬ 
port à celle-ci, l'équation sera de la forme s u, <y, t,p) ou 


df) J du d i u \ 

<iy - J v' r ' <if T/r * * f j- 


On ne pourra plus, pour x ~ ,r u , se donner arbitrairement Ja pente p 
<les trajectoires y' = const. décrites par les divers points de la courbe 

«—?(/) génératrice do la surface ; car on voit que l'équation (8), 

, du (Pu . . ... 

ou /*, ~^y t seront les fonctions connues ?(/), y (y) et y (y), dé- 

linira cette pente p de procite en proche, dés qu’on la connaîtra pour 
une valeur spéciale de /, par exemple sur un certain plan y -- r„ 
parallèle aux zu\ Le meme fait se produisant à partir de toute 
abscisse w atteinte par lu courbe génératrice, il est clair que l'inté¬ 
grale générale comportera, comme fonctions arbitraires, d'une part, 
les voleurs initiales u 0 ^.^{y) de l'ordonnée sur le plan primitif 
JP = jr 0 normal aux ./•, mais, d’autre part, les pentes successives 

d 2 - 0X1 P sur P Ian y — y • ® ori,,a l aiu y » ce qui revient à se donner 


à volonté les (leur coupes # = *(/) et de (a surface par 

res deux plans rectangulaires. 

Kl Ion voit même que, si l’équation (8) ne contient pas /, ou que, 
dépourvue de toute autre dérivée seconde que la dérivée oblique a\ 
elle soit de la forme elle n'admettra pas plus le 

choix de / que celui de x pour variable principale, et ne pourra s'in¬ 
terpréter simplement qu'au moyen de cette sorte de partage, entre x 
et r, des données initiales nécessaires pour construire la surface. 

11 est clair, au reste, que, soit dans ce cas, soit dans les autres, les 
fonctions arbitraires inhérentes ii l'intégrale générale pourront encore 
se déterminer par des conditions plus complexes, c’est-à-dire ne se 
rapportant pas à des valeurs constantes ou de x, ou de /, pourvu 
toutefois qu’elles constituent l’équivalent des précédentes, ou leur 


soient liées et aient la même étendue. Par exemple, au lieu d 1 as¬ 
treindre ta surface ù avoir une coupe donnée, ~ ?(/), par un plan 
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x — »r tt normal aux ^ ou d'y admettre de* plan* tangent* affectant 
de» directions données! on pourrait i astreindre à contenir une cer¬ 
taine courbe, ou à admettre, le long; de cette courbe, certains plan* 
tangents; etc. 


421*. — Description des surfaces définies par une équation du premier 
ordre, au moyen de courbes, dites caractéristiques, ne dépendant que 
de cette équation et de données relatives à leur point de départ. 

Supposons d'abord qu'il s’agisse d'une seule équation du premier 
ordre f(x, y, u, p, q) m o, à deux variables indépendantes æ, y, on, 
sows forme géométrique, d'une surface ;F(»r,y'), à construire au 
moyen de celte équation et de la coupe u Q r- '«(y) de la surface par Je 
plan j’ Cette coupe est supposée la première position d'une 
ligue déformuble qui, contenue dans un plan mobile normal aux .r, 
trace la surface demandée» Or, pour arriver plus aisément à la notion 
de l'intégrale générale, nous avons fait décrire à ses divers points des 
trajectoires parallèles aux de sorte que la coordonnée y'de chacun 
restât invariable. .Mais il est clair qu'ils ne traceraient et définiraient 
pas moins la surface s'ils se déplaçaient en meme temps sur la ligue 
génératrice, dans une proportion qui donnerait à leurs trajectoires, 

projetées sur le plan horizontal, des coefficients angulaires ~ ~ quel¬ 
conques. L’avantage de ce mode de description de la surface par des 
courbes obliques (et non plus parallèles) aux zx, sera justement 

dans l’indétermination du rapport Car on en disposera, s'il e>l 

possible, de manière à rendre le tracé tout entier de chaque courbe 
déterminable de proche en proche au moyen de données ne se rap¬ 
portant qu’à son point de départ et impliquées dans la fonction arbi¬ 
traire = ?(/), sans recours, le long du trajet, à aucune autre 
propriété de la surface que l’équation même/(.r,y, u,p t q) = o. Ces 
ligues pouvant se construire directement, le problème sera résolu, 
puisque la surface cherchée résultera de leur association. 

On appelle caractéristiques, de telles courbes, dont l existence 
ramène, comme on voit, l'intégration cle l'équation a tue dérivées 
partielles /(.r, y } //, p, q)^z o, à la construction d'une famille de 
lignes d'une orientation définie de proche en proche, c’est-à-dire ù 
l'intégration d'un système d'équations simplement différai lied tes* 
ou comportant une seule variable indépendante *r. 

Dans le cas d'une équation unique f(x t y, u,p t //) r— o, il y a tou¬ 
jours, effectivement, une famille de caractéristiques. On l’obtient en 
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cheminant, a partir de chaque point suivant la direction 

pour laquelle les deux projections dx, dy de l'élément de chemin du 
parcouru sont entre elles comme le* deux dérivées partielles en p et 
</ du premier membre de l'équation proposée f{x, r» ti 9 p 9 y) =0, 
dérivées qui constituent deux fonctions connues de x, y, u, p, y, et 
qui ont par suite, en elmqiio point delà surface tt = l'(x t y), un 
rapport déterminé. Si Ton observe, eu effet, que* Je long du trajet 
ainsi défini, les variations élémentaires du, dp, dq, éprouvées à 
chaque instant par l’ordonnée u et par ses deux dérivées partielles p, 
q, ne cessent pas d’avoir les expressions 

du -- p du* ~r y dy, dp -- /■ <(jc *+* s dy, dy — S du* -- 1 dy, 
il viendra aisément la proportion continue 


< d' r /(/ __ du _ dp d<] 

“ 4 L ‘ ACZ 'Æ " 'M I 74 Z *“ 74 TT 4 C 

dp ihj ^ dp 1 ^ </<y f//v ' " rfy r//> </</ 

Or l'équation/(*r, y, a,p,q) r=o, continuellement vérifiée quand on 
se meut sur la surface parallèlement ou aux zx ou aux zy , peut être 
dilïêrenliée soit en x f soit en y, et donne ainsi 

. df t df df df df df df df , 

( ici \ **- n -h -- r Hr~ y r- «, -y- -y-y ->• -y-s ~~ -y- / = o; 

«.r «« «// f/y r/;' r/« * dp df/ 

ce qui permet d’éliminer des dénominateurs des deux derniers rap¬ 
ports (9) les dérivées secondes r, s , / de u, en substituant à ces dé¬ 
nominateurs leurs valeurs tirées de (10), 

et -JV-rAC). 

\de P du) \dy 1 du j 

Mais, si Ton observe même que l'équation f(x,y, u t p, r/)~o con¬ 
tiendra toujours au moins une des dérivées p , y, savoir, la dérivée p 
(à laquelle on aura pu donner ce nom grâce au choix de la variable 
correspondante pour la variable principale x), lu résolution de celte 
équation par rapport ù p et la substitution à p, dans les dénomina¬ 
teurs de (9), de sa valeur obtenue, rendront inutile, dans la propor¬ 
tion multiple (9), le rapport où figure dp. Ainsi, écrivons seulement 
l'ensemble des autres, dont les dénominateurs seront dés lors des 
fonctions explicites ou connues de ,r, y, u, y; et nous aurons 


dx _ dy __ du __ dq 

- —jjr — ( y 77/7 * 

dp d,, ‘‘ dp+lij ~~ \ dy ~ r ® du J 
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On voit que le» rapports '-3 seront bien, ie long des courbes 

suivies, des fonctions parfaitement explicite* de x, r, a, y, oti (|ue 
les relations (n) constitueront trois équations différentielles simul- 
tanées, propres à donner, par leur intégration, les inconnues y, a 
et //cri fonction de*ret de leurs valeurs initiales (c’est-à-dire rela¬ 
tives à * ™r Q ), q»« j appellerai /„, « v , 7,, Or «, et ?» sont connue* en 
fonction de j' y , car w 0 ~ ';(/<,) et r / 0 rx ÿ(y # ). Donc, en particulier, y 
et </, fonctions de a\y Vi ^ (v 4 ) et s/(v„), ne dépendront finalement 
que de x et de >*<,» cette dernière variable y figurant à titre de para- 
mètre distinctif de la caractéristique considérée ; et l’élimination de 
j y , entre les deux équations ainsi obtenues pour/ et «, fera connaître 
le lieu de ces caractéristiques, c’est-à-dire la surface mémo, dont ou 
aura ainsi, en .r, y et w, l'équation, intégrale générale de la proposée 
/(■*'«.>•, u>p>q)=zo. 

C’est Lagrange qui a réduit à l’intégration des équations difleren- 
déliés (il) celle de l'équation aux dérivées partielles du premier 
ordre ù deux variables indépendantes; et il a opéré celle réduction 
«près eu avoir reconnu une autre analogue, plus simple, dont nous 
nous occuperons bientôt fp. 333 é ), pour l’équation du premier ordre, 
u un nombre quelconque de variables, linéaire par rapport aux 
dérivées. 


— L’intégration d’nno équation aux dérivées partielles du premier 
ordre se réduit toujours à celle d’nn système d’équations différen¬ 
tielles. 


Mais étendons d’abord les raisonnements qui précèdent au cas d’un 
nombre quelconque de variables indépendantes x> r, z, .de trois 
par exemple, Soit alors 


A*0’> -, «/M/t r) -o, 


l’équation proposée, où r désigne, non plus, comme ci-dessus, une 
dérivée seconde, mais l’analogue de p, </, c’est-à-dire la dérivée par¬ 
tielle en z de la fonction inconnue «. D’ailleurs, x étant encore la 
variable indépemlanle principale, nous nous donnerons arbitrairement, 


pour x .t_- x 0 , les valeurs initiales n 0 de «, en fonction des autres 
variables v, s, sous la forme «, = *(/, 3). Partant ainsi de x r- x 0 
et de valeurs quelconques y 0 , de /, 3, pour lesquelles //, //. /• seront 


"• ~ ?0'«» «•)» ‘lo — lyjy «h Vb 'o *= ?':,(/(!» 5 0 ), 

nous grouperons l’ensemble des valeurs de //, //, r en séries linéaires 
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qui soient l'équivalent analytique îles ca ravier htuptes tracées tout à 
l'heure sur la surface u :*.:F(x, y), ou dont chacune puisse se calcu¬ 
ler séparément de proche en proche» sans autres données que l'équa¬ 
tion meme /-= o et les videurs initiales n 0 , r 0 , propres à la série ou 

suite considérée, .Nous réglerons, pour cela, les changements élémen¬ 
taires dj, dz dey, $, changements, entièrement disponibles» éprouvés 
pendant que x variera de (U\ de manière que </x, </>*. ch soient sans 
cesse entre eux comme les dérivées partielles en />, <y, r du premier 
membre /de l’équution (la). Alors, vu l’identité de dérivées obliques 

comme -7^— et — * 1 '*— * la marche qui a conduit aux relations (a). 
c/(r,z) dx 1 ^ 

(lu) et (11) donnera, pour évaluer à chaque instant les rapports 
—-— -j- -- -— > la multiple proportion 




i/r 

i/r 

</j 

<i« 


rf/ 

” /</; 



rf/ 

<> 

î /7 

(//■ <//> 


dr 



rl, j 

ttr 



i 

>'if W\ “ 

. . 

77/7T 1 


-( 



' ;/«/ 


u‘i) 


dont les dénominateurs ne contiendront que »r, r, 5, //,r/, r après éli¬ 
mination de p au moyen de l'équation (12), Donc l’intégra lion des 
équations simultanées (i 3 ), simplement différentielles, déterminera 
les quantités y, z t «, 7, r en fonction de x et de leurs valeurs int- 
liales/o, s„, ?(?„, s«), •*,,(?<» ?'*,(.)'«,«,)• Kt Ion aura, en parti- 

eulier, pour r» s, «, trois expressions de culte nature qui, par un 
choix convenable dey q , z 9t permettront à y et à z d'atteindre telles va¬ 
leurs que Ton voudra quand x atteindra aussi une valeur quelconque 
désignée a l’avance : alors la valeur correspond a nie de u sera connue 
et, pur conséquent, celle fonction u de x, y, z se trouvera formée, 
quoique d'une manière encore implicite. Il ne restera, pour l’avoir ex¬ 
plicitement, qu’à éliminer y 0 et z 0 entre les équations trouvées, expri¬ 
mant 7, z et 11 au moyen dey 0 , z 0i *(y„, z 9 ) et V, v 
Le détail des calculs variera suivant la forme sous laquelle se pré¬ 
senteront les intégrales du système (1 3 ), Supposons, par exemple, que 
l’inlégrution ait introduit justement comme constantes arbitraires les 
valeurs initiales des fonctions y, w, <7, /•, savoir, y q , z^, u 9 ou 
î(/*f 5 t ), 7o ou Ÿr.OWo)» r # ou et que, par suite, les 

équations intégrales, sous leur forme normale, soient 

( f , j V /- « -01 L “ ?(/o, «oh 

( Q = «V.O'oi -«), u = -oh 
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ii.î 4 


oi» V, 7* f U, O, H désignent des fondions connues de jt, y t z, «, y, t\ 
On éliminera immédiatement /<> et v g eu portant leurs vuleurs Y, Z 
dans les trois dernières équations, ce qui donnera 


( if» ) 


V î- 'fi Y, Z >, Q - < y, Z K n - ? i(Y, Z I ; 


«près quoi, il suffira de substituer, dans lu première de celles-ci, les va¬ 
leurs de y, r tirées des deux dernières, pour avoir,entre ,r f y t 5 et (/, l'in¬ 
tégrale cherchée de réquation (1 a ). Mais celte élimination de y, /• entre 
les trois relations (i 5 ) devra évidemment être recommencée pour 
chaque forme de lu fonction arbitraireo, avec laquelle changeront les 
deux dérivées y* et, par suite, les expressions de y, /• résultant des 
deux dernières équations(i 5 ). 


4stG*, — Forme plus simple de l’intégrale, quand l’équation est linéaire 
par rapport aux dérivées de la fonction inconnue. 


Heureusement, les fonctions Y, Z, l’ ne contiennent que «r, i\ s, «. 
et réümimiliou de y,/‘devient inutile, quand l’équation proposée (i;t) 
est linéaire par rapport a tu ;• dérivées partielles p, y, /* </c la fonc¬ 
tion inconnue, c'est-à-dire se trouve de la forme 


( 1 G; K// -h by -+* M/* — -N — o, ou K/^ -r hy -r Mr ^ X, 

K, b, M, X désignant des fonctions données de .r, r, 5, //. Alors les 

dérivées de son premier membre en //, y, /‘sont respectivement K, L, 

te t r te 

Al, et la somme p ^ +7 ^ 4- /‘Régale X, d’après (iG). Donc la 

proportion multiple (t 3 ), réduite à ses raj>port$ contenant d.c, dy, 
dz, du , devient 

dr dv dz dit 

K “ t; “ M ■" N ’ 


et elle équivaut à un système d’équations différentielles simultanées, 
en j, v, *c, w, sans que y ni /* y paraissent. Par suite, si l’on peut en 
obtenir les intégrales Y =r v 69 7 *~IJ = « ol il suffira de porter, 
dans la relation // M = v(r 0i v 0 ), les valeurs U, Y, Z de w tf , y 0 , Socu 
fonction de x t r, 5 et //, pour avoir l'intégrale générale cbercliée 
U= ? (Y # Z). * 

On voitqu’alors les dérivées partielles de la fonction arbitraire •z 
n’auront pas à figurer, dans le résultat, à côté de la fonction o elle- 


même. 

Concevons, pour plus de généralité, qu'on mette les intégrales du 
système (17), affectées de constantes arbitraires quelconques c t , c it 



33»* ÉQUATION A\'X DtUlV. PART. t»l* PKflM, OllDllKt UN» PAU RAP P. AL\ UÉMY. 

i\> sous la forme 

<l<; $1 (•*»/* *•«!«*»* 5,<#»rrr*, «) = *«. 

Comme les constantes précédemment considérées r 0 , s 0 , n ü , valeurs 
initiales de y t //, seront certaines fonctions de c,, <•*, r 3 , lo relation 
arbitraire -zv{y 9> 3 y ), établie entre les premières constantes, en 
deviendra évidemment, par élimination de </<>,/(,» s 0 , une autre, non 
moins arbitraire, entre r lt c t1 t* 3 ; et, en substituant, dans celle-ci, à 
<*i, c it c 3 leurs valeurs (18 ), on aura, pour intégrale générale, 

(iy > ^ s= une fonction arbitraire de <%, ty î% 


C'est, du reste, ce que Ton peut reconnaître directement. Les deux, 
premières (îS) sont, en effet, deux certaines relations entre .r, y, z et 
tty ou, par suite, entre y et z (vu que « est censé lui-même fonc¬ 
tion de #, jr, v). Elles définissent donc le mode suivant lequel ou fuit 
changer y el z en fonction de »r, ou suivant lequel on fait varier si¬ 
multanément v?‘, y et z* Or, alors, la troisième ( 18) signifie que ce 
mode de variation de x, y % z implique, avec les fonctions u dont il 
s'agit, la constance de<jf 3 (u?,y, z } «). Prises ensemble et appliquées à 
la question considérée, les trois relations (18) expriment ainsi que 
ne peut pas varier dès que et | 4 restent invariables. En d’autres 
termes, l’équation aux dérivées partielles (lü), dont ou a tenu compte, 

dans (17), en égalant le dernier rapport aux précédents, impose à la 


fonction a la condition unique de vérifier la relation (19); et encore 
ne l’y astreint-elle, bien entendu, que dans la mesure oii ce système 
(17) ne peut pas être satisfait en dehors des relations (18). 


427*. — De quelques oas où Ton sait ramener l'intégration d'un système 
d'équations aux dérivées partielles du premier ordre à celle d'équa¬ 
tions différentielles; systèmes de Jacobi, linéaires par rapport aux 
dérivées. 

Quand on donne plusieurs équations aux dérivées partielles, entre 
des variables indépendantes u i t y, z, .des fonctions inconnues 
a, r, ... (en même nombre que ces équations), et leurs dérivées pre¬ 
mières, supposées même, pour plus de simplicité, n’y entrer que sépa¬ 
rément, savoir, seules, celles de </, dans la première équation, celles 
de e, dans ta deuxième, etc., le système ne peut généralement plus 
s’intégrer par réduction a des équations différentiellcs, du moins tant 
que l’on prend rf*r, (ly ) <iz t ... proportionnels aux dérivées partielles 
des premiers membres par rapport aux dérivées premières en s t y , 
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s, ,,, des diverses fonctions inconnues ; car ces dérivées respectives 
des premiers membres ne sauraient généralement avoir entre elles les 
mêmes rapports, dans toutes les équation*. Considérons, par exemple, 
un cas des plus simples, celui de deux équations du premier ordre, 
contenant uniquement, la première, x, /, u et les deux dérivées par¬ 
tielles p, q de u, la seconde, x,y t r et les deux dérivées partielles 
analogues de r. Les modes de variation de x et y qui conviendront 
pour les intégrer chacune à part ne seront d’accord tous les deux (pie 
si les caractéristiques des deux surfaces ayant respectivement u et v 
pour ordonnées admettent les munies projections sur le plan des crr; 
et, par conséquent, l'intégration des deux équations à la fois , au 
moyen d'un ensemble unique d'équations différentielles formé d'après 
la maniera connue, ne sera possible qu'exceptionnellement. 

Les systèmes les plus simples où s'opère la réduction dont il s'agit, 
signalés par Jacobi, ont, en se bornant, pour fixer les idées, au cas de 
trois variables indépendantes x,y, s et de deux fonctions inconnues 
n y r, la forme suivante, linéaire par rapport aux dérivées de «, r f 


du .. du du v du v du du v 

t H» ) X -r- Y -y- -i- Z -7- î= l>, \ 

dx dy dz dx dy dz 

X, V, Z, U, V désignant des fonctions données quelcontjues de x, y t 
s, u, c». Les dérivées des premiers membres par rapport aux dérivées 
soit de Uy soit de r, sont X, V, Z. Il y a donc lieu défaire varier simul¬ 
tanément x, y y z de manière que les changements dx, dy, dz soient 
proportionnels ù X, Y, Z. Les accroissements correspondants de u et 

de r le seront évidemment eux-mêmes à X -f- ^ Y 4- ^ Z, et à 

X 4- .,., c'est-à-dire, d'après («0)* à U et à V; en sorte qu'il vien¬ 
dra la suite de rapports égaux 


dx __ dy __ (h du du 

X “ Y “ Y ~ TT ~ V * 


C'est un système d'équations différentielles en y, z, « et r, dont 
l'intégration déterminera ces quatre fonctions de# et de leurs valeurs 
pour ou initiales, y*, x? 0 , «<>, «V Or u», t» 0 égaleront deux 

fonctions arbitraires données, ©(/ 0 , z 0 ), ’Kjo» s 0 ), de / et z. Si donc, 
en intégrant le système (ai), nous introduisons, par exemple, comme 
constantes, ces valeurs initiales, ou que, E, F, G, II désignant des 
fonctions déterminées de x, y, z, u , r, nous obtenions les intégrales 
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générale* de (21) sous la forme 

( ) K r G — « 0 , 11 ~ v 9 , 


celles des deux équations proposées (a 1), fournies par I élimination un- 
médiate de v», «•„ entre (as) et «„ = <?(/„ ï„), <•„ = ■}-(/„, î»), 

seront 


(ai ) 


G — s(E, Vu U F». 


£28*, — Exemples de l'intégration d'équations du premier ordre, 
linéaires par rapport aux dérivées de la fonction inconnue. 

Donnons maintenant quelques exemples de l'intégration d équations 
du premier ordre, en commençant par celles qui sont linéaires relati¬ 
vement aux dérivées. 

Le premier et le plus simple, d'une utilité fréquente, sera 


f*l; 


p — ag ~ o ou 


du tl u 
d v v a dy 


0. 


Les coefficients des deux dérivées p t q étant i et — a> on prendra 1Lv 
et dy proportionnels a ces deux constantes; et, vu la valeur zéro du 
second membre de ( 2/j ), le système (17) deviendra 

. . v , dy du 

( 2 >) dx “ _ -- — ; »IU dy -h adx — o, du =; u. 


Il vient, par une intégration immédiate (en choisissant finalement 
■<o = «)» 

y -h ux r= const. î= u — const. =■= 

<1*01*1, a cause de u lt zz-:^{ / p ), 


<*«) 


u — y(y *1- ax). 


Kflèctivement, cette expression f(r ~t~ a.r) de u, donnant/; — aÿ, 
qr~ Ÿ f , satisfait à (a.'j) et, de plus, pour *r-"o, se réduit bien ù la 
fonction arbitraire voulue o ( y ), 

L'équation (a/j) se complique un peu quand son second membre 
devient une fonction quelconque /de x et de/, ou que Ton a 


f* 7 ) 


du du 
du? a dÿ 




Alors le système (« 5 ) est remplace par celui-ci, 


(aB) 


duc = 


dy _ il u _ « 

— « “ 7 <*Tr) # 


ou 


-h a cfc = o, du—f{#,y)dx\ 
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et, lavant-demi ère équation donnant encore y •+• ax ce qui 

change la dernière, par J élimination de r, eu 

du * - f{ r, yif *- <tu •; dr y 

il résulte d’une intégration immédiate, effectuée i\ partir de x rr: o et 
de -?0*o), 


<*<«p 


n — *()\) f /(*v 0 ~ «*\) </;/% 
« '« 


Changeons enfin, sous le signe /, Je nom de la variable d’intégra¬ 
tion n\ en y mettant, par exemple, { au lieu de æ, «fin de pouvoir 
remjilacer ensuite, sans crainte de confusion,^ par sa valeury-f-n^ v î 
nous aurons l'expression cherchée de u, 


('h») 


/*■*“ 

tt~*ir~ ar) J /($ t /-r-<U'-(/î)f/î, 
* *> 


Ou remarquera que son dernier terme est la solution particulière 
de (27) pour laquelle <p( r- 4 - <*u ) — o; de sorte que cette expression 
générale ( 3 o) de tt égale la somme d’une solution particulière de 
l'équation (27) proposée, ou avec second membre, et de la solution 
générale <p( r -i-tf.r) de la même équation prise sans second membre, 
ou réduite à ( ‘i?i )♦ Ce fait, qu'on généraliserait aisément, provient, 
comme dans les équations différentielles linéaires, de ce que l’équa¬ 
tion (27) est effectivement linéaire, c'est-à-dire ne contient u ni 
dans son second membre, ni dans les coefficients des dérivées de a 
qui figurent au premier. 

Soit actuellement, comme troisième exemple, l'équation, que 
j'emprunte à la théorie des régimes graduellement variés des cours 
d’eau (*), 


no 


(ht vl y du 3*5 du 
dx a dy^~ p dz 


où a, jl sont deux fonctions quelconques données de r seul et a', (T leurs 
dérivées premières. Le système (17) est, ici, 


( 3 * ) 


dr - * ^ — ft dï _ € {a 

<J ~ Ity " ;vo 77’ 


c'est-à-dire, en égalant au premier membre chacun des suivants, et 


0) Voir mon h'ssai sur in théorie des eaux courantes, {$$ XI cl XL, pp. 9 ; 
et 

Ji. — II. Partie complémentaire* ji 
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observant que % f dx f dx sont respectivement d%, d\l r 

(TJ ) x dy ~ y (h i~. u, JJ dz — z d} ~ o, du o. 

Les lieux premières, qui définissent in manière dont en fait varier 

simultanément .r, v et 5, reviennent ii poser d £■ =o,f/ 7 “ 0 , ou à 

et ,1 

laisser constants les deux rapports ^ ; et la dernière, du rz o, ex¬ 

prime que u ne peut plus dés lors varier lui-même. Il dépend donc 
uniquement de ces deux rapports, et l’on a, ? désignant une fonction 
arbitraire. 


Oii 


( r z \ 


Un quatrième exemple nous sera fourni par le théorème d’Euler, 
relatif aux fonctions homogènes. D’après ce théorème (l. 1 , p, 
une telle fonction u de ,r, y t 3, et dont le degré d’homogénéité est //1, 
vérifie toujours J’équation aux dérivées partielles 

du du du 

{3 j ) 


du du 

*3 + 


Mais on peut se demander si les fonctions homogènes sont les seules 
qui y satisfassent. A cet effet, intégrons réquation ( 35 ). Le système 
(17) sera 

dx dr dz du 

( 30 ) — - = •—’ “ - “- t 

t y z mu 

c’est-à-dire, par la comparaison du premier rapport à chacun des 
suivauts: 


♦ / 2 % a 

O; ) (/- = o, d~ = o, x m du — umx**—* dx = 0 ou d~^o. 
x x æ m 

Or ces relations, à part celle où figure «, définissent la manière 
dont on fait varier æ, y f z et expriment que toutes les variables y 
conservent leurs rapports mutuels. Donc la dernière, montrant que le 

quotient est alors constant, prouve que l'équation proposée (35) 

impose au quotient ~ l’obligation de ne varier qu’avec les rapports 

mutuels de æ, y , 5. D’après la définition même des fonctions homo¬ 
gènes (t. 1, p. m 4 ), cela signifie justement que u est la fonction 
homogène de#,/, z la plus générale du m litnv degré, ou a l’expression 
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Enfin, comme dernier exemple d’une équation linéaire pur rapport 
aux dérivées de w> traitons un cas simple, oh la marche à suivre est 
évidente indépendamment de la théorie qui précède (p. 333 *) et se 
trouve conforme à ses indications, de mauiérc tt en contrôler la jus¬ 
tesse. C’est le eus ou l'équation ne contient qu'une seule des dérivées 
p , </, /•, savoir, par exemple, la dérivée p en *r, et où on l'a résolue 
par rapport à cette dérivée, Soit donc 


« 9 ) 


du r 

fa 


la relation proposée. Il est clair qu’en y laissant y et z fixes, ce sera 
une simple équation différentielle, dont nous pourrons écrire l’inté¬ 
grale, sous forme normale, F(d?,/,$, u ) ~c, Mais c y désigne une 
quantité constante en ce sens seulement, que l’équation ( 3 q) l’astreint, 
en général, à ne pas changer avec #, tout en la laissant libre de rece¬ 
voir des valeurs différentes quelconques pour des groupes différents 
de valeurs de r et z, Donc on satisfait à (39), de la manière la plus 
générale possible (aux solutions singulières près), en prenant c = une 
fonction arbitraire « de / et z, c'est-à-dire en posant 


((«) 


9 , m) *=?(/, *)• 


Or c’est précisément ce que donne, appliquée à (39), la méthode 
générale ; car Je système (jy) y devient 

(40 dx ~ -- sr — ss -——- ou </i’s±o, c /5 ~o, </«— /dr=o; 

et il a pour intégrales /=c t> 5=c*, F(jr t /,5, m) = c ou=c 3 : 
d’où résulte bien, d’après (18) et (19), l’intégrale générale (4o), 


429** — Exemple d'une équation non linéaire: surfaces développables, 
ou enveloppes d'une série de plans; enveloppe d'une suite de sur¬ 
faces, etc. 

Prenons, pour exemple d’une équation non linéaire aux dérivées 
partielles du premier ordre, la relation simple q = /(/>), ou 

U») 9—flp)** o» 

dans laquelle/ désignera une fonction donnée quelconque, et p t <7 les 
deux dérivées partielles en ,r et / de l’ordonnée « d'une surface» Les 
dérivées du premier membre de („fa) en /j, #/,/, « étant respecti¬ 
vement — f f (p)\ 1,0, 0, le système (11) [p. 33 o*] des équations dif- 
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fO reiit telle s « intégrer sera, vu l'égalité de 7 â /(/>), 

f . dr . tiu du 

■' ~f'\p) ~ tJr ~ — ■ /(/') ~ *« ’ 

où il faudra se représenter/? remplacé par sa valeur déduite de (.'pi). 
Or ce système devient, pur 1« coinpuruison, au premier membre, de 
cliacuii des suivants : 

(4î) dyrdu snjt dx—pjj-) (b —p dr+f ( /?)r(r, rfpo, 

La dernière montre que la dérivée 7 et, par suite, d'après la 
dérivée p, restent invariables le long des caractéristiques suivies. 
Celles-ci ont donc pour équation p = coust., ou 7 ~ eunst, ; et, alors, 
les deux premières relations (44) sont immédiatement intégrables. 
La seconde, écrite du — pdæ ~ o, ou même (à cause de 

<(P = o) 

(45) </[« — pr — J\p)y \“ o, 

signifie que, dans les surfaces proposées, l'expression 

u~-px~-f\p) Y 

se maintient constante en même temps que />, ou ne peut changer 
7 u*en fonction de p, Appelons donc f(p) une fonction (indéterminée 
jusqu’à présent ), et il viendra u —pje — J\p)y = ?(/>), c'est-à-dire 

( 40 ) u 

Or cette expression générale de «, diflérenliéc en æ, sans faire va¬ 
rier y*, mais bien p en tant qu'il dépend do æ, donne immédiatement 

p « P ■+• [rHrf'\ P ))’ -trÿtp) J ~j[y 


et, par suite, grâce â des réductions évidentes, 

(47) ors #-T -fij>)y-ir*'iph 

relation impliquant celle-ci, a? ~\~f(p\Y — une fonction de/?, moyen¬ 
nant laquelle la première équation (44), savoir dx+f\p)ttyzzz o, 
ou d[it h-/'(/>)/] “ o, qui restait à intégrer le long des caractéris¬ 
tiques p = const., se trouve identiquement satisfaite. 

L'intégrale générale, en ,r, y et //, de ( 4 a) s'obtiendra donc par 
l'élimination de p entre les deux équations (40) et (4 ~L dont la se¬ 
conde, résolue par rapport à p , fournira la valeur de p , en x et y t à 
substituer dans la première. La fonction <&(/?) devra évidemment être 
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arbitraire, pour quoi» puisse se donner à volonté, pour œ l'ex¬ 
pression de a en /. D'ailleurs, l'élimination de p ne sera possible, 
conformément à une indication delà fui du u* J 25 * (p. 333 *), qu'en 
spécifiant celte fonction arbitraire s. 

I) est facile de voir la signification géométrique des formules ( \(ï) 
et (4;), qui, eu y altribuuut p la valeur constante propre i\ chaque 
caractéristique, sont les deux équations finies de celle-ci eu y % //. 
Kt, d'abord, les coordonnées .r, y, u n'y figurent qu'au premier 
degré : ainsi, les caractéristiques se réduisent à des lignes droites et 
la surface est réglée. De plus, comme le second membre de (j 7) a 
été obtenu en prenant lu dérivée, par rapport à p , de celui de (4 13 ), il 
suffit de multiplier (47) par une constante infiniment petite dp, puis 
de l’ajouter à ('|0), pour avoir, au lieu de (.'17), une relation ne dif¬ 
férant de (4O) qu'eu ce que le paramètre p y sera devenu p dp. La 
caractéristique se trouvera donc exprimée par les équations, équiva¬ 
lentes à (4(i) et (4/), 




| U —(p- t- dp )W —/(p >1- dp))' 0(/J dp K 

qui représentent deux surfaces consécutives de la famille de plans, 
ayant c pour paramétre, 

t lu) « = cjc-\-f(c)y~y{c)> 

savoir, les deux plans pour lesquels cr=/; et c=p *+- dp. Ainsi les ca¬ 
ractéristiques, génératrices rectilignes de Jn surface considérée, sont 
les intersections successives de la série continue de pians définie par 
(4g), dont la surface lieu de ces intersections est dés lors l'enve¬ 
loppe. Par conséquent, l'équation proposée ( 4 a) définit les surfaces 
développables enveloppant les familles de plans qu'exprime la for¬ 
mule (4g). 

Réciproquement, l'enveloppe de toute famille de plans qui forme 
une suite continue simple, ou dont l'équation ne contient qu'un seul 
paramètre, satisfait à une équation aux dérivées partielles de la 
forme q =/(/>)• 

Soit, en effet, #/ rr ex -+■ c t y h- c t la relation définissant un plan 
quelconque de cette famille i les coefficients c, c,, c,ne pourront qu'y 
être trois fonctions du paramétre donné, en sorte que, si l'on adopte 
le premier, c, pour nouveau paramétre, c, et c* deviendront deux 
certaines fonctions / et <p de c. La famille de plans ayant ainsi une 
équation comme (4g), l'intersection de deux consécutifs sera évidem¬ 
ment exprimée par deux relations de la forme (48), avec c et 
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c + de au lieu de p et p -h dp, ou par deux autre? équivalentes, 
comme (46) et (.$-), savoir 


( 5ü) U = ex H rfi c )y -r $ ( C I, 


O 


&~r-f*(c)y -1- 'fie); 


de sorte que l'équation de l'enveloppe s'obtiendra en remplaçant, 
dans la première ( 5 o), c'est-à-dire dans l'expression donnée (',9) de 
l'ordonnée u de la famille, le paramétre c par sa valeur en u* et r, 
tirée de la seconde équation ( 5 o), ou formée en égalant à zéro la 
dérivée, par rapport à c, de cette expression de //. 

Ainsi, et rcinurquons-Ie en passant, quand on a une série continue 
de surfaces, c'est-à-dire uue famille ayant son équation de lu forme 
a r = <K* fi y f c), son enveloppe, lieu des lignes d'intersection succes¬ 
sives de ces surfaces, est représentée, pareillement à ce qui arrivait 
pour l'enveloppe d'une famille de courbes planes (t. I, p. 179*), par 
l'équation même de la famille; mats où le paramétre c*, au lieu d'ètro 
constant, reçoit la valeur variable annulant la dérivée 4v(«r,y, c), qui 
lui est relative, de l'ordonnée u. Par suite, les changements infini¬ 
ment petits de u sur l'enveloppe’, savoir 


V* d r + Vf d y - Vc ( % <>* ^ cfy'j , 


se réduisent à < 14 dx -+• dy % ou sont les mêmes, sauf erreurs négli¬ 
geables du second ordre, que si Pou cheminait, à partir du point 
(#> y* «) de départ, sur l 'enveloppée tangente en ce point à l'enve¬ 
loppe ; ce qui exprime évidemment Je contact, en (x,y, u), des deux 
surfaces. Par exemple, des cheminements parallèles aux plans des 2# 
et des zy donneront indifféremment, dans les deux surfaces, p ~ 

7 = Ÿ y > o« y prouveront l'égalité de chaque dérivée première de l'or¬ 
donnée, Donc, et remarquons-le encore, il en est du plan langent) 
dans les enveloppes d'une série simple de surfaces , comme de la 
tangente dans les courbes enveloppes : ce plan est commun à l'en¬ 
veloppe et à t'enveloppée en tous tes points oit celle-ci rencontre 
l'enveloppée suivante. 

Or il résulte de là, pour en revenir a notre famille de plans, que les 
deux dérivées partielles/), <7 de u seront, en chaque point de l'enve¬ 
loppe exprimée par les deux équations ( 5 o), les mêmes que dans le 
plan enveloppé (%), où c a sa valeur relative à ce point. Il viendra 
donc, en dilfércnliunt (^9) soit en as f soit en y , sans faire varier c, 
J >=c t q —/(c) et, par suite, q =/(/>); ce qui est bien l'équation 
proposée (4 a )> si l'on a soin d’y prendre In fonction f identique à ce 
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qu'elle est dans la formule donnée, u ~cx -*-/(<?)/ -- ^(e), oxpri- 
inant la famille. 


43ü*, — Intégrales complètes et solation singulière d'une équation 
aux dérivée» partielles du premier ordre. 

Imaginons que l'on mette 1111e constante quelconque C, à lu pince de 
^(c), dans (^9). La valeur de a ainsi formée, à deux constantes arbi¬ 
traires distinctes c et C, 

< il ) U CT ->r/( c)y - - C, 

vérifiera évidemment l'équation proposée ( 4 ?) sans que c cl C aient 
besoin d'y* varier, puisqu'elle donnera et <j :-r / ( c ), d'où 

<y J (p). D'ailleurs, cette solution particulière ( 5 1 ) de ( fa) uurailpu, 
sans calcul, être prévue; car il suffisait, pour l'obtenir, de chercher 
des plaus «".a+Cj/+C, dans lesquels on aurait (fr=zf{p) ou 
t't -/(c)- 

On conçoit donc qu'il soit, souvent, plus facile de trouver ù une 
équation donnée aux dérivées partielles du premier ordre une solution 
particulière, pourvue meme de plusieurs constantes arbitraires, que 
d'en former l'intégrale générale. Or Lagrange a appelé intégrale com¬ 
plète une telle solution particulière, quand elle contient, comme 
des constantes arbitraires (distinctes )m même nombre n y ne les va¬ 
riables indépendantes j% ... ; et il u pu en déduire, comme il suit, 
l'intégrale générale. 

Prenons l'une des n constantes égale ù une fonction arbitraire * des 
n — 1 autres [C, par exemple, égal à <p(e)'|; puis faisons varier ces 
n -- 1 autres constantes de manière ù annuler la dérivée complète, par 
rapport a chacune d'elles en particulier, du l’expression obtenue de //, 
en procédant ainsi comme quand, dans notre exemple, nous avons 
posé la seconde équation ( 5 o), pur annulation de la dérivée, relative ù 
c , de la valeur ( 4 q) de u. Alors toutes les dérivées p> y,,,, de a en 
x, y, .. . seront évidemment les mêmes, dans l'expressioti de n modi¬ 
fiée delà sorte, où varient sans cesse les constantes arbitraires, que 
dans l’intégrale complète, spécifiée pour les valeurs actuelles considé¬ 
rées de x, r, ... et aussi des constantes (qui n’y changent pus). Donc 
cette expression de u modifiée vérifiera, tout comme l'intégrale com¬ 
plète, l'équation aux dérivées partielles proposée, entre .*?, v, 
p* (j t et, contenant nne fonction arbitraire* de n — 1 variables , 

elle sera V intégrale générale cherchée, ainsi qu'on l'a vu par l'exemple 
précédent des surfaces développables. 
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L'idée de la variation des constantes n’a donc pas seulement con¬ 
duit Lagrange à étendre, aux équations différentielles linéaires avec 
seconds membres, les solutions générales des équations analogues sans 
seconds membres, mais elle lui a aussi permis de déduire, d'une inté¬ 
grale complète, ïintégrale générale d’une équation aux dérivées 
partielles du premier ordre, Kt l’on voit que l'intégrale générale est, 
en quelque sorte, ('enveloppe de toutes tes solutions particulières 
que fournit une intégrale complète quand on v suppose l'une des 
constantes arbitraires égale à une fonction arbitraire des autres, 

Actuellement, si, *i\ r, ... étant quelconques, on peut donner, 
dans l'expression de a , à toutes les constantes arbitraires de l'inté¬ 
grale complète, des valeurs qui annulent la dérivée partielle de u par 
rapport a chacune d’elles, il est clair que les dérivées tic u en d\ y,... 
seront encore les mêmes, avec cette nouvelle manière de faire varier 
les constantes en fonction de x t y, .que dans la solution particu¬ 
lière oii elles ont actuellement pareilles valeurs, mais ne changent pas. 
Donc l’expression de u ainsi composée sera une nouvelle intégrale ou 
solution, sans fonction arbitraire ni constante arbitraire, de l'équa¬ 
tion aux dérivées partielles proposée. Elle se trouvera formée évi¬ 
demment par les valeurs de « qui, dans les solutions particulières 
déduites de l'intégrale complète, sont communes à l’une d’elles prise au 
hasard, et à toutes ses voisines obtenues en faisant varier infiniment 
peu les constantes dans des rapports quelconques; elle constituera 
comme le lieu de jonction, Yenveloppe de toutes les intégrales parti¬ 
culières successives, et, par suite, de toutes les séries possibles de 
leurs intersections deux à deux, séries qui, créées en rendaut l'une 
des constantes fonction des autres, composent l’intégrale générale. 
Cette enveloppe d* enveloppes étant, en général, d’une tout autre forme 
analytique que les enveloppes précédentes, expressions de l’intégrale 
générale, ne sera pas d’ordinaire comprise dans celles-ci cl formera, par 
conséquent, une solution singulière de l’équation aux dérivées par¬ 
tielles proposée. 

Dans le cas particulier de deux variables indépendantes, x et/, oh 
l’intégrale complète exprime une famille de surfaces « F(a*,y, c,C; 

à deux paramètres indépendants, on voltquecelte solution singulière, 
résultat de l’élimination dec et C entre les trois équations 


<5a> 


u = K, 


oss F 


représentera une surface tangente, à la fois, à toutes les surfaces delà 
famille et à toutes leurs enveloppes exprimées par les deux équa- 
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tions 

(VJ. 


« - F, 



r/F r/0 

+ 5rew’ 




ou oblen«es en prenant C égal ù une fonction arbitraire ?(c) de 
l’autre constante c (t. I, p, 3*8*) : elle sera bien leur enveloppe géné¬ 
rale. 

C’est ainsi qu’une surface courbe quelconque u ^=if(æ y y) constitue 
(t. I, p. 33.V) l’enveloppe de ses plans tangents dont l'équation 

( >j j u - :/(c t Cl */ t .(c, C II or — C) - : -Ji(c f C)(y-- Cl 


a Ja forme u ~ F(a’, t ) # , c,C), et aussi l'enveloppe de toutes les sur¬ 
faces développables auxquelles donne lieu une série quelconque deces 
plans lorsqu’on y établit une relation entre C et c f de manière a ne 
leur laisser qu'un paramétre distincte. Donc, ces surfaces-enveloppes 
et la proposée a •/(•**,/) vérifieront l'équation aux dérivées par» 
tielles en a*, y t «, p, q que donne l’élimination de c , C entre l’équa¬ 
tion (o.j) de la famille de plans et ses deux dérivées partielles 
P "/#•(*'% C), tf ~~J 4 ;(c, C 





SUTK UK L'INTÉGRATION, EN TERMES FINIS, DF.S ÉQUATIONS AUX 
DÉRIVÉES 1*VRT1ELI.ES : ÉQUATIONS D'ORDRE SUPÉRIEUR, 


131*. - Équations aux dérivées partielles du eeoond ordre; méthode 
de Monge pour l'intégration de certaines d'entre elles. 

Au delà du premier ordre, il est rare que l’on sache intégrer, du 
moins sous forme finie, une équation aux dérivées partielles, tnéme 
quand il y a seulement deux variables indépendantes, y, une seule 
fonction inconnue, «, et que l'équation est du second ordre, ou con¬ 
tient uniquement, avec x , y } u et les dérivées partielles premières yy, 
7 de h, ses trois dérivées secondes/-, s, t. 

Le procédé le plus simple, et paraissant le plus fécond, que l’on 
possède pour ramener, dans certains cas, une telle intégration ù celle 
d’équations différentielles ordinaires ou, du moins, de différentielles 
totales, est dù à Monge, 11 consiste à remplacer, dans la relation pro¬ 
posée, les deux dérivées partielles secondes directes /•, t par leurs 
valeurs déduites des deux formules évidentes 


' yj ) dp — rdr~ sdy, dq — sdr -+-1 dy , 


c’est-à-dire à y mettre respectivement, pour /• et t, les valeurs sdy i 

dx 

do «—“js f/j? 

) oii dpi dq sont des différentielles totales, puis à choisir le 


rapport arbitraire & suivant lequel on fait, à partir de valeurs quel¬ 
conques, varier à la fois x et y, de manière à éliminer de l’équation la 
troisième dérivée du second ordre, s, la seule qui y figure encore. Cette 
élimination de s est ordinairement possible quand, une fois r ett dis- 

parus, l'équation contient un seul terme en s, dont il suffit d’égaler « 
xéro le coefficient. 


On a ainsi trois relations entre y, u t p , q et leurs différentielles, 
savoir : i° celle qui résultera de l'annulation du terme en s ; 2° l’équn- 
Uon elle-meine apres 1 évanouissement de ce termes 3°enfin, la formule 
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évidente du =: p dx -+• qdy qui définit //et q . Or, si ,r, par exemple, 
est resté la variable indépendante, les iuconnuos paraissant dans ces 
trois équations seront les quatre fonctions /, u, p t q\ de sorte qu'il 
manquera une équation différentielle pour qu'on puisse déterminer, 
de proche en proche, leurs accroissements successifs correspondant à 
ceux de 

Mais il peut arriver, malgré l'état 
qui a justement lieu dans un certain nombre des exemples les plus 
importants), que les trois équations différentielles posées entraînent 
l'existence de deux intégrales distinctes, de la forme 


incomplet du système ( et c'est ce 


^ l (**,/. u >P » ( J 1 *“ u «e const. arbitraire c lt 

' * ( «,pt q t — une outre const. arbitraire <?*, 

Alors on obtient une sorte d'intégrale générale première de l'équation 
proposée, c'est-à-dire une relation entre x, /, «, p et <y, en écrivant 
que l'expression égale une fonction arbitraire *1* de l’expression ty t . 

En effet, u et, par suite, /;, q étant des fonctions de x et de/, la 
première équation ( 50 ) relie généralement y à x et définit le mode 
choisi de variation de r, c'est-à-dire les caractéristiques suivies, sur 
la surface dont x t /, u seraient les coordonnées. Parsuite, l'invariabi¬ 
lité, d'après la seconde ( 50 ), de la fonction «j/ f résulte, en vertu de 
l'équation aux dérivées partielles proposée, de cette manière même de 
faire varier /. Or cela revient bien à dire que l'équation proposée 
astreint la fonction u ù rendre l'expression (.r,/, u,p, q) variable 
seulement le long de lignes où varie l'expression ^ (./;,/, u y p, q) elle- 
même, c'est-à-dire à rendre //, p , q ) égal à une fonction «1> de la 

quantité unique *M#,/> t{ >P* ( /)* ^'ailleurs, la fonction «1» dont il 
s'agit sera arbitraire : car l'équation proposée, étant du second ordre, 
laisse disponibles (p. 3 *^*), sur un plan parallèle aux 3 tel que le plan 
x — Xq, deux données distinctes en chaque point, savoir, par exemple, 
généralement, les pentes q “«'(/) et p où ÿ 7 , sont deux 

fonctions arbitraires; de manière qu'on puisse, sur toute la ligne d'in¬ 
tersection de la surface par le plan considéré, choisir indépendamment 
l'une de l'autre les deux fonctions et faire dès lors correspondre 

aux diverses valeurs de telles valeurs que Ion veut de ÿ s . 

On a donné le nom à'intégrale intermédiaire à l'équation inté¬ 
grale première ainsi obtenue 


( «i/M/) » <l). 1* 

Comme elle est elle-même une équation aux dérivées parti elles du pre¬ 
mier ordre , on essayera de l'intégrer par les procédés exposés dans la 
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Leçon précédente (pp. 33 o* et 333 * ), en s'aidant parfois du rapp roc be¬ 
rnent ou de l’emploi simultané de plusieurs intégrales intermédiaires, 
quand il existera plusieurs systèmes de caractéristiques, nu que l'équa¬ 
tion en obtenue admettra plus d’une racine propre ù donner deux 
intégrales dans le genre dû ( 5 ti). 

Ce procédé d’intégration, par formation d'intégrales interné- 
diaireSs présente, on le voit, quelque analogie lointaine avec celui des 
facteurs intégrants qui permet de déduire, de même* d’une équation 
différentielle, ses intégrales premières. Malheureusement, il ne peut 
réussir que dans des cas assez rares, à cause, par exemple, de la forme 
spéciale que doit avoir une équation du second ordre pour admettre 
une intégrale intermédiaire. 

En effet, cherchons, eu éliminant la fonction arbitraire *1», de ( 5 ;), 
par différentiation, à quelle sorte d‘équations «lu second ordre cor¬ 
respond toute relation analogue à (07), Il suffira, pour cela, de diffé¬ 
rentiel* les membres de < 5 ^) soit en .r, soit en y, puis de diviser l’une 
par l’autre les deux formules obtenues, afin d’éliminer des seconds 
membres la fonction //,/;,y)], la seule dont la forme 11 y 

soit pas censée spécifiée,et qui v paraîtra comme facteur commun. Xous 
aurons 



proportion oh j'ai mis entre parenthèses, pour les grouper ensemble, 
les parties qui contiennent uniquement, comme les dérivées partielles 
«le Ÿj et les variables ,r, y, a, p et <y. Or, en égainntle produit des 
extrêmes au produit des moyens, puis transposant tous les termes dans 
un membre, et, enfin, réduisant, de manière à mettre en évidence les 
dérivées secondes r, .v, <, ît vient une relation de la forme 


( r )N) A h- B/• -h G* - 4 - D t IC (/•/ *— ) - o, 

oh les coefficients A, B, G, D, K désignent des fonctions connues de 
«r, .V» w > Pt *h Ainsi Je procédé de Monge n'aboutira que pour certaines 
équations comprises dans le type ( 58 )* 

Il est bon de jeter un coup d'œil sur le cas particulier oh Ton aurait 
B o, Dr.:0, I?“o, c’est-à-dire oh réquation, ne contenant ni r, 
ni /, échapperait à la transformation indiquée et ne pourrait être dé¬ 
barrassée du terme en s par la simple annulation du coefficient C, 
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dy 




indépendant du rapport • Alors une légère modification du forme 

serait nécessaire pour rendre In méthode encore applicable du ns son 
esprit, qui consiste à éliminer du l'équation, par les formules (53), 
deux des trois dérivées secondes /', s, t, de manière «y laisser subsis¬ 
ter la troisième , si c’est possible, dans un terme unique, ayant son 

et r 

coefficient fonction du rapport ^ei susceptible d'étre annulé grâce 

à un choix convenable de ce rapport. On éliminera donc s de l'équa¬ 
tion À -r-C s :: o, au moyen de l’une des deux formules (55); après 
quoi l’on annulera, dans le résultat, le coefficient de la dérivée seconde 
r ou t ainsi introduite, de même qu’on annulait le terme en s quand 
l’équation proposée contenait les dérivées secondes directes r et t . 


432*. * - Premier exemple : intégration de l'équation du second ordre 
qui caractérise les surfaces développables» 

Des considérations géométriques nous ont permis d’établir, vers la 
lin du Calcul différentiel ( t, I, p. 3 uo‘), que les surfaces développables 
étaient caractérisées par l’équation aux dérivées partielles du second 
ordre rt — .s* o, où ne paraît aucune fonction arbitraire, alors que 
la redation du premier ordre q /(/>), étudiée ci-dessus (p. 3 /|i *), ne 
les caractérise de même que grâce à un choix convenable, pour cha¬ 
cune d'elles, de la fonction arbitraire /. La démonstration analytique 
de cette propriété de l'équation rt — s i r.r o nous servira de premier 
exemple d'intégration par la méthode de Monge. 

lit d’abord, il est facile de reconnaître que toute surface où existe 
entre q et p une relatiou comme q r-::/(/y), c’est-à-dire toute surface 
développable, satisfait à l'équation n~-~ Cm* l'élimination, 
duus q =:/(/;), de la fonction arbitraire/, parle procédé suivi tout 
il l’iieure pour déduire ( 58 ) de la formule générale (07) qui comprend 
(l =/(/»), donne s =/ # (/>)/*, t-f(p)s) d’où 

( j (| ) rt ~ s* ~ 0 . 

11 nous reste, en intégrant celte dernière équation, à démontrer 
qu’elle convient exclusivement aux surfaces développables, ou qu'elle 
entraîne une relation de lu forme q~f(p)* En elfel, remplaçons-y 
/•, t par leurs valeurs tirées de ( 55 ), où seulement, afin d’éviter toute 
confusion, nous mettrons d c p e\(l t q % au lieu de dp, dq qui y sont bien 
des différentielles complètes . Il viendra 


(<«>; 


<]rJ! j(rj _ - (dtp d q\ _ 

dy dx \ dy dx ) 
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Pour annuler le terme en s, il suffira de cheminer, sur la surface, le 
long des lignes où Ion «ura~j~ 7j~ — o» relation établissant bien 
un certain rapport entre dy et dx [vu que p et q sont des fonctions 
de x et r] ; et, «lors, inéquation (Oo) donnera^— = o, Ainsi, les 

deu\ quotients^» auront a la fois pour somme et pour produit 

zéro, ce qui exige évidemment qu’ils soient nuis tous les deux. Or, si 

nous prenons une variable indépendante changeant effectivement 
le long des lignes suivies, comme le fuit toujours une au moins 
des deux coordonnées r, et que x, par exemple, désigne 

cette variable, le rapport ? écrit ^ > aura son second facteur 

different de zéro et, par suite, son premier facteur nécessairement nul. 
Ainsi, Ton devra poser, le iongdes caractéristiques, 


(Oo 


d r /J _ 


<M «o- 
dx °’ 


de sorte que /> et tj t à la fois, y resteront invariables. Ht, comme il est 
clair qu’une des deux conditions /? “-const., // = const. suffit pour 
définir, sur toute surface courbe, une famille de lignes, la surface en 
question sera bien telle, que q> par exemple, n’y varie qu’avec/?, ou 
égale une certaine fonction /(/?). En d’autres termes, réquation (ycj) 
u pour intégrait? intermédiaire q =/(/>)• Nous avons vu d’ailleurs, 
dans la Leçon précédente (p. 3 'jo*), comment l’emploi des mêmes 
caractéristiques />;.:: const. permet d’intégrer, à son tour, cette équa¬ 
tion du premier ordre. 


433*. — Deuxième exemple : équations aux dérivées partielles du second 
ordre immédiatement réductibles à des équations différentielles. 

Comme deuxième exemple, considérons certaines équations du 
second ordre dont la réduction a des équations différentielles ordi¬ 
naires soit évidente, afin de constater que le procédé de Monge s’y 
trouve d’accord avec la méthode naturelle ou directe et en est, par 
suite, confirmé. 

Les plus simples de ces équations sont celles où ne figurent que les 
dérivées, /?, /*, prises exclusivement par rapport à l’une des deux va¬ 
riables, x par exemple. En y isolant /*, nous pourrons les écrire 

(fo) r~f(x,y,u,p), 

ou encore, si nous y regardons provisoirement y comme invariable, 
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en faisant changer seulement x> 
i 03; iï — f{*\y % 


C'est évidemment une équation simplement différentielle du second 
ordre : je supposerai qu'on en ait obtenu une intégrale première, 
K(ir, v, w, u*) ~~ c. Il est clair que la quantité c, s'y trouvant, pour 
chaque voleur de une constante arbitraire , sera en réalité une 
fonction arbitraire de la forme en sorte que Vintégrale pre¬ 
mière F “ c de inéquation différentielle deviendra, pour Y équation 
aux dérivées partielles ((h), Y intégrale Intermédiaire 


(G4j H<r>y*u<p)-'Hy)> 

C est une équation du premier ordre réductible au type ( 3 q) [p. 3‘$9*J 
et, par conséquent, intégrable elle-même à la manière d'une équation 
différentielle. 

Or In méthode de Monge aurait bien conduit à l'intégrale intermé¬ 
diaire (64)j car, en remplaçant, dans (Ga), / 4 par > il vient, 

vu i’uumtlntiou séparée du terme en s introduit, 


et, d'ailleurs, 


dy » o, dp =/(^,.v, «, p)dx t 
du s= pdx-r q dy sa pdx\ 


équations qui entraînent évidemment les deux intégrales 

y = une const.ci, F(a*,/» «»/>)*= c ou ~ c t ; 

d’où, à cause de c 4 rrr<l>(t'i) [p. 34 ?*], l’intégrale intermédiaire (64). 

Un autre type du second ordre, immédiatement réductible a des 
équations différentielles, est celui des relations ne contenant que x t y t 
une dérivée première de «, q par exemple, et la dérivée seconde obli¬ 
que s* Résolues par rapport à celle-ci, elles ont In forme 

(6i) *=/<*.**) ou J «/(«•.* ?)• 


Ce sont donc, tant qu’on n’y f fait pas varier y, des équations différen¬ 
tielles du premier ordre en x et q . 

Soit F(#,/, q) = c leur intégrale générale, et l’on aura évidemment, 
pour intégrale intermédiaire de ( 65 ), 

(CG) 

équation du premier ordre rentrant encore, sauf un échange de rôles 
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entrç a* et y, dans le type (3c>) [$. %•], immédiatement r*Vluc(th!e 
« une équntiou différentielle ordinaire. 

Or la méthode de Monge, légèrement modifiée dans sa forme comme 
il a été indiqué u la fia du «° 431 * (j». 3 :'j9 *), donnera, en rompUt» 
çant, dans ( 05 ), s par sa vutcur tirée de la seconde formule ( 55 ), 
d(j — sd*c *T* ldy y et puis annulant le terme en t introduit : 

,( y-°> *■£ -A*, 

d’oîi yF(a?,y, y) :-c c t et, par suite, F(ir,y f tf)r=4>(y). 
comme il le fallait. 

La même méthode conduit encore, suivant qu’on élimine s par la 
deuxième ou par la première formule (55), à poser dy r-- o et s -= 

ou dx rr. o et a* :-- , dans l’intégration de l'équation linéaire t ayant 

inèiues termes du second ordre que la précédente ( 05 ), 

,(i r» 

qui manque des termes en /*, *, et où les coefficients M, N, P désignent, 
comme le second membre Q, des fonctions quelconques de *r et de y. 
Mais alors, dans le premier cas (c'est-à-dire quand on prend dy — o), 
l'équation ( (i; ) devient identiquement, par son association aveedv-o, 

et, par suite, avec du —■ p dx ou p ^ -?. u ., 

M*V 


(IÎ8 ) 


lâ (</ *’■ + — Mtt) +■ ^1* 


- *«) ««Q; 


dx 


et elle ne peut, comme dv m o, s'intégrer à part que si le terme en 
u s’y annule, c est-à-dirc si l’on a identiquement P r= ^ + NM. 

(Quanti c 6premier casd'intégrabiUté de l’équation (C7) se présente, 
ii suffit de poser <7 -t- M« — rdans (G8) pourque celle-ci devienne, en 
jîoI r, l’équation linéaire t-’ 4- Ne — Q, dont l’intégrale générale, mise 
(p. 187) sous la forme «’FU>.r)+ou c„ donnera 
comme Intégrale intermédiaire de (67), 

u/— Mtf)F(ar # y) —F,(ar,yj — <|i,y) 


ou 


dy !•< r,y) 

équation aux dérivées partielles encore linéaire et immédiatement 
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réductible a une simple équation différentielle linéaire en y et tt. 
En prenant, au contraire, dx = o, et par suite, clans (67), s sr ^ , 
d 

tf -= on aurait tin st'co/irf cw analogue d'ùilégmùiUté, si F avait 
c/ N 

la valeur ^ 4- MN, qui annule, dans la transformée, le terme en tt. 

Une équation particuliérement utile, empruntée aux types ( 05 ) et 
(G;), est 

(tiu) y h 

où / désigne une fonction donnée. Alors, faisant d’abord dr ~ o. 

puis multipliant (Gg) par dx t \ intégrant et appelant *!»'(/) 

la fonction arbitraire de/ introduite, il vient y = «!*'(/) h-/ f'(;r K r)du\ 

Hesle à intégrer celle-ci, Dansccbut, prenons dx^o ^doù y = ^7^ 

et intégrons après avoir multiplié porc//. Si ?(v**) désigne la fonction 
arbitraire de x qui s'introduit, nous aurons enfin, comme expression 
la plus générale possible de la fonction u définie par (Gg), 

(70) u = *(r) 4- 4 *(/) 4 - /<////(.r,/></.r. 


fâf*. — Aperçu des transformations d'Euler, de Laplace et de Legendre. 

11 peut être hou de connaître une transformation par laquelle 
Euler a réduit ù la forme s 4*/(#,/, «,/>,y) := o, parfois intégrable 
comme on vient de voir, la plus générale des équations du second 
ordre linéaires par rapport aux dérivées secondes de tt } avec coeffi¬ 
cients (pour ces dérivées) fonctions quelconques des deux variables 
indépendantes, que j'appellerai ici X cl Y. Divisées par le coefficient 
du premier terme, ces équations peuvent s'écrire, F y désignant une 
fonction donnée quelconque de X, Y, w cl des dérivées première* 
de «, 


, „ . d*u , u d*u 0 / v v du du \ 

( + •* ' axa y </y* " F ( x ’ ' ’ "• <?S’ ;/v.) • 


si Ion suppose les coefficients des second et troisième termes mis sous 
les formes respectives de la somme, changée de signe, et du produit 
de deux fonctions connues a, J1 de X et de Y, fonctions dont j'admet¬ 
trai la réalité; ce qui impliquera que l'on se restreigne aux cas où elle 
est effective. La transformation d'Euler consiste : i° à échanger X et Y* 
tout en gardant la même fonction «, contre de nouvelles variables x 
1). — II. Partie complementaire. /:> 
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cl /> liées à X et u Y par deux relations il abord indélerintuées, mais 
qui donnent toujours les for mules symboliques 

. d _ dx d~ dy d d __ dx d dv d 

C " a ' <l\ “ 3X f/a- + </X <(;•’ f/Y ~ 7rï T&^ThTi}'’ 

a” puis, constatant que l'équation (71) gardera la même furnie géné¬ 
rale, oii seulement figureront désormais les dérivées premières et se¬ 
condes p, f/ t /*, a-, t de u en x ely } à choisir ces nouvelles variubles x 
et / de manière que les coefficients totaux de /• eu soient identique¬ 
ment nuis. Alors l'équation, divisée par le coefficient de a, se trouvera 
bien réduite à la forme voulue. 

Pour arriver, presque sans calcul, aux formules reliant ainsi x et y 
à X et à Y, observons que, dans l'hypothèse de «et pconstunts, le pre¬ 
mier membre de (71) s'écrirait identiquement 


\dX d\) \dX • </\ J 


Ur, même avec % et [i variables, le développement de celle expression 
symbolique (73) no comprend, en sus du premier membre de (71), 

que les deux termes (— -pr -r jy» dont l'addition aux deux 

membres de (71) n'altère pas la forme générale du second. 

On peutdoncadmettreque Je premier membre <10(71 ) ait été échangé 
contre (73) et, alors, pour qu’il ne contienne pas, après sa transfor¬ 
mation, d'autre dérivée seconde que la dérivée oblique a*, il suffira 
évidemment de choisir x eiy de manière à réduire les deux diffé¬ 
rences symboliques ~ ~ — [i calculées par (73), Tune, 

la première par exemple, nu terme en et, l'autre, au terme en 
d 

De là résultent immédiatement les deux conditions, nécessaires 
et suffisantes, 


</X “ * d Y ’ 


d.V » dy 

7 Z~V d\ ’ 


qui signifient que les expressions cherchées de x et y sont respective» 
ment les premiers membres des intégrales générales, mises sous la 

forme normale y consl., des deux équations différentielles 
(76) d \«dX — o, dY H- {îdX = o. 

Eu effet, si l'on appelle .r, pour la première, et y, pour la seconde, 
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les fonctions correspondantes * de X et de Y, les équations (7$) *ul~ 
mettront les facteurs intégrants respectif* et les produits 

> ?^>qui multiplieront </X, dans(7.“)), après emploi de ces fac¬ 
teurs, y exprimeront les dérivées de sorte que les relations 

(7/4) se trouveront bien satisfaites. 

Il suffira donc de savoir intégrer les deux équations différentielles 
(70), pour avoir de nouvelles variablesu*, /propres à mettre l'expres¬ 
sion (; 3 ) sous la forme K j —KU + 1 \ ~j~p, où K, L seront 

deux certaines fonctions de X, Y et, par suite, de z, y. Connue, d'ail¬ 
leurs, vu les formules (7a), les deux dérivées premières — 

«(X, Y) 

deviendront des fonctions linéaires dcp,r/, l’équation transformée de 
(“Oi divisée par KL, prendra bien, en transposant les termes du se¬ 
cond membre, la forme voulue s 4-/(a\y, = 0, On voit 

même que, si l’équation (71) est entièrement linéaire, c’est-à-dire du 

premier degré par rapport à ^y, a, comme par rapport aux dé¬ 
rivées secondes de w, sa transformée Je sera également et aura la 
forme (67). 

Nous n'avons, il est vrai, reconnu à celle-ci (O7) que deux cas di¬ 
rects d'iulcgrabiiité, se présentant respectivement suivant que l'une ou 

Pautre des deux expressions P — MX — ™ et P—MX — ^ est 

d# ({y 

réduite à zéro, AJais Laplace a déduit de ces deux cas uue infinité 
d’autres, en procédant comme il suit. 

Supposons, par exemple, que le premier cas ne se trouve pas réalisé, 

ou que F équation (67), en faisant, pour abréger, P — MX — yH — p,, 

soit, d’après 

^-Î-XV+P|«=s Q, avec r =* ÿ-f*Mw « 4- M^u, et I», 

Puisque Pj n’est pas nul, on peut, de la première (76), tirer «, pour 
en substituer la valeur dans la seconde (; 0 ). Alors celle-ci, devenue 

(7r; + 


sera visiblement, tous calculs faits, de la forme de la proposée (67), 
mais avec c, au lieu de </, pour fonction inconnue. 11 se pourra donc 
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quelle rentre elle-même dans Tua des deux, cas directs d’intégrabitilô 
et permette d’obtenir v par l’iiuégralion de deux équations différent 
tieiles linéaires; après quoi f intégration de la troisième équation 

linéaire // 4* M« = c, ou ~~ 4- Mw rr v, donnera «. Sinon, on appli¬ 
quera ù la nouvelle équation du second ordre, en r, lu mémo transfor¬ 
mation, de Laplace, qu’à réquation proposée (67); et ainsi de suite ù 
rinOni, tant que la dernière équation du second ordre obtenue ne ren¬ 
trera dans aucun des deux cas directs d’intégrabilitc. 

Comme la proposée conduit a deux transformées en v différentes, 
suivant que Ton pose v = q 4- M u ou v 4- N a, on pourrait croire 
que la transformation de ces transformées en donnera quatre nouvelles, 
et ainsi de suite; ce qui multiplierait de plus en plus les chances d’in- 
tégrabiÜté. Mais un calcul détaillé montre qu’il n’en est pas ainsi, vu 
qu’une des nouvelles transformations pour chaque équation immédia¬ 
tement issue de (C7), savoir, la transformation autre que celle qui Ta 
fournie, ne fait que ramener, au fond, l’équation primitive (G;) sous 
la forme, peu diiférenlc, obtenue en remplaçant dans (O7 ) a par une 
fonction linéaire (ù coefficients variables) de la nouvelle inconnue. 
Or une telle substitution linéaire ne change rien aux deux expres¬ 
sions P — MX — P — MX *— non plus qu’à leurs analogues 

(aisément exprimables au moyen de ces doux premières ou de leurs 
dérivées) dans les équations qui s’en déduisent successivement; de 
sorte que la possibilité d’arriver à une de ces expressions dont la va¬ 
leur soit identiquement nulle, et d’intégrer par quadratures, est exac¬ 
tement la même avec l'équation ainsi modifiée qu’avec (G;). Par 
suite, toutes les transformées successives obtenues ne constitueront 
qu’une série linéaire, sc prolongeant indéfiniment, par un des deux 
procédés, en deçà, et, par l’autre, au delà, de l’équation (67) d'oii l’on 
sera parti. 

Enfin, une transformation importante 0(1 l’on change à la fois va¬ 
riables et fonctions, due à Legendre, permet de rendre linéaires et, 
par conséquent, susceptibles de toutes les réductions précédentes, les 
équations de Informe 

(78) Ar+ Br- h G/4* (D« 4- 12 # 4- F/4- G )(rt — 5*) = 0, 


oftl’on suppose les coefficientsÀ,B,C,D, E, F,G fonctions quelconques 
des deux dérivées premières p y q de «. Elle consiste à prendre juste¬ 
ment pour nouvelles variables ces deux dérivées p % q , et, pour nouvelle 
fonction, la quantité U px 4* qy — a,Comme il en résulte, pour la 
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différentielle totale de U, la formule 
dU « (pdx-t- au dp)-*- iqdy +*ydq) — (pdx * 4 - qdy) &= ;**<//> -*-ydq, 
ou, par suite, en faisant successivement c/// ~ o et dp ~ o. 


(; 9 ) 




les nouvelles dérivées partielles premières, que nous appellerons P, 
Q, de lu nouvelle fonction inconnue, ne seront autre chose que les 
anciennes variables æ t y. Et il viendra, en somme, pour transformer 
Us *r, v dans (-8), vu d'ailleurs que « = px -v* qy — U, 


(&°) T rs |\ r r=: Q, « = p \» — y Q — Ü. 


11 nous reste « exprimer /■, ,v, /, c'est-à-dire *-{- ou ^^ * A 

«:r «v 04 ; <(y 

cet elfet, appelant H, S, Tics nouvelles dérivées secondes de lî (en p i y), 
. dV r/P dO dO 

savoir — , ou > différé» lions, par exemple, en les deux 


équations x =. P, y ~ Q t dont les seconds membres, dépendant de p 
et q qui dépendent eux-mèmes de x et /, seront des fonclionscompo- 
sées de .r et v. Il viendra 


(8ï) » m [\r -4-S$, o=Sr + Ts; «fou ~ 


a _ (Rr-^Ssjciu t 
— S” HT — 


On en déduit évidemment les valeurs cherchées de r, s\ et d'autres 
analogues, pour s , /, s'obtiendront par la différentiation en y des 
mêmes équations P, y rr Q, Donc r, s , t seront données par la 
formule triple 


(8.t) ( /, s t / ) — - jyp- 


r( - = 



Or ces valeurs de /*, s , /, /7 — avec les précédentes (8o) de w, ,r, 
/> transforment sans autre calcul réquation proposée (78), multipliée 
par RT — S*, en celle-ci, 

(83 ) AT — 13 S -r - CR + ( Dp h- Iv)P +(Dy -f> F)Q — DU ■+* G ~ o, 

qui est bien linéaire, puisque les coefficients y sont des fonctions ex¬ 
plicites des nouvelles variables indépendantes seulesy. 

On remarquera que, si l’équation (78) contenait de plus, dans son 
premier membre, un terme 11 fonction de />, y, sa transformée ( 83 ) 
acquerrait, encore au premier membre, le terme II (RT — S 4 ), et ne 
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serait plus linéaire, bien qu’au pftt essayer de lui appliquer la mé** 
lliotle de .Monge, comme, du reste, à In proposée. 


( 35 *. Intégration de l'équation de d’Alembert ou des cordes vibrantes, 
et d’une autre équation plus générale, qui régit les phénomènes de 
propagation d'ondes dans un milieu en mouvement. 

La relation très simple du second ordre, h deux variables indépen¬ 
dantes X, Y et à coefficients constants, 

, <7* h </*## 

«80 iTv ~" ïïS *' ~ 

s’appelle équation des cordes vibra files, ou encore équation de d’A¬ 
lembert, du nom du géomètre qui, le premier, en 1747, Ta intégrée 
et a, par ce résultat d’une grande importance en Mécanique et eu 
Physique, fondé pour ainsi dire la théorie des équations aux dérivées 
partielles. 

La relation ( 84 ) présente, en effet, un intérêt capital; car elle régit 
les phénomènes les plus élémentaires de propagation des petits mou¬ 
vements, comme sont la progression du son dans une colonne d’air 
cylindrique ou le long d’une corde homogène tendue, le transport ap¬ 
parent des ondes liquides de longueur assez, grande, à la surface et à 
l’intérieur de l’eau en repos d’un canal découvert, etc. Dans tous ces 
cas, X désigne le temps, Y une coordonnée, mesurée le long de la 
direction suivant laquelle sc fait la propagation, et « la quantité phy¬ 
sique considérée (déplacement vibratoire, vitesse effective imprimée ü 
la matière lors du passage de fonde, etc.), dont la valeur se transmet 
graduellement d’une particule du milieu aux suivantes, dans les sens 
des Y soit positifs, soit négatifs. 

Quand le milieu au sein duquel s’opère la transmission est lui-même 
animé d’un mouvement (le transport dans l’un de ces sens, comme il 
arrive, par exemple, à un courant liquide propageant des oncles, l’équa¬ 
tion prend la forme plus générale 


<l*u 

d\i 




oh a cl [3 désignent deux constantes réelles données, dont % sera la 
plus grande, et qui, dans (84), étaient respectivement « =: a, fi = — a, 
En outre, lorsqu’on lient compte de petits termes correctifs, négligés 
dans un premier calcul, l'équation ( 84 ) ou ( 85 ) acquiert presque tou- 
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jours un second membre, que Ton peut, en procédant par approxima¬ 
tions successives comme dans d’autres cas (pp. an, 227, 3*7*, etc.)* 
supposer donné explicitement en fonction de X et Y seuls. En défini¬ 
tive, on aura, sous la forme la plus générale que nous considére¬ 
rons, 


< «0; 


tt\* M < 7 .wv * tf y* 


F(Xt Y). 


Cette équation se présentera également dans quelques questions de 
Géométrie et même de Mécanique où X désignera, non plus le temps, 
mais, comme Y, une coordonnée. 

On peut lui appliquer directement le procédé de Monge. Mais il me 
semble préférable de la ramener à lu forme (67) [p. 35 a], parla trans¬ 
formation d’Euler. Comme * et p sont deux constantes, le premier 
membre de (8G) équivaut à (73) [p. 354*3 et les équations (70), im¬ 
médiatement intégrables, donnent 


(H;) 


et, par suite, 


r ~ Y -haX, 


Y H- p 

X; 

il’oü 

y _ x 

v — 

* 

p.r 

a - p ’ 

1 — 

7. — 

? 1 


( 88 ) 


i ± _ (± „±\ 

l 'U “ a- {J V/X. <t\) ’ 

' >t -1 /cl cl \ 


<iy~ 

(- 

\rfX 


/<!__ £\ 

$\clX 2 d\J 


* Î/Y 


) {<t\ ? d<i) = --<*-?)* dj . d y 

Donc l'équation (8G), divisée finalement par — (s— p)*, devient 
to \ d* u 1 tyAr—y ay—3.r\ 

<»») .K-.-— 


(a 


Elle est alors de la forme extrêmement simple (G(>) [p. 353 *] et donne, 
d’après (70), avec deux fonctions arbitraires ?(«*’)• <1»( j), 


f 9 o) (/ = »(JT) + 4»0') - j~Jji f d sf F (~j> -~y) dx - 

Il ne reste plus qu’à y substituer à .a? et à y leurs valeurs Y *4-«Xet 
Y-h pX, puis à déterminer les fonctions arbitrairesÿ, <1* d’après des 
conditions données dans les diver9 cas. 
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<30*. — Analogie do l'équation dos cordes vibrantes et, en général» des 
équations linéaires aux dérivées partielles, avec les équations diffé¬ 
rentielles linéaires, an point de vue des principes de superposition et 
de proportionnalité ; cas ou ü y a égalité des racines de l'équation 
caractéristique. 


On voit, en faisant ~o et «p — o, que le dernier terme de (90) 
constitue à lui seul une solution particulière de l'équation linéaire 
proposée (8G) ou (89); et, d’ailleurs, les deux termes précédents 
?(•**)> * 0 # ) formeraient toute l'expression de « si l’on posait F no. 
Donc, conformément à u ne remarque déjà présentée à propos de l'équa¬ 
tion du premier ordre (37) [p. 337*], et dont la généralisation est 
évidente, la solution générale d'une équation linéaire ou d'un sys¬ 
tème linéaire d'équations, auai dérivées partielles, s'obtient en super¬ 
posant à Vune quelconque de leurs solutions particulières l'intégrale 
générale de (a même équation ou du même système, modifiés par 
tannulation des seconds membres . 

Déduisant ainsi l’équation (8G) à (8a), substituons en même temps 
à x et à y leurs valeurs (8;), dans l’expression y (a*) 4 <J*(v) de u . 
Nous aurons, comme intégrale générale de ( 85 ), 


(90 «=*(YY-h {IX>. 

Comme on peut poser, séparément, soit*!» ^0, soit ^r=o, chacundes 
termes ç, <i> vérifie à lui seul l'équation ( 85 ). Ces termes sont, en effet, 
de la forme /(Y 4 /*X), r désignant Tune ou l'autre des deux racines 
a, [i de lequation 

(ÿîi) /*—(>*+• p )/♦-*- o. 


Ür, vu la nature binéme de la variable Y 4- rX tant de celte fonction 
/quede ses dérivéeson a identiquement, si u —/(Y 4 /‘X), 



du ~ d* u ^ 

3X “ 5v» 


JÜ _?L — r Jl¥ ~ r tr 

Ï 7 T 7 /X J ’ dV J ' 


en sorte que, divisée par f\ l'équation ( 85 ) devient (9a) et se trouve 
bien vérifiée. 

Donc la solution générale de l'équation aux. dérivées partielles ( 85 ), 
sans second membre et à coefficients constants, se compose, comme 
celle de l'équation simplement différentielle analogue 

<*)!> ÿ x *-(*-+-?) 3X “°' 

de deux solutions réelles, en quelque sorte simples; mais celles-ci. nu 
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lieu d'être proportionnelles à deux exponentielles do la forme e r \ oit 
/* désigne les racines de Y équation caractéristique (92), sont deux 
fonctions arbitraires de la forme/( Y H- rX ). 

Ou peut regarder comme évident le fait de la formation d'une solu¬ 
tion de l'équation aux dérivées partielles ( 83 ),ou même de tout système 
d'équations linéaires aux dérivées partielles et sans seconds membres, 
par simple addition de plusieurs solutions particulières quelconques 
de ces équations ou de ces systèmes, comme par introduction de fac¬ 
teurs arbitraires constants dans les solutions particulières; car (a 
démonstration des principes de superposition et de proportionnalité 
des intégrales* donnée plus haut (pp. 20a et :ioC) pour les équations 
différentielles, s'étend d'elle-même auæ équations auæ dérivées par¬ 
tielles* Mais on ne peut pas généraliser au même degré l'analogie des 
deux sortes d'équations, quand leurs coefficients sont constants, nu 
point de vue de la décomposition de la solution générale en autant de 
solutions simples que l'ordre de l'équation contient d'unités, U suffirait, 
en elFet, que les racines a, [i de l'équation (tpi) devinssent imaginaires, 
pour que les deux solutions correspondantes, Y H- aX),*b (Y H-pX), 
n’eussent plus un sens net tant qu'on laisserait aux fonctions arbi¬ 
traires <1> toute leur généralité, et surtout pour que leur somme, que 
l'on peut supposer réelle, ne fût plus réductible à une forme réelle 
finie; alors que, au contraire, les solutions conjuguées correspondantes 
ce* K , CeP s de l'équation différentielle (93) s'associeraient, comme ou 
sait, en une solution double réelle de forme parfaitement finie, grâce 
u l'introduction d'un facteur trigonométrique. 

Mais la formation de nouvelles intégrales simples d'une équation 
différentielle linéaire pour tenir lieu de celles qui cessent d'être dis¬ 
tinctes, en cas de racines égales r de l'équation caractéristique, ne 
dépend, comme on a vu (p. 37/**), que des seuls principes de superpo¬ 
sition et de proportionnalité. Donc elle s'étendra sans difficulté aux 
équations aux dérivées partielles; et, par exemple, dans le cas de 
deux racines r égaies, elle donnera, ù côté de la solution déjà connue, 
telle que/(Y + rX), une solution nouvelle de la forme 


d/( Y ~ /‘X ) 
dr 


= X/‘(Y-wX), 


ou X'b(Y-wX), produit parade lu différence de deux solutions 

analogues infiniment voisines /[Y* -p (/*-t-f//*)X]ct/(Y-w*X).Sidouc 
on fait, dans ( 85 ), p r= a, l'intégrale générale deviendra 

(9 1 ) (pour fl « a; « =3 ç(Y 4* aX) -i-XŸ(Y 4- aX). 
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On vérifie aisément que le dernier terme» pris 
( 85 ), quand $ — a. 


a part» satisfait bien u 


W7*. 1)6 la détermination des fonctions arbitraires : applications aux 

ondes propagées dans un sens unique, et lois de deuxième approxima¬ 
tion de ces ondes. 


Avant de généraliser clans une certaine mesure l'analogie des deux 
sorte* d'équations linéaires sans seconds membres et à coefficients 
constants, les unes, différentielles, les autres, aux dérivées partielles, 
eu ce qui concerne la réduction de leurs intégrales générales à clés 
nombres finis de solutions simples, donnons un aperçu de la manière 
«lent se détermineront les fonctions arbitraires o, <i>, et de quelques 
propriétés importantes qui s'ensuivent. 

Cette détermination de «!>, capitale pour la théorie de la propaga¬ 
tion des petits mouvements, s’opérera de bien des manières diverses, 
suivant lu nature des problèmes et suivant l'étendue des milieux dans 
les deux sens de transmission qui sont ceux des Y tant négatifs que 
positifs. Hornous-nous ici au cas le plus simple, savoir, celui oii le mi¬ 
lieu comprend tout l'espace depuis Y rr. — oc jusqu'à Yrrxctoii, 

pour la valeur initiale X =o du temps, qui est la variable principale, 

» 

on donne partout l'état physique, défini par u et par Ces deux 


quantités seront donc, à l'instant X~o, deux fonctions connues de 
Y abscisse Y, fonctions que j’appellerai respectivement (* — ?)/( Y) 
et (a —{)}/,(Y). 


L'expression générale (91) de « avant, pour dérivée en a*» la somme 
a*?'(Y~h a\)H- ?<I»'(Y-t-flX), faisons, dans celle-ci, X^o, ainsi 
que dans (91), et il viendra 


, t o 1 \ ) -h Y 1 “ t a *— [5 )/*i \ 1, 

H)*J) l * 

Lu seconde, multipliée par </Y, peut être intégrée terme à terme, 
de Y = 0 à Y =: Y, en observant, par exemple, qu’il est permis, sans 
modifier l’expression (91 ) de a i d'ajouter implicitement à pourvu 
qu’on la retranche de «I», une constante quelconque c, de manière àan- 
mder, si l’on veut, l’expression ao(o)-h ?<l»(o), ainsi susceptible 
d’éprouver la variation arbitraire (a — p)t\ Prenant delà sorte, au 
lieu de la seconde (90), l’équation 



*ÿ( Y)+ J «I* ( Y ) < 3t — Jî ) 



A i Y)«fY 




Am.ic.vnox avx hiobijksjk.s iu: ritorAu.tYiox ans xoc îvkmf-kt». 30 )* 

il suffira de lu joindre « la première (<) 5 ), pour qu’il en résulte aisé¬ 
ment les valeurs suivantes des deux fonctions arbitraires y, <1* cher¬ 
chées, 

î r<Yj--:j/<VV- f" Mr,)th„ 

t A a* v » '* 

d>( Y j ~ «/( Y ) — f f\(\)f(t ,; 

m» 

et l'expression (c)i) de u deviendra end», sous une forme entièrement 
déterminée, 

* v—*x 

i 98) « - 2 /f Y -+--}> \ 1 — ■ [i/\ Y - 55 \ ) f J\ ( r 4 u/r 4 . 

* f v 4 

Mais il est préférable, une fois 7 et «h connus, de laisser à nsa forme 
simple (91), Nous en tenant donc a celle-ci, et observant qu'elle 
représente la superposition de deux phénomènes dans chacun desquels 
on aurait soit ÿt=o, soit «!>:=: o, cherchons ce qu'exprimeront A part 
les deux solutions partielles correspondantes « <l» (Y-b fiX), 

U rr^(Y -b«X). 

Dans la première, ou la seule variable de u et de toutes ses dérivées 
est Y - 4 -flX, les mêmes circonstances se produisent perpétuellement 
autour d'un observateur se déplaçant vers les Y positifs avec la vitesse 
— (i, ou dont l'abscisse Y croît avec le temps X de manière que la 
somme Y 4 -J 3 X se maintienne constante. Le phénomène représenté 
par cette solution en quelque sorte simple est donc la propagation 
uniforme et intégrale cl*une certaine onde vers les Y positifs, avec 
la célérité ( ou vitesse de transport apparent) — % d’ordinaire posi¬ 
tive. De même, la deuxième solution particulière, // = ?(Y *+- «X), ex¬ 
prime la propagation uniforme et intégrale d’une autre onde vers 
les Y négatifs , avec la célérité «, ordinairement positive aussi. C’est 
donc la superposition de deux ondes courantes , c’est-à-dire de deux 
modes de mouvement aptes à se transmettre , mais avec des vitesses 
—* p, — u différentes suivant le sens des abscisses positives, qui con¬ 
stitue le phénomène général régi par Véquation proposée ( 85 ). 

Quand, à l’époque initiale X =0, l'état naturel de repos, caracté- 

dti 

risé par des déplacements u nuis et par des vitesses^ milles aussi, 

existait dans tout l’espace situé d'un même coté de l'origine Y — o, du 
coté, par exemple, des Y positifs, l'onde qui se propage de ce côté, ou 
qu'anime In célérité *— fJ, se trouve, A l’époque positive quelconque X, 
dégagée de l'autre onde, sur toute la distance (x — Jï)X comprise entre 
les deux abscisses Y = — pX et Y = — *X. 
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lïn effet,/et /, ^annulent pour les voleurs positives de leur variable, 
il en est cio même, d’n près (97), des fondions y el «l>;en sorte que, 
si l’on considère les deux ternies <t>(Y *4* ?X) et ç(Y + »X), le pre¬ 
mier est nul pour Y > — J 3 X, et, le second, nul pour Y> — «X, le re¬ 
pos existant ainsi en tous les endroits où Y dépasse ~ [iX, et les deux 
ondes ne coexistant qu’à ceux où Y est inférieur à ~ *X, pour laisser 
a londe «r2<p(Y^“ 3-\) seule, l’espace, indéfiniment grandissant 
avec \, compris entre ces deux limites. 

Il suit de lu que, lorsque X a crû suffisamment) la fonction u et 
toutes ses dérivées dépendent de la variable unique Y -t~ jLX, tant en 
avant de l’onde, où s’évanouissent ces quantités jusqu’à Y — 00, qu’en 
arrière de la te te de! onde, tète définie en position par la valeur de Y 
la plus forte n’annulant pas «, et jusqu’à une distance de cette tète 
aussi grande, eu quelque sorte, qu’on le veut, vers les Y négatifs. 

Cette considération permet de simplifier, dans 1 équation aux déri¬ 
vées partielles du phénomène, l’expression des petits termes négligés 
ù une première approximation, mais dont il importe quelquefois 
il‘évaluer l'influence, principalement quand 011 traite des longues ondes, 
de hauteur sensible, appelées remous , intumescences, ondes soti- 
Imres, etc,, propagées le long des canaux et des cours d’eau. Alors 
les petits termes dont il s’agit accroissent l’équation ( 85 ) d’un second 

membre aisément réductible à la forme où K désigne une cer¬ 
taine fonction de u et de ses dérivées en \, abstraction faite de par¬ 
ties insignifiantes le plus souvent ou du moins dans les cas les plus 
intéressants. 

Or, comme ce second membre est négligeable à la première approxi¬ 
mation, il peut, même à ta seconde , ou sauf erreur très faible par 
rapport à lui-iuênic, se calculer au moyen des précédents résultats 
approchés; ce qui le reud une simple fonction de Y + pX ou de y t à 
la différence des termes, bien moins petits, du premier membre, dont 
le mode de variation devient désormais plus complexe. Et l’on voitdès 

rfK 
d Y 


lors que, la dérivée de Y H- j 3 X en Y étant 1, le second membre 


</K 

^£ fl l c Ky* transformation qu’indiquent les formules (87) et (88) 

changera donc la nouvelle équation aux dérivées partielles du problème 
en celle-ci, 


'»> -<-»>■ EÇ.-^ 




OU 
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dont l’intégrale intermédiaire est évidemment 

(iqo) (a — 3>* *jr~ 4* K = une fouet, arbitraire ^ de a?, 


305 * 


c’est-à-dire, en revenant aux variables X, Y et divisant para — % 

K *(Yh-»X) 


Uoi) 


du du 
dX ~~ ■ 


dH ' a— [4 " ‘ "~ï~f * 


D’ailleurs, à l’instant initial où X s’annule, «, ses dérivées et K 
s’annulent aussi, par hypothèse, dans tout l’espace Y > o; ce qui rend 
la fonction ^essentiellement nulle pour les valeurs positives de sa va¬ 
riable y -H#X, les seules qu’il s’agisse de considérer. Donc l’équation 
aux dérivées partielles régissant la forme et le transport apparent de 
l’onde, du premier ordre seulement, par rapport à la variable princi¬ 
pale X, sera 


< km) 


du fJ du 

as-^a ÿ+ 



Le troisième terme, où k recevra son expression donnée en fonction 
de u et des dérivées de u en Y, empêche presque toujours la propaga¬ 
tion d’ètre uniforme et intégrale : autrement dit, l’onde éprouve de 
lentes mais continuel les déformations, sauf dans des cas très particuliers 
où, même, sa célérité n’est plus tout à fait — jh Mais l’élude de ces 
particularités, dont les lois varieront avec la forme de K, doit être 
laissée à la Mécanique et à la Physique. 

Observons seulement que l’équation (10a) subsisterait quand meme 
le second membre de la proposée, complété maintenant pur les termes 
négligés ci-dessus, ou évalué pour d’autres problèmes que celui des 


f/lV 

ondes liquides dont H était question, ne prendrait la forme qu’en 


y appelant K une certaine intégrale délinie 




initialement nulle pour Y>o, et où F désignerait une fonction donnée 
tant de u que de ses dérivées partielles d’ordres quelconques, toujours 
réductibles à des dérivées en Y seul par suite de l’expression appro¬ 
chée «l»(Y-h?X) de u. En effet, cette intégrale définie serait a fort 


peu près de la forme jf /(Y-h ?X)rfY ou, par un changement de la 

variable d’intégration, f /(r^r/r,, et dépendrait encore, à une pre- 
mière approximation, de la variable unique Y -H?X. 
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m*. — Extension, à certaines équations et à certains systèmes aux dé¬ 
rivées partielles, des méthodes de décomposition des intégrales en so¬ 
lations simples, et d'élimination, fondées sur l'emploi des facteurs 

symboliques JJ. 1 dj * * * * 9 ot qui sont générales dans le oas d'équations 

différentielles linéaires sans seoonds membres, à coefficients constants* 
amenées à leur forme normale. 

On a remarqué l’analogie île l'équation aux dérivées partielles ( 85 ) 
avec l'équation dilfércntielle (93), au point de vue de la décomposi¬ 
tion de leur solution générale en solutions simples ayant respective- 
ment les deux formes /(Y 4-/*X) et cc rS f où /'désigne les diverses 
racines d'une mémo équation caractéristique (9a), Insistons mainte¬ 
nant sur cette analogie, pour essayer de la généraliser. 

Kl, d'uhord, elle a su raison d'ètre dans la décomposition évidente 
du premier membre de l'équation ( 85 ) en 

(rf\ “ * ÏÏŸ ) (<7X ~ $ </X ) 

entièrement analogue à celle que comporte (p, aya*) le premier 
membre de l'équation différentielle, et où («, {I étant constants) cha¬ 
que facteur symbolique binôme peut, t\ tour de rôle, s'écrire après 
les autres. Donc, de même que Téquation différentielle admettait 
toutes les solutions ce? # * des équations du premier ordre comprises 

dans le type ^ ^ // = o, de métue aussi l'équatiou aux dérivées 

parliellescumule celles des équations du premier ordre ^ — /* ~ = o, 

dont l’intégrale est bien/(Y + rX ), comme on a vu par le premier 
exemple traité au n° 428 4 (p. 330 "). 

Appliquons le meme raisonnement à toute équation linéaire du 
n' èmv ordre, à deux variables indépendantes .r, y, qui ait ses coeffi¬ 
cients constants et soit homogène quant à l'ordre des dérivées, 
c'est-à-dire de la forme symbolique 


, _ / d» . d» n d” 

003) + A d^=ïTy + 11 


; 4 —f— . « . *+* ii 


- JL . +F ±_\ u 

dxdj'H-* 1 dyn ) 1 


Si ion y traite -- et ~ comme des quantités dont r désignerait le 

rapport, t'expression entre parenthèses pourra toujours se décomposer 
en facteurs homogènes du premier ou du second degré : car, divisée 

par “ » elle deviendra le polynôme /*" -h À ...*+• K/* 4* F et sera 
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le produit 


(/• — <i)ir -ù)" t [i#• — a>* -h $*].... 


367 * 


r/, 4 , . - 7 , 

rislif/Ho 


désignant les racines de caravtû- 


u« 4 ) 


: -li/*«* a - ... K 




résultat d'où l'on déduira, eu multipliant par » que la relation (io.|). 
considérée encore comme purement algébrique, sera identiquement 



Or, les expressions entre parenthèses se combinant exactement, quand 
elles sont symboliques ou expriment des dérivées, comme quand elles 
sont algébriques, l’équation aux dérivées partielles (io3) aura pris 
eile-inéme la forme (io 5 ), qui montre qu'elle cumulera les solutions 
des équations 



Si donc toutes ies'racines rdc l'équation caractéristique (io 4 )so«t 
réelles et inégales, on aura l'intégrale générale de (io3), qui doit con¬ 
tenir n fonctions arbitraires, en superposant /* solutions de la forme 

/(,v+ /*£’)* savoir celles des/i équations du premier ordre obtenues 

du du __ ^ ... 

Thr — a tïÿ ^ 0) * * ’ * 1 on formera non moins aisément celte inté¬ 

grale générale, d’après lu ré Ile xi on de la (in du n° & 30 * (p. 3bi‘), si 
certaines des n racines /• deviennent égales. 

Mais il n’en est plus de môme quand l’équation en r admet des ra¬ 
cines imaginaires, c’est-à-dire quand quelques-unes des équations (ioG) 
sont de la forme 




qui devient 


d*u 

</X* 


d*u ^ 
7 m ~ °’ 


en posant 

(108) x = X et j* « JiY — *X, ou X = & et Y = * {y aar). 
Alors, en effet, on ne connaît a cette équation d’autres solutions 
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sous forme finie, avec fonctions arbitraires, que celles de 

i l «y) / — i ~ |«=:o ( c’est-à-dire tt = /(Y±X/^7), 


dont deux, associées, sont irréductibles à une forme finie réelle 
(p. 36 T), à moinsde perdre leur généralité et de devenir, par exemple, 
ou deux polynômes conjugués, ou deux exponentielles, etc. 

Si l'équation aux dérivées partielles proposée, encore linéaire ù 
coefficients constants, et sans second membre, contenait des dérivées 
qui ne fussent pas toutes du même ordre, comme, par exemple, un 
terme proportionnel à la fonction inconnue u, ou si, môme possédant 
l'homogénéité par rapport à l’ordre des dérivées, elle était a plus de 
deux variables indépendantes, la décomposition de son premier 
membre en facteurs symboliques du premier ou du second degré ne 
serait généralement plus possible. Mais, exceptionnellement, une 
telle décomposition pourrait se produire, vu que des expressions de 

la forme -j- ~-a —*... — b ~ — c, ,.multipliées symbolique* 

ment entre elles et suivies de w, donnent bien un développement dans 
le genre des premiers membres dont il s’agit : et il est clair qifolors 
l’intégration générale de l’équation proposée se ramènera à celles des 
équations, d'ordres moindres, obtenues en égalant à zéro chacun des 
facteurs symboliques, suivi de «. 

Par exemple, l’équation du second ordre 


, . / <1 , il \2 

u, °’ 7ü‘-\ a :iy^ b 7ii- c ) "=° 

se réduit immédiatement aux deux, du premier ordre, 

du du , du 

a dy ^ ^ d- CU “ °» 

pour lesquelles le procédé ordinaire (n a 42 G\ p. 333 *) donne, en pre- 
nant# 0 ~o, 


UC-™- *(y±ar, z±bx), ou u a c*r**tf± ar t z ± bx). 

L'intégrale générale de (i 10) sera donc, avec deux fonctions arbi¬ 
traires s, <!>, 

fin) u ~~ax, z -f- bx) 4- c-**<h(y — ax, z — bx). 

Enfin, vu toujours la manière analogue dont se combinent des fac¬ 
teurs algébriques et des facteurs symboliques a coefficients constants, 
rien n’empéchera, dans l’étude d*un système, à n fonctions inconnues 
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u } c, «. «, d’équations aux. dérivées partielles dont n — i, linéaires 
auront d’ailleurs leurs coefficients constants et pas de termes indépen¬ 
dants des fonctions inconnues ou de leurs dérivées, d’essayer la mé¬ 
thode d’élimination exposée au n° 407 ’ (p. ‘A77*) pour de tels sys¬ 
tèmes d’équations, mais simplement différentielles. On assit»itéra les 
n — i relations dont il s'agit u des équations du premier degré sans 

seconds membres, oit des polynômes symboliques en j—;* ••• 

seraient les coefficients, et u, i\ ... les inconnues. 

Alors on opérera comme si l’on voulait avoir les rapports mutuels 
de ces dernières; et l'on en déduira, si ^ désigne le quotient fictif de 
chacune d’elles par le déterminant partiel obtenu pour la représenter 
proportionnellement, des expressions de ti> v } 11»,.contenant linéai¬ 
rement une seule fonction inconnue auxiliaire ou ses dérivées, fonc¬ 
tion laissée tout à fait arbitraire par les n — 1 équations employées. 
En efiTel, celles-ci, identiquement satisfaites, au moyen des expressions 

trouvées, tant quevont un sens algébrique, continuent 

évidemment ù l’étre quand ces fractions reprennent leur sens infinité- 
simnl. On aura donc, en fonction d’une variable auxiliaire 9, des va¬ 
leurs de m, i», ir,... non pas toujours obligatoires (*), mais, du moins. 
compatibles avec ces n — 1 relations; et eu les substituant dans la 
équation du système, qui peut être quelconque et même non 
linéaire, il viendra, en l’équation aux dérivées partielles (d’un ordre 
généralement assez élevé pour comporter une intégrale impliquant le 
nombre voulu de fonctions arbitraires) ù laquelle il suffira que ? sa¬ 
tisfasse pour rendre les valeurs de //, r, tr, ... solutions tout au moins 
particulières du système proposé. 


(*) Car les raisonnements de la page complétés au n 4 412% qui rendent 
les expressions ainsi formées des fonctions inconnues, nécessaires dans le cas des 
équations différentielles (| 3 ) de la page sont propres a ce cas; et, encore, les 
formules générales ( 38 ), (.pi) [pp. îiy 3 * cl ag'f*] des fonctions dont il s’agit, sup¬ 
posent-elles qu’on y emploie simultanément les n systèmes d'expressions de ccs 
fonctions au moyen de obtenus en abstrayant successivement de l’ensemble 
des n équations proposées (i3) chacune d’elles, systèmes dont l’équivalence cesse 
d’étre parfaite lorsque, pour une solution simple, ('hypothèse de valeurs finies de 
9 ou de la constante arbitraire annule identiquement, dans l’un d’eux, toutes les 
fonctions inconnues, réduisant ainsi leurs rapports mutuels ü la forme indéterminée 

5 ci obligeant de recourir, pour cette solution simple, à un autre système, plus 

explicite. 

B. — II. Partie complémentaire, p. 
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Soit, par exemple, le système très simple, du premier ordre, 

(h 


01%) 


du 

dy 


dr 




du dv 
dr ' dy 


o. 


La première duces relations, assimilée u une équation algébrique dont 
^et — seraient les coefficients, exprime la proportionnalité de tt 

et r à ^ et à ^ ; d’où, en appelant 7 la valeur commune des deux rap¬ 
ports, (jii déduira eter:: ÿ> connue lu montrerait directe¬ 

ment cette remarque, que la première (11a) exprime la condition 
d’inlégrabililé de udx-y r</r, ou signifie que «, t» sont les deux déri¬ 
vées partielles en .rctvd’une mémo fonction <?, savoir f(ud.c h- r</r), 
Substituant donc ces valeurs de a, r dans In seconde (112), il viendra, 

pour déterminer o, l’équation de deuxième ordre ± ~ o, in- 

* 

tégwble ou non sous forme finie suivant qu’on y prend le second ternie 
avec son signe inférieur ou son signe supérieur. 

Un exemple propre à montrer comment la méthode ne donne quel¬ 
quefois que des intégrales particulières s’obtient en joignant à la pre- 

mière (m) 1 équation du troisième ordre -j— h- - = o, qui 

diffère de l’une des secondes (ua) par l’introduction, dans tout son 
premier membre, du facteur symbolique synonyme, ici, de 
d* d[ 

(Le* dy* 

ch 

La première (î 1 a) donnant identiquement, comme on a vu, u r*; 

r ~ _i-, H s’ensuit, pour $, l’équation AjAjQ rr o, du quatrième ordre, 
/ 

et dont l’intégrale possède toute la généralité requise. Or, si nous 
choisissons, ù l’inverse, }>our effectuer l'élimination de«, r, la seconde 

r. f/A 

équation, — « -P v o, d’où résultent, en appelant ici la fonc¬ 
tion auxiliaire, les valeurs 


(113) 


u 


f l±*l 

< 6 * ' 


V — 


dx s 


il n’en sera plus de même, quoique ces valeurs de w, v, portées dans 
la première (ut*), conduisent a l’équation pareille a la 

précédente en ?, et admettant dans son intégrale un nombre suffisant 
de fonctions arbitraires, tën effet, deux de ces fondions seront main- 
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tenant sans utilité, dans u et c, à cause du facteur symbolique coin* 
mun A», affectant leurs expressions et passé avec elles dans l’équation 
résultante A,A,‘ 1 *~oî car il suit de cette présence de A* partout que 
ce n'est pas précisément de mm bien de Aj^, que u f v dépendent. 
Posons donc = «1>, et les valeurs (t i 3 ), jointes ùA* A,»)/ = o, seront 
en réalité 

. d*b <tty Â , 

Ul4) “^Tfy* |,=ï ““ 7ii* uvtiC ^*=0, 


solution qui, comportant seulement deux fonctions arbitraires, n'est 
évidemment pas générale : elle ne le deviendrait que si la seconde rela- 
lion proposée cessait d’être du troisième ordre pour se réduire à 

du dv _ 

<tx dy °* 

On voit par iù comment, lorsque les expressions obtenues de </, v, 
iv, .en fonction de ^ contiendront des facteurs symboliques com¬ 
muns, tels que A,, etc., le mode d'élimination indiqué fournira seule¬ 
ment dos intégrales particulières. Celles-ci, que l’on aura d’ailleurs 
sans altération en supprimant les facteurs symboliques communs, ainsi 
que l’a montré notre exemple, n'en seront pas moins précieuses, quand 
elles répondront au but spécial poursuivi ; sans compter que l’on pourra 
parfois former, par leur moyen, les intégrales‘générales, en en super¬ 
posant, par exemple, plusieurs, dans lesquelles Jes rôles analogues 
seront remplis successivement par toutes les variables a?,y, z t .,. qui 
figureraient de la même manière dans l'ensemble des équations. 

Ainsi s’obtiendront, notamment, les expressions des petits déplace¬ 
ments intérieurs u, v, w dans un solide élastique, isotrope et homo¬ 
gène, supportant en chaque point, par unité de volume, une force 
extérieure donnée, parallèle à un axe, celui des z par exemple. Si l’on 
appeliez une fonction de a?, y, z exprimant (â un coefficient constant 


prés) celle force, A un nombre spécifique constant, et A, le symbole 

d* d* d* . , . , .... 

dx* rTp (M 9 es e< l Uûll<ms d® iequutbre seront 


fn 5) 



Les deux premières, résolues à la manière d’équations algébriques li¬ 
néaires en u, r,«r, donnent identiquement (après réductions évidentes 
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et suppression du facteur commun k± t ) u t v, w proportionnels 6 

” 7t.i,h ’ “ ajrj;'t A + ,)A * “ *»• 11 mnt donc 


,nli) "=“«*• p 


dydz * 


(P " (/i -ir I ) A| O 



valeurs de «, c, u* qui, portées dans la troisième (u 5 ), conduisent, 
pour déterminer la fonction auxiliaire u l'équation du quatrième 
ordre 


ui;) 


/i (A--h i> Ai Aj = — Z. 


Kl lu superposition de trois solutions analogues à (uG), mais oit x y 
y » z échangeraient leurs rôles, ainsi que «, r, u», et dans deux des¬ 
quelles figureraient au second membre de (117), ô la place de Z, des 
forces extérieures X, Y dirigées suivant les x et les/, fournira, du 
moins pour un milieu élastique indéfini, la solution générale du pro¬ 
blème de son équilibre intérieur sous l'action de forces extérieures 
quelconques s'exerçant sur sa masse. 

Soit enfin, comme dernier exemple, à considérer les vitesses succes¬ 
sives, «, i», ii' suivant les axes, produites dans un liquide aux divers 
points (*r,y, 5), par une sphère solide immergée qui s'y déplace para(- 
iélément aux z d'une manière assez lente, mais d'ailleurs quelconque. 
On n’a besoin alors, pour exprimer «, r, tr en fonction de ç, que des 
équations les plus simples du problème, qui sont 


( j 18 j 


du 

dv 


di 

dj 




Ct ~r 


du dv 
dr 


div 

dz 


S= O 


Ja seconde est la condition bien connue de conservation des volumes 
iluides, tandis que la première résulte d'une symétrie évidente du 

mouvement, en vertu de laquelle la composante de vitesse ±z ///* 4-r*, 
parallèle aux x v, est partout dirigée dans le sens du rayon vecteur 

\/{X 4 -1 y —/(,)*, émanant d’un axe mené suivant les 5 par le 

ceulre mobile (.r 0 ,y<„ < 3 „) de la sphère, et, de plus, se trouve fonction 
de ce rayon vecteur, non de x ni dey individuellement. 

De cette symétrie, il résulte, en effet, pour «, r, des expressions, 

dzÿtd-t-y* > de la forme 

\ ( i ./• — x» p *+* i y—y 


( ", r ) «/[< r ~ x 0 )* -h (y — ] {x — x 0t y —/„ ) 

quant à la manière dont x t y y figurent; ce qui donne bien aux deux 
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dérivées do tt en y et de v en w «ne valeur commune, savoir, 
a/'[(x-,*■„)* + (7-^ 0 ) , ](x-.x V )(j 
Or la première (118) conduit ù prendre pour a et r Jes dérivées 
respectives eu x et en 7 d’une même fonction | de x, 7, 3 ; et, ces ex¬ 


il iy) 


« « 


da ds * 


v 3 = 


(11S) en 


d .. 

4- -rw-zz 0, il 

il Z 



On aura donc 

d*v 

l rj ». V - e. _ 

d 1 ï 

~~~ dj'dz ’ 

lv — 7 — 

< 7 s* 


valeurs que l’on portera dans les autres équations du problème, plus 
compliquées, où figurera, avec «, r, ir, la pression moyenne p du 
lluide en chaque point, 

lî#l I on formera les expressions de n t v, ir cjul conviennent ù une 
translation du corps sphérique encore assez, lente, mais arbitrairement 
variable d’un instant à l’autre pour la direction comme pour la gran¬ 
deur, en superposant trois solutions de cette forme (i 19), dans deux 
desquelles x et u t y et v auront respectivement les rôles que jouent s 
et h* dans (1 ig). 



QUARANTE-QUATRIÈME LEÇON. 

PROCÉDÉS D’INTÉGRATION POUR LES ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PAU' 
TIEIXES, SPÉCIAUX AUX PROBLÈMES DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 
QUI CONCERNENT LES CORPS DE GRANDEUR FINIE : ÉTUDE D’ÉTATS 
VARIABLES EM FONCTION DU TEMPS. 


48NL — Idée générale des équations de la Physique mathématique. 

Les méthodes exposées dans les deux Leçons précédentes» et dont le 
but principal est l'intégration, sous forme finie, des équations aux dé¬ 
rivées partielles, ne sont que rarement suffisantes dans les problèmes 
de Physique mathématique, trop complexes pour admettre eu général 
des solutions de cette forme. Alors il devient indispensable d'employer 
soit des développements en série, soit des intégrales définies, qui y 
réussissent assez, souvent, les premiers, quand les corps dont U s'agit 
ont leurs dimensions finies, du moins suivant les sens où s'y déroulent 
les phénomènes, et, les secondes, quand ces dimensions sont, au con¬ 
traire, infinies. 

Occupons-nous d'abord exclusivement du premier cas. La nature 
des séries u y employer résulte de la forme même des équations qui 
régissent le phénomène dans l'hypothèse de la décomposition du corps 
ou du système matériel en un nombre limité, quoique très grand, de 
particules, ayant» chacune, son état physique exprimé par une ou par 
plusieurs fonctions du temps t » Nous savons, en effet (pp. i^8etaoi )» 
que le problème se trouve alors défini au moyen d’un système d'équa¬ 
tions simplement différentielles, devenant même linéaires, ù coeffi¬ 
cients constants (p. aoa), dans l'étude des changements assez modérés 
d'état aux environs de certaines manières d'être stables ou perma¬ 
nentes, et qu'il en résulte (pp. ao 3 , ao6, 289*) Sa réduction des inté¬ 
grales à des sommes de solutions simples de formes très déterminées; 
car le temps t , variable indépendante unique, n'entre, dans chacune, 
que par un facteur soit exponentiel, soit trigonomélrique, soit mixte, 
où les coefficients de t se trouvent les mêmes pour toutes les fonc¬ 
tions inconnues et, d'ordinaire, caractérisent la solution simple. 

Mais quelques explications, moins abrégées que celles de la fin du 
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»° 421 * (p« 3 ü 3 *), sont nécessaires ici, pour comprendre comment de 
tels systèmes d’équulions différentielles, avec le temps t pour seule 
variable indépendante, font inévitablement place, dés qu’il s’agit d’un 
calcul effectif des phénomènes dans des corps de dimensions sensibles, 
à des équations aux dérivées partielles admettant eu général quatre 
variables indépendantes, savoir, outre le temps t t trois coordonnées.? 1 , 
4 1 % 5 . 

El d’abord, vu le nombre prodigieux des particules ou la difficulté 
de ne pas les confondre, on ne pourrait guère dégager, de tant d’équa¬ 
tions différentielles simultanées concernant leur étal physique, autre 
chose que les quelques lois très générales dont il vient d'être ques¬ 
tion, si l’on ne commençait par définir d’une manière précise les par¬ 
ticules à considérer (que l’on assimile à des points), au moyen de 
leurs coordonnées #, y , z soit actuelles, soit relatives a un certain 
moment, c’est-à-dire plutôt à un état censé donné (réel ou fictif) du 
corps; do manière à pouvoir regarder les quantités physiques d’une 
même espèce, par exemple les températures des diverses particules 
(#, y, 5), comme étant les différentes valeurs, u chaque époque /, 
d’une même fonction continue de æ, y, z» Donc une seule fonction du 
temps et des coordonnées tiendra lieu d’une infinité de fonctions du 
temps ; et quelques fonctions de /, a?, y } z suffiront pour exprimer la 
succession des états physiques de tout un corps ou ensemble de 
corps. * 

De plus, en vertu d’une loi fondamentale presque évidente, toute 
particule est influencée principalement, souvent même d'une manière 
exclusive, par les particules contiguës; en sorte que la dérivée, par 
rapport au temps, de chaque quantité physique relative à un point 
déterminé (a?, y } z) d’un corps, ne dépend le plus souvent que des 
états actuels produits en ce point et dans le voisinage. 

Or ces états physiques, considérés ainsi dans une étendue très pe¬ 
tite autour de (a*, y, s), sont ordinairement caractérisés d'une manière 
complète parles valeurs, en (.r,y, 5), des fonctions qui les définissent 
et de leurs dérivées partielles relatives aux coordonnées ; car la série de 
Taylor donnerait ces mêmes fonctions dans tout le voisinage, c’est-à- 
dire pour toutes les particules ayant des coordonnées (ou actuelles ou 
primitives) très peu différentes de or, y, $, en séries procédant suivant 
les puissances des petits accroissements de ces coordonnées à partir de 
oî, y t z t et qui ne varieraient, d’un état physique ù l’autre, qu'avec leurs 
coefficients, c'est-à-dire avec les valeurs, en (.r, y, .3), des fonctions 
développées et de leurs dérivées successives par rapport à a?, y, z. En 
conséquence, la dérivée, relative à t, des diverses quantités physiques 
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ne dépendra que des valeurs actuelles de ces quanti lés et de leurs dé¬ 
rivées en æ t y y z f ainsi que de lo nature des corps étudiés. C'est bien 
dire que-les équations du phénomène seront aux dérivées partielles, 
avec quatre variables indépendantes, savoir î t a le temps /, auquel 
correspondront ses phases successives, et qui, dans le cas d'un étal 
initial donné, sera la variable principale (p. 3 s 3 *); s° les coordon¬ 
nées &,y t 5, caractéristiques des diverses régions servant, en quelque* 
sorte, de théâtre aux faits étudiés. 


Les phénomènes de pesanteur sont presque les seuls où la matière 
située à des distances perceptibles de celle que l’on considère influe 
d'une manière immédiate sur le mouvement de celle-ci; ce qu'elle fait 
en modifiant lu dérivée, par rapportai! temps, de sa vitesse suivant Je 
sens de la verticale. Mais cette dérivée ne se trouve ainsi changée que 
d'une quantité è fort peu près ou constante, ou fonction donnée du 
temps, en chaque point (u*, j, s), et les équations de mouvemeut n'en 
sont, par suite, augmentées que d'un terme de valeur comme. Ainsi 
les conclusions précédentes s'appliquent môme à de tels phénomènes. 

Quand il ne s’agit que de petits changements d'état, les équations 
aux dérivées partielles deviennent linéaires par rapport aux fonctions 
inconnues et à leurs dérivées partielles, pour la môme raison, exposée 
plus haut (p. soi ), que dans le cas où l’on préférait avoir, à la place, 
des équations différentielles simultanées; et leurs coefficients, déjà 
indépendants du temps (p, 303 ), le sont même des coordonnées s’il 
est question d'une matière hotnogènc t ou si, en d'autres termes, une 
même distribution actuelle d'étals physiques, dans une petite étendue 
autour d’un point, entraîne, en ce point, quel qu'il soit a Vintérieur 
du corps, les mêmes changements instantanés élémentaires. 


Alors les particules de la surface, ou appartenant à ce qu’on appelle 
la couche superficielle du corps, se trouvent seules (à cause des dis¬ 
continuités ou des très rapides et exceptionnelles variations de nature 
et d’état qui s'y produisent) régies par des équations spéciales, dites 
conditions^# ou relationsc/e/f/iie^, qui expriment leurs doubles 
rapports avec l'extérieur et avec le dedans, lit l'on appelle, pur contre, 
équations indéfinies, celles qui, s'appliquant aux particules inté¬ 
rieures, conviennent pour toutes les valeurs de #, y f s, vu la conti¬ 
nuité admise de l'état physique du corps : la manière même dont on 
forme ces équations en Mécanique ou en Physique mathématique, par 
la mise en compte des influences s’exerçant simultanément à travers 
ks faces opposées d’une particule, y introduit des dérivées en ;v, y, z 
d’un ordre plus élevé, d'une unité, que celles qui entrent générale¬ 
ment dans les conditions spéciales à la surface. 
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410*. — Sur leur réduction à des systèmes d'une infinité d'équations dit* 
férentiellea, formées pour un réseau de points régulièrement alignés en 
files parallèles aux axes. 

Pour nous foire simplement une idée de la signification «Tun tel 
ensemble de relations, les unes indéfinies, les autres, définies, et delà 
manière dont elles peuvent déterminer les problèmes, essayons de les 
runener a des équations différentielles simultanées, non pas précisé¬ 
ment aux équations d'où nous sommes partis et qui enchaînaient les 
états successifs de l'inextricable amas de particules composant le 
corps, mais ù d'uulres bien plus simples, régissant, dans ce corps de¬ 
venu en quelque sorte continu, l'étal physique dépeints choisis régu¬ 
lièrement espacés les uns des autres,et d’ailleurs extrêmement voisins, 
entre lesquels la loi de continuité permettra d'interpoler Tétât de tout 
le milieu. 

Nous supposerons donc ces points, dans leur état ou initial, ou ac¬ 
tuel, rangés par files parallèles aux axes, et présentant de l'un à l'autre, 
suivent les *r, les jet les trois espacements uniformes très petits//, 
/», ( (que nous ferons tendre finalement vers zéro); de sorte que les 
coordonnées ou initiales, ou actuelles, de J'un quelconque d’entre eux 
étant *r, j, z y celles des plus voisins soient cc ou o?±: //, y ou y ± /»’, 
.sou 5 dt/. Si, pour plus de simplicité, nous admettons qu’il s’agisse d'un 

état physique exprimé au moyen d’une seule fonction de point,//, et que 

# 

celle-ci soit régie par une équation aux dérivées partielles donnant 
^ l y , linéairement en fonction du // et de ses dérivées tant pre- 


ou 


ttl* 


litières que secondes relatives à .r.y, z, lu but proposé sera d'exprimer 

ou 9 pour chaque point (a*, r, s) du réseau a trois dimensions 

considéré, ati moyeu des valeurs actuelles de // en (jt*, y, z) et aux 
points du réseau voisins (j*±//,y, z) } (.r,y ± /r, s), (tf,y, z ± /), etc. 
Or on y parviendra simplement, avec des erreurs relatives de l'ordre 
de//*, A*, /*, hk> . seulement, en remplaçant clans l'équation aux 
dérivées partielles proposée, spécifiée pour un point quelconque 
(*r, y, #)du réseau, les dérivées de u en #*, y, z par leurs expressions 
très approchées, rapports de dilférences finies relatives à Aj? = //, 
Sv = /*, âz = /, ou a Aj? = .?//, \v = i/i', A5 , dans les nu¬ 

mérateurs desquels on aura soin d'introduire autant de valeurs de la 
fonction prises au delà de celle qui correspond ù (æ, y, *), que de 
valeurs prises eu deçà, conformément aux indications du n° 9 G‘ (t- 1 , 



tMATIOS» AUX 1>K Ul YK KH PAttTIRUK» UÊ LA PHŸSIQL'K HATHKM. 

}>, t&a*). Par exemple, #j, a, désignant lus trois valeurs de la 
fonction en (.r — ft> y, 5), (.r, r, 5) et (a- 4-/1, y. 5), on aura très 
sensiblement 


__ //1 — u-1 tfrtt __ tf\ • ’>.tt ■+- a j 

«/./• ~ vt/< ’ <Àr* “ ~/i* 


Il est clair (ju en apcniut de la sorte pour tous les points iutérieurx 
du réseau» c'est-à-dire pour tous les points (./*, y, 3) en ayant d autres 
autour d eux» ou formera une équation propre adéfinir, pour ces points, 

avec une erreur relative aussi faillie «u’ou le voudra, -!■ ou 

m dt* 

en fonction linéaire de Ja valeur correspondante de« et des valeurs de 
u aux points du réseau environnants; d’où résultera, en tout, un sys¬ 
tème d'équations différentielles linéaires avec t pour variable indépen¬ 
dante unique, mais avec un nombre de fonctions inconnues égal au 
nombre total de points du réseau, alors que celui des équations sera 
le nombre des points intérieurs seuls. 

Voilà justement pourquoi unecondilion spéciale a la surface limite, 
c'est-à-dire une équation pour chaque point superficie /, devra s'ad¬ 
joindre à l'équation indéfinie» si l'on veut que la suite des valeurs de «, 
à partir d'un état initial donné concernant, par exemple, l'époque 
* =0» se trouve déterminée dans toute l'étendue du réseau, c’est-à- 
dire du corps. D’ordinaire, celle condition spéciale sera une relation 
entre t> x y y, z y u et, de plus, les dérivées premières de u f qui devien¬ 
dront simplement ici, à fort peu près, les rapports à ± /<, ± 4- ou ± f, 
de la différence existant entre u au point superficiel considéré du ré¬ 
seau et u au point intérieur le plus proche situé sur la mémo file paral¬ 
lèle aux x y aux y, ou aux z. Une telle relation permettra donc 
d éliminer du système d équations différentielles les valeurs de u rela¬ 
tives u la surface; ce qui réduira bien le nombre des fonctions incon¬ 
nues à celui des équations différentielles en /, ou des points inté¬ 
rieurs. 


La même transformation montre que, si l'équation indéfinie était du 
quatrième ordre en x y y, 2 ou qu’il faillît, pour y exprimer sensible¬ 
ment les dérivées de u en x y y, z au moyen de différences finies, 
employer, outre la valeur de u au point considéré, deux valeurs de u 
au delà et deux en deçà, il y aurait, non pas seulement la couche la 
plus superficielle des points du réseau, mais encore la couche située 
immédiate ment au-dessous, dont les changements élémentaires d'étal 
ne se trouveraient pas déterminés par l'équation indéfinie. Donc if 
faudrait , non plus une seule condition à la surface, mais deux, par 
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fonction inconnue, pour achever la mise eu équation ilu problème ou 
compléter l’enchaînement des états physiques 4 partir d’un état initial 
donné. Ce cas, assez rare, a lieu dans l’élude de Inflexion des tiges et 
plaques élastiques, 0C1 se présentent, en effet, deux conditions dis» 
linctes aux limites. 

Toutefois, comme une petite erreur relative subsiste dans chacune 
des équations différentielles en uombre immense ainsi extraites d’une 
équation aux dérivées partielles donnée, ou que les valeurs de la fonc¬ 
tion continue u de y f s, /, aux divers points (s y y, z) du réseau, 
ne les vérifient qu’à très peu près, il n'est pas a priori certain que ces 
valeurs restent presque identiques à des fonctions de £ déterminées 
uniquement, à partir d’un même état initial, au moyen de ce système 
d’équations différentielles regardées comme rigoureuses, vu surtout 

l’excessive grandeur, comparable « jr t > j t * des coefficients qui y 

affectent les fonctions inconnues [d’après les seconds membres de lu 
deuxième (t) et des relations analogues]. 

On peut, en effet, remarquer, sur la solution générale u = ce * 1 de 

la simple équation linéaire — —an — o, quand « désigne un coefli- 

cient constant énorme, combien cette grandeur des coefficients 
rend sujettes u une .variation rapide les fonctions inconnues. Aussi 
y aura-t-il une condition, évidemment nécessaire et suffisante, que 
devront vérifier les fonctions u satisfaisant aux équations différen¬ 
tielles formées, pour que leur ensemble puisse être censé définir une 
fonction continue u de x y y, s, t et constitue l’intégrale demandée de 
l’équation aux dérivées partielles ; ce sera que, pour des points 
(.r, y, s) du réseau très voisins, elles restent elles-mêmes très voisines 
et présentent ainsi constamment, de l’une a l’autre, des dillérences 
finies propres à devenir, à la limite, des différentielles en y , 5. Au¬ 
trement dit, pour que te système d'une infinité d'équations différen¬ 
tielles en t, formé au moyen d'une équation indéfinie aux dérivées 
partielles en a*, y , z, t et de conditions définies ou relatives à la sur¬ 
face d'un corps, soit l'équivalent de cette équation et de ces conditions , 
il faut qu'il ail été composé de manière à assurer par lui-même la 
conservation, à toute époque t , de la continuité ou variation gra¬ 
duelle de la fonction inconnue entre points du réseau voisins; ce 
que fait implicitement l’équation aux dérivées partielles, où la pré¬ 
sence de dérivées en cr, y y z oblige d'admettre l’existence de ces dé¬ 
rivées. 

Sans doute, il est probable que nos équations différentielles, formées 
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en employant de» valeurs comme (i), ou de deuxième approximation 
(f. I, j>, f 33 *), îles dérivées eu y, 3, satisfont ù celle condition de 
continuité (*), Mais une étude approfondie, qui manque encore à la 
science, serait nécessaire pour s'eu assurer. Jusqu'à ce que cette étude 
ait été fuite, l'intuitive conversion, expliquée ici, d’une ou de plusieurs 
équations aux dérivées partielles en un système d’une infinité d’équa- 


( ) U est facile de reconnaître cjtic tics expressions de première upproxima- 
(ion seulement, obtenues, pour les dérivées dont il s’ugit, en ne prenant, par 
exemple, que les valeurs de « relatives nu point considéré cl à d'autres situés tous 
«« delà (ou ayant leurs coordonnées plus grandes), seraient généralement insuf¬ 
fisantes, dans les aptalions indéfinies , faute de sauvegarder lu graduelle varia¬ 
tion de u entre endroits voisins. Cela est évident au point de vue physique. Car, 

par exemple, dans l’équation ($1) [p. 358« ] des cordes. vibrantes, écrite 
dut dut . „ 

dO ,1 ‘ dx* :( c cs cxpressiuus ne feront dépendre les variations de u 

avec le temps, en un point quelconque x r-. c , que des états physiques produits, 
a I époque / ~ u, aux points dont (es a Osasses x excédent c; conséquence re¬ 
venant h nier toute propagation du mouvement vers les x positifs. L’intervention 
de valeurs, comme prises en deçà de celle, «, que l’on considère, est dune 
aussi nécessaire, dans l’expression des dérivées en x,j' t z par des rapports de dif¬ 
férences Unies, que celle de valeurs prises uu delà, comme et, cela, alla d’ex- 
pi imci autant i influence, sur la particule située en (a*, y, z ), des particules pré* 
cédai tes, que celle des suivantes. 

La maniéré dont se produirait alors la discontinuité de u entre points voisins 


<c voit très simplement sur l'équation du premier ordre -■ 

lit 


du du 


dx 


n — 0 , quand 


«u croit pouvoir ainsi la remplacer, pour chaque point x ~ x t par l’équation dif- 

o. Soit, en effet, à l'époque t — 0 , « nul depuis x =r c *+.A 


férenüelle — l ^~ 
dt n 

jusqu a x - a, mais exlr-iHcincnt peu différent de zéro au point x e*- c. Pour / > o, 
les équations différentielles substituées de lu sorte à l’équaliun aux dérivées par¬ 
tielles donneront identiquement, de proche en proche, u = 0 , en tous les points 
x — c A, x “ c *+* a A,.... Mais, uu point même x ~ c.oû la valeur initiale u i 

de u différera de zéro, l’équation différentielle, réduite à 


du 

dt 


u 


jj *“ »» pur l’un- 


nidation de w |t donnera « - i^eï, valeur croissante, à partir de t - 0 , avec une 
rapidité infinie, quand l'intervalle h de deux points consécutifs devient infini¬ 
ment petit , Loue, au bout d'un temps très court, lu graduelle variation de u 
aura cessé d’exister entre x « c et x - c -h A, toutes les fois du moins que la 
valeur initiale u r de u f pour ar = c, sera comparable à une puissance h m de A, 
c’est-à-dire, d’un ordre assignable de petitesse par rapport à la distance, A, de ce 
point x ~ c, d’avec lu région, commençant à x - c -f* A, où u t s’annule, Une 
telle rupture de Ja continuité, pour x = c, était inévitable, puisque l’intégrale 
générale u~f{x — t) de l’équation aux dérivées partielles proposée exprime 
une propagation des valeurs de u vers les x positifs, incompatible avec la forme 
approchée que l’on a choisie des équations différentiel les. 
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tiens différentielles, précieuse pour indiquer le nombre des relations 
définies (ou à la surface) indispensables a la détermination des pro¬ 
blèmes, ne fournira, à cet égard, qu'une forte induction et aura 
besoin d’être complétée, pour chaque catégorie de problèmes, par une 
démonstration spéciale. 


441 \ — Démonstration, par des procédé» spéciaux, de la détermination 
des problèmes de Physique mathématique. 

Ces procédés spéciaux, dont le détail appartient aux diverses 
branches de la Physique mathématique, présentent cependant quel¬ 
ques particularités communes, qu'il est bon de signaler ici. Ils con¬ 
sistent, w, r, *r, .,. désignant les fonctions inconnues de #, y t /, ù 
remplacer, dans les équations des problèmes, les résultats </, r, ir,... 
que fournit une première solution supposée, par des sommes de la 
forme u 4 - v 4 - r„ tr 4- <v t , ..., ou tt u r„ iv,, ... désignent ainsi 
ce qu’il faudrait ajouter ù ces premiers résultats pour vérifier les équa¬ 
tions, si Ton pouvait le faire autrement que dans l'hypothèse ~o, 
t*i «*, =o, .,et à démontrer alors, par des intégrations em¬ 
brassant toute l'étendue du système matériel dans lesquelles joue un 
grand rôle la réduction a des intégrales aux limites exposée &un°313* 
(P* 9^*), <l ue ^ es équations transformées en u u <q, «q, ... donnent 

r=o, i»| nqnro, .... Le succès de ces méthodes tient essentielle¬ 
ment à ce que les coefficients des équations proposées ont soit les 
signes, soit (ent.re eux) les rapports, nécessaires pour que les expres¬ 
sions amenées sous les symboles/ se trouvent exactement décompo- 
sables en parties toutes de mémo signe, en carrés par exemple, dont 
l'annulation résulte de celle de leur somme. Or, bien que ces signes 
et ces rapports mutuels des coefficients résultent toujours de proprié¬ 
tés physiques évidentes (telles que sera, dans l'étude des petites oscilla¬ 
tions, la stabilité même de l'état permanent autour duquel elles se 
produiront), néanmoins leur existence n’est généralement pas indis¬ 
pensable ù la détermination des problèmes ; en sorte que les méthodes 
dont il s'agit, excellentes au point de vue physique, présentent l'in¬ 
convénient d'être moins générales ou moins étendues que le résultat 
rais en évidence par elles. 

Comme exemple simple, soit à déterminer, dans toute l'étendue w 
d’un corps, une seule fonction * de x } y, s, /» régie par l'équation in- 

définie du second ordre ^ =r o, avec cette condition, spéciale 

à la surface <r du corps, que, u l’approche de l’un quelconque (h de ses 
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éléments, lu dérivée de ^ ^ l°n& d’ttu chemin dn aboutissant nor¬ 
malement à th et avant pour cosinus directeurs cos a, cosp, cos*/, ad¬ 
mette une expression de la (orme 


( ‘à ) 


f /15 t f/î« 

dii “ **? * K 4 *^V unü hjiirlion donnée de jr, /, 5, 


où /% 2 , K* désignent des fonctions positives et données, d’ailleurs 
quelconques, de a*, y f $, <. Knfm, l’élut initial consiste en ce que, 
do 

pour t~o, 9 et soient des fonctions arbitraires connues de *r, 


1 , V» 


Substituons 0 -+* ?| à et il viendra, eu f fn les relations 


* 4 ) 


t i) 


<hx 

1 —*-i 

<û la surface » <f« 
7 de bj ) 1 


. f/l^J 

i 7/^ 


SS 0 


! 

« ou 




1 <1‘M 

d^t 

_ _ 

_ f (*?i 

1 

du* 

oM 

</$ J 


cosa -fr¬ 

~~ cosji 
dy r 

j. «Si 

</*/’ 

<?<3 



■" - 

• A»*, 

?i - O 

et 

13 

0 . 


<//* 


Multiplions la seconde ( 3 ) par<p,</m et intégrons chacun des quatre 
termes du premier membre dans toute l’étendue w, apres avoir trans- 

formé les trois derniers en substituant» par exemple, à — s, -fjh 

l’expression équivalente —-J™ ^ ^ ^ -t- * dont première 

partie, multipliée parera cl intégrée, comportera l'emploi d'une des 
formules (22) du n° 313 * (p. <) 3 *). Les trois intégrales ainsi réduites 
ti des sommes prises sur la surface 7 auront pour total 

f (<h x do 1 0 do x \ . 

- X ?1 te C0S ^ dy ( ‘ 0S ? + 7h cos y <h 

ou, d'après (4), j ' + k*?i *7^7^ </*» et il viendra enfin, en nous 

rappelant que 4- H- est le carré du paramètre différentiel 
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(tu premier ordre Vf,* 


(G.) 



(i lV 

Ut* 




ch r- O. 


Or, dans je premier membre, tous les éléments des intégrales sont 
essentiellement positifs, du moins à l'instant où, t s'éloignant de zéro 

pour devenir soit positif, soit négatif, ?, et cesseraient de garder 

leurs valeurs zéro relatives, en vertu de (5), u l'époque où t s’annule» A 

un tel moment, en efiet, b quantité naissante ^ prendrait, pour t crois¬ 


sant, même signe que sa dérivée 



et, pour t décroissant, signe 


tutu VIV MIVUIW 


contraire; üe sorte que, se cotnpor— M .. ë , 

dérivée , les deux facteurs du produit auraient même signe. 


Donc alors le premier membre de (C) dépasserait le second membre 
zéro, ce qui est impossible. Ainsi, le premier membre de (G) est nul; 
d’où il suit bien que les relations (3), (4), (5), impliquant (6), don¬ 
nent identiquement ~o : ce qu’il fallait démontrer. 

Si l’équation indéfinie, contenant, ainsi que la relation (a), la dé¬ 
rivée première de o eu t au lieu de la dérivée seconde, devenait 

— A,? =r o, cas où rélut initial ne comprendrait que les valeurs de 

<p pour / et si, plus généralement, le premier membre de l’équa¬ 
tion indéfinie se composait, à part le terme triple — A,?, de deux 
termes proportionnels respectivement aux deux dérivées première et 
deuxième de ç en t avec des coefficients positifs, que, d’ailleurs, le 

second membre de la relation définie (u) s'accrût d’un terme en 

affecté d'an coefficient négatif comme — K 1 , la démonstration pré¬ 
cédente subsisterait sans changement, à condition de ne l’employer 
que pour les valeurs de t positives . Donc le système d’équations ainsi 
posé déterminerait pleinement une suite d’états physiques exprimés 
par la fonction y et succédant a un état initial arbitrairement donné. 

Les mêmes procédés s’appliquent aux états permanents, pour les¬ 
quels les fonctions inconnues//, <♦, <r, ... deviennent indépendantes 
de f, et ils servent a démontrer jusqu’à quel point les conditions po¬ 
sées les déterminent, savoir, presque toujours, d’une manière complète. 
C’est bien ce qu'indiquait déjà, à un point de vue général, la conver¬ 
sion des relations données, tant indéfinies que définies, en une infinité 
d’équations différentielles linéaires, devenues maintenant, par l’annu- 
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Jatiou tics dérivées de «, v, ir, ,.. eu f, un système d’équations algé¬ 
briques du premier degré en nombre égal à celui des inconnues, ou 
comportant d’ordinaire une solution parfaitement définie. Et Ton 
pourrait induire aussi la même détermination, de ce fait que, dans 
l'hypothèse simple d’un corps présentant un état permanent fonction 
seulement de a?, entre deux limites #•„, «l'j, les équations indéfinies se 
réduisent à de simples équations diüérenüelles eu a*, dont l’intégrale 
se spécifie par autant de conditions que l’indique leur ordre, généra¬ 
lement identique à celui même, en cr,/, z t des équations aux dérivées 
partielles du problème général. Donc, s’il y a, par exemple, une 
seule équatiou indéfinie et, par conséquent, uue seule inconnue, une 
condition a chacune des deux limites a* t du corps suffira quand 
celte équation sera du second ordre en »r, tandis qu’il en faudrait 
deux si elle était du quatrième ordre, etc. 

Mais les procédés spéciaux de démonstration indiqués ici sont bien 
plus précis, comme on le voit aisément sur les fonctions * dont il vient 
d’être question (*). Proposons-nous, en eflet, de déterminer l’une 
quelconque d’entre elles, sous la condition de ne pas dépendre du 
temps t s par l'équation indéfinie correspondante, que celle condition 
réduit, dans tous les cas considérés ci-dessus, a r= o, et par la re¬ 
lation définie (a), où nous supposerons /»*, avec le dernier terme, in¬ 
dépendants de/, et où le terme en K.* sera nul à cause de son facteur 

comme le serait le terme eu ^ si cette relation en contenait un. 
Il viendra, après avoir remplacé par * + les équations o, 
dans toute l'étendue o, et — à la surface», relations évi¬ 
demment comprises dans ( 6 ) et (4), où il suffit de supposer indé¬ 
pendant de t pour les en extraire. Par suite, la formule (6) se trou¬ 
vera maintenant réduite à f -f- ( A^cfszz o, 

*■•'17 Vif 

Il en résultera l’annulation nécessaire de A,^,, c’est-à-dire la con¬ 
stance de la fonction»,, dans tout l’espace tu ; et, s» le coefficient donné 
/i* n’est pas uul sur toute la surface, on devra même poser », zzro, ou 


(’) On peut en dire autant de certaines démonstrations directes non plus de 
r«m<e, mais de l 'eæiitcnce même de la solution qu’admettent ces sortes de pro¬ 
blèmes d’état permanent. Nous en donnerons une idée dans la L« Leçon, en étu¬ 
diant les minima des intégrales définies. En effet, la solution dont il s’agit rend 
tninitua certaines sommes d’intégrales définies comme celles qui figurent ici dans 
(*»)»( ; b etc. 
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annuler la.valeur constante de »*, sa»» quoi le terme eu f serait su- 

' T 

périeur à zéro. Donc il n'y a qu'un élut permanent » possible à moins 
que k ne s'annule identiquement, cas où tous les étals pcrumueuU 
possibles sont exprimés par ^ une constante arbitraire, 

Dans certaines circonstances, il n'est même pas besoin, pour déter¬ 
miner la forme d’une fonction de point <p> d'adjoindre à l'équation 
indéfinie des conditions précises aux limites, c'est-à-dire des condi¬ 
tions représentées par des égalités à termes Hui» : des données assez 
vagues v suffisent parfois. Si, par exemple, la fonction », continue 
dans tout l’espace, ainsi que ses dérivées premières, satisfait à liqua¬ 
tion A*» ~ n 1 », où /i* est une fonction positive quelconque de ./■, i\ z s 
il sufïiru que » ne grandisse pas indéfiniineut aux distances inlinies 
de l'origine» c'est-à-dire ne dépasse nulle //art une valeur absolue 
finie M (en appelant ainsi la plus forte qu’elle atteigne ou vers la¬ 
quelle elle tende), pour se réduire partout à une constante, et même 
à zéro si/i* ne s'annule pas identiquement, ou que l’équation indéfinie 
soit bien A,<p /*et non A 4 » rr o. 

C'est évident quand <p dépend d'une seule coordonnée, ,r, et que n a 
une valeur constante : car l’équation indéfinie, alors de l’une desdeux 
formes ÿ = o, /<*», donne pour»soit une fonction linéaire de.r, 
soit la somme de deux termes respectivement proportionnels a e nx et 
a e~ nx , infinis, l’un, pour ./—x, l'autre, pour .c — x, si leurs 
coefficients ne sont pas nuis; en sorte qu'il ne peut y subsister qu'un 
terme ou constant, ou nul, lorsque » ne doit nulle part dépasser mie 
valeur absolue finie M. 

Pour reconnaître qu’il en est de même avec n variable et sans avoir 
besoin de supposer// priori « indépendant de v et 5, multiplions par 
y dm l'équation A*? — //*», puis intégrons le résultat dans tout l’es¬ 
pace ® qu’entoure une sphère 7 — \ r>i* décrite, d'un raton quelconque 
r, autour d'un point également quelconque. ICii traitant l'intégrale 

/ comme / » t A♦»,</*! tout a l'heure, et observant nn une 

Ja 'm 1 

normale <///, menée à un élément quelconque (h de ia surface vers 

l'extérieur de m, est ici le prolongement dr d’un rayon r de la splièrc, 

H viendra aisément 


<?) 


f Aai»;*//wh- f //îoVnrx,. 

'tj iU *-tv 4 .'a 


Or celte relation, où s 'v? — - <»° itrant que le premier Membre 


B. — IL Partie complémentaire. 


a.» 
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• t « /* fj f 

est positif, exige évidemment que l'on oit J ^w/7>o, ou 
f/.s* 


i 


( 8 ) 


dr 


> o, ou enfin 


r 


<h 


o, 


si Ton considère des sphères concentriques de rayons croissants, av'ec 
éléments </•? ( normaux aux mêmes droites r prolongées) proportionnels 

aux surfaces totales 7, en sorte que (“““^) “ °* 

Donc la valeur moyenne de ©* sur chaque sphère v, ou à chaque 
distance /• tout autour d'un même point quelconque, croît avec cette 
distance, sitoutefois elle est variable. Et comme on peut choisir pour 
centre un point oh la valeur absolue de 7 soit, pour ainsi dire, infi¬ 
niment peu au-dessous de la limite supérieure assignée M, de manière 
ù rendre, tout autour, un accroissement sensible de ?* impossible, la 

J j* 

f ÿ 2 - -sc trouvera astreinte ùv égaler constamment 

*s ^ 

M 2 , sauf écarts infiniment petits; d'où résultera l'impossibilité, pour 
Ÿ*, d’être, sur aucune partie sensible de 7, notablement au-dessous de 
M*, puisque aucun excédent — M 3 ne pourrait, sur d’autres parties 
de 7, compenser un tel déficit M 4 — © 3 appréciable. On aura donc par¬ 
tout ©* r= eonst., ou « = const. ; et, si n 2 n’est pas nul, l'équation 
Aj<p — «*©, réduite aiusi a o n: /**©, donnera même 9 = 0* 

Par exemple encore, si une fonction ^ do y* 5 , satisfaisant à lu 
meme équation Aj<p r=rt*<p, est continue, avec ses dérivées premières, 
dans tout un angle solide ou espace conique quelconque (ce qui com¬ 
prend le cas de l'espace limité d'uu côté par un plan et indéfini dans 
les autres sens), que, de plus, celte fonction tende vers zéro aux dis¬ 
tances r infinies du sommet de la surface conique (ou d’un point du 
plan), ü suffira qu’une condition spéciale à cette surface donne, sui¬ 
vant tout chemin infiniment petit dn y aboutissant normalement de 

^/o (l ** ® 

l’intérieur, l’inégalité© 011 -jj- ~ °* pour qu’il en résulte néces¬ 

sairement partout. En effet, l’équation = /**?, multipliée 
par y tiw et intégrée, de la même manière que tout à l’heure, dans tout 
un secteur sphérique a, de rayon quelconque /*, limité latéralement à la 
surface conique, donnera, en appelant v' la portion interceptée de cette 
surface et 7 la portion analogue de la sphère, 

(9) J 'Ÿ <#* + jf ? f/ ’' “ y C^i?)*<*»-+• J'n*y*dw>a. 
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IV suite, chaque élément île l’intégrale f élmit, par hypothèse, 

Vij* 

C do 

ou négatif ou mit, i! vient j y ÿ<Ar> o; d'où résultera, connue ci- 

dessus, la relation (8). Ainsi, la fonction essentiellement positive 
yV “f grandira avec /• ou, du moins, ne décroîtra pas; et, comme on 

la suppose astreinte û s'annuler pour r infini, elle ne pourra qu'être 
nulle identiquement. 


412*. — Résolution générale des problèmes concernant Tétât variable 
des corps, par la superposition d'une infinité de solutions simples, af¬ 
fectées, chacune, d'une constante arbitraire. 


Quant ù l'intégration des équations ans. dérivées partielles régissant 
les états ou variables, ou permanents, d'un corps de dimensions finies, 
on ne sait, en général, l'effectuer qu'en séries d’une certaine forme, 
comme vont l'indiquer quelques «perçus, relatifs d'abord aux. étals 


variables. 

Supposons donc que les fonctions u> <\ «*, ... à déterminer ne dé¬ 
pendent pas seulement des coordonnées Xy r, $, mais aussi du temps 
t\ et commençons par considérer non pas, tout de suite, les équations 
aux dérivées partielles du problème, mais des équations différentielles 


linéaires, en nombre immense, revenant au même ù la limite oü «, r, 
m,... deviennent continus en æ,y, z t soit celles qui régissent les par¬ 
ticules effectives du corps et que l'on a condensées dans les équations 
aux dérivées partielles, soit, au contraire, les équations différentielles 
plus simples déduit;* de celles-ci et relatives à des réseaux de points 
rangés par files parallèles aux x,y 9 ». Dans les deux cas, les intégrales 
des équations différentielles linéaires en l , c'est-à-dire les valeurs de 
u t v, iv, ... pour les particules ou les points dont il s'agit, seront, 
d'après les démonstrations des n°* 407 * à 412 * (pp. 376* ù 297*) et 
comme il a été rappelé au commencement de cette Leçon (p. 3 ? 4 *), 
des sommes de solutions simples ou doubles d'une forme déterminée. 

Par exemple, si l'on étudie les petits mouvements des particules d'un 
corps élastique autour de leurs situations d'équilibre stable, cas où 
les seules dérivées en i figurant dans les relations sont du second ordre, 
les expressions des déplacements «, c, \%> éprouvés suivant les axes, et 
même, du moins dans les cas usuels, celle de la fonction auxiliaire 0 
de a?, y y », t à laquelle le procédé d’élimination du n« 438 * (p. 369*) 
ramènera leur calcul, sc composeront uniquement de solutions doubles 
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( p. !? 8 ü*), produits respectifs d’une fonction commune, en t , de lu forme 
Ccos(pf — c) f par des coefficients X, p, ... propres aux fonctions 
inconnues de t f savoir w, i\ ir, s spécifiées pour les divers points ma¬ 
tériels (,r, y, z) dont on s'occupe; et ces coefficients, ainsi que la 
constante corrélative {J, dépendront de la nature du système, non de 
sou élût initial (relatif a ro), qui influera seulement sur G et t\ 
Nous avons vu d’ailleurs ( p. tâj*) qu’il était plus simple de décomposer 
Pi n té grille générale en deux, correspondant, l’une, aux déplacements 
initiaux effectifs, tuais avec vitesses iuitiules nulle», Pautre, aux vt- 
lusses initiales effectives avec déplacements initiaux nuis, et que ces 
deux intégrales particulières se formaient séparément par superposi¬ 
tion de solutions non plus doubles, mais simples, produits de X, p, ... 

pm* GcosjU, pour la première, et par ~ sin jU pour la seconde. 


Nous avons reconnu aussi (p. 288* ) que, lorsque, au lieu des petits 
mouvements d’un corps élustique, où les équations en «, v t tv et, par 
suite, en 3, contiennent uniquement, par rapport au temps, des déri¬ 
vées paires comme ^|»il est question cl états physiques (tels que la 


température d’un solide) obéissant aux memes relations modifiées pur 

les changements de —-en-^— et de — en ^, l’inu*- 

K i'ale générale se compose des mêmes solutions simples, <i(i, seule- 
ment, Ce P* 1 tient la place soit de CcasJU, soit de 7 ' sinj**, 

Y 

Or il est naturel d’admettre que l'hypothèse d’un rapprochement de 
plus en plus grand des particules 0*%^, 5) avec graduelle variation, 


de l’une à Pau Ire, de leur élut physique, cpii donne à la limite lus 
équations aux dérivées partielles proposées au lieu d’équations diffé¬ 
rentielles, amène aussi la meme continuité en jc % y, z dans les solu- 
t ons simples ou doubles de ces dernières, c’esl-à-dire, par exemple, 
la graduelle variation, entre particules voisines, des coefficients À, 


p, .. •, par lesquels se distingue chaque fonction u, v, u*, aux divers 
endroits. Ou, du moins, il est naturel que les solutions simples dans 
lesquelles ces coefficients X, *1, ..relatifs ù une même fonction u. 


ou r, ou u*, ou <*, différeraient notablement pour des points très voi¬ 
sins, soient annihilées par un coefficient G iusensible, dans l’expres¬ 
sion des étals physiques dont on s’occupe. Pour quelles eussent réel¬ 
lement à figurer, i! faudrait, sans doute, considérer des phénomènes 
d’une rapidité cle variation analogue à la leur, tels que doivent être, 
par exemple, les détails des imperceptibles mouvements calorifiques 
dans un solide a très basse température (seul cas où l’on puisse avec 
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vrai sembla» ce supposer réductibles ù ta forme linéaire les équations 
de ces mouvements ut leur appliquer les intégrales en question). On ne 
conçoit pas en effet, que de telles solutions simples, affectées tl’ondula- 
lions ou d'inégalités dans lus plus imperceptibles espaces, concourent, 
pour une part appréciable, ù représenter des fonctions #/, t>, »i% o d’une 
nature toute dinureute,eVst-ù-dire bien continues en sensi¬ 

blement identiques pour une multitude de particules adjacentes. 

Ainsi, l'on est conduit à admettre, d'une part, que lus coefficients 
comme X, p, ... deviennent, dans l'expression de chaque fonction 
inconnue //, r, %v ou $, de /, et 5 , une fonction continue, U, V, W 
ou <!», de f,r et $, du moins tant qu'il s'agit de solutions simples utili¬ 
sables pour l'intégration des équations uu\ dérivées partielles données; 

(j 

et,en deuxième lieu, que les constantes arbitraires C ou - f . » propres, eu 

r 

alleciaut les diverses solutions simples, ù faire reproduire pur leuren- 
semble un état initial continu en j, 5, tendent assez, vite vers zéro, 
quand on arrive aux solutions simples où varient très rapidement U, V, 
W, 1 !», pour (pie les expressions totales de a t r. 11», de formes comme 

, p 

(10) <«. r, i»\s) 7 1 L‘ t V f NV,<t»j( tiens 3 /, mi sinÿ/. ou 

ÆBB / / 


u'aient qu’un nombre restreint de termes influents, supposés rangés 
par ordre de rapidité croissante des variations de U, V, W, ‘ 1 \ On 
conçoit d’ailleurs que le nombre de ces termes possibles, savoir, de 
tous ceux où U, V, W, 4 * constituent bien des fonctions continues 


de æ, v, soit illimité; car, â mesure que l’on multiplie le nombre 
des particules, ou celui des équations différentielles linéaires simulta¬ 
nées, pour faire tendre l'ensemble de ces dernières vers les équations 
proposées aux dérivées partielles, le nombre des solutions simples, 


ainsi que des racines ± jty — 1 de l’équation caractéristique, toutes 
dépourvues de partie réelle et ordinairement inégales (p. « 85 *), 
grandit à proportion. 

lût comme les relations en ç, d’un ordre généralement plus élevé, 
soit par rapport à l, soit par rapport aux coordonnées, que ceux des 
relations en «, r, pourront donner pour JJ plusieurs séries dis¬ 
tinctes de valeurs, correspondant, par exemple, à des vibrations de 
directions diverses, les unes longitudinales, les autres transversales, 
les premières ou les secondes tantôt suivant un seul sens, tantôt meme 
suivant deux sens rectangulaires, bien irréductibles entre eux r etc., on 
sera ainsi conduit à développer la solution cherchée ou complète en utt 
nombre fini de séries convergentes présentant la forme des seconds 
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membres de ( 10 ). Ces séries auront donc pour tenues respectifs tout 
autant de soldions simples, allèctéos, chacune, non plus d’une fonction 
arbitraire, comme celles, en nombre fini\ que nous appelions de ce 
nom dans la dernière Leçon (p. 3Gi*), mais seulement d’une constante 
arbitraire G.On conçoit qu’une infinité de telles constantes G puissent 
rendre la solution partielle correspondant à chaque série, aussi indé¬ 
terminée initialement que l'étaient, grâce à lu fonction arbitraire 
dont elles se trouvaient ail celées, les solut ions dites simples de la der¬ 
nière Leçon. J # ar suite, dans chacune de ces séries, la valeur de <p écrite 
(suivant la nature du problème) sous Tune des deux formes 

(II) O rrr 2C4»CO« ( ?/, ? » SC**-?"*, 

et celle de ^4 quand v est 


(VI) 


s ,Vc^, 


seront susceptibles, pour l ~o, ou olorsqu'elles se réduiront à £C«1>, de 
coïncider avec la fonction arbitraire de .r, y, z définissant Létal initial, 
censé connu, caractéristique de la solution particulière dont il s’agira. 


143*. — Formation directe des solutions simples; détermination de leurs 
coefficients respectifs, d’après l’état initial donné. 

Effectivement, si nous substituons, à w, c, «r, des expressions de 
la forme (U, Y, \V, d»)C cos (j3* — c), quand les équations linéaires 
aux dérivées partielles proposées, soit indéfinies, soit aux limites, ne 
contiennent que des dérivées d'ordres pairs a/i en l, et des expressions 
de la forme (U, V, W, «l»)C<rfl**, quand ces dérivées sont remplacées 
par celles des ordres moitié moins élevés n } le facteur Gcos(jU — c) 
ou Cerise retrouvera inaltéré dans tous les termes non affectés de pa¬ 
reilles dérivées en /, termes ot‘i ce seront U, V, W, *l> qui supporte¬ 
ront les différentiations en æ, y, £; et il reparaîtra encore, mais 
multiplié par (— jl 5 )' 1 , dans les autres termes, où, d’ailleurs, U, V. 
W, 4» ne seront pas diflèrentiés, si ces termes contiennent des dérivées 
prises uniquement par rapport à L Donc, après In suppression du fac¬ 
teur commun, t ue figurera nulle part dans les équations obtenues; et 
celles-ci formeront, soit en U, V, W, soit seulement en dont U, Y, 
\Y dépendent, un système propre ù déterminer ces quantités, et où les 
diverses solutions soit doubles, soit simples, que Ion veut obtenir se 
distingueront en général par tout autant de valeurs du carré 

IJ importe, sans entrer ici dans les détails, de voir que ce carré jî 4 
est déjà (par sa racine ou par lui-même) une sorte de mesure de la 
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rapidité de variation» avec le temps, de la solution double ou simple, 
dans laquelle t entre, en effet» par l’un des deux facteurs cos(jü£ — e), 
crP*. Or on conçoit que la rapidité de variation, dans l'espace ou avec 

r, s, de V t Y, \V, *!>, se trouve en rapport avec celle rapidité de 
variation dans le temps et soit mesurée encore pur fï 3 ou par p : ce 
que montrent bien les équations indéfinies, où les termes contenant 
des dérivées, le plus souvent de U, V, W, *1> en#, y y z seront 

naturellement de l'ordre des ternies contenant les produits de U, V, 
W, <1* par ( — fl 1 )"; en sorte que les rapports des dérivées a« Wwt ‘* > 
d'ordinaire, aux fonctions, se trouveront mesurés par ( —■ p*)", comme 
il arrive justement quand ceux des dérivées premières, aux mêmes 
fonctions, Je sont par p. 

Donc Ja superposition de toutes les solutions simples obtenues 
donnera bien des séries réductibles aux formes ( 11 ) ou ( 12 ); et, de 
plus, les fonctions U, V, W, <l> variant d'une manière de moins en 
moins graduelle quand p grandit, il faudra ordonner ces séries, afin 
qu'elles convergent (d'après une induction précédente), suivant les 
valeurs absolues croissantes de p. Ces valeurs seront en nombre inclé-* 
fini» et l’équation eu p, pour admettre ainsi une inOuité de racines, 
devra être transcendante. D’ailleurs, constituant la limite d’une équa¬ 
tion caractéristique en p qui «'admettait que des racines réelles et, 
d’ordinaire, inégales, elle conservera naturellement les mêmes pro¬ 
priétés. 

C’est bien, en effet, ce qui a lieu, comme il résulte de formules, ap¬ 
partenant au domaine propre do la Physique mathématique, pour la 
démonstration desquelles on recourt a la réduction, déjà employée 
au numéro 4V1* (p. 38;!*), de certaines intégrales prises dans toute 
l’étendue w du corps, ù d'autres qui ont pour champ scs limites. Il suf¬ 
fira ici de dire que, *1» et «1»' désignant deux quelconques des fonctions 
<l», savoir, celles qui correspondent à deux racines pet p' de l’équation 
transcendante distinctes (en valeur absolue), et, de plus, z) 

étant une certaine fonction de point essentiellement positive définie 
par la nature du corps, les équations dont il s’agit en comprennent 

toujours une dans le genre de I rr o, 

11 en résulte d’abordl'impossibilitéde racines imaginaires p, p f , aux¬ 
quelles, eu les choisissant conjuguées, correspondraient des expres¬ 
sions <î>, <1>' de la forme y ± <1 1 , c'est-à-dire conjuguées aussi, et 

dont le produit <M» f serait/* 4- •{**, c’est-à-dire essentiellement positif, 

contrairement à ce qu'implique l'équation j ? dm r= o. 

«■ f* 
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Mais ou eu déduit surtout la séparation et lu calcul, pur la méthode 
de Fumier (p, tCit*), des coefficients arbitraires 0, dans les relations 
dVtat initial 

ti'l) £ 0 * 1 »des fuiietiuus donnée* f\ .#*, r* 5). 

(Jar celles-ci, multipliée* par puis intégrées dans toute rétendue 

ïîj, 11 c conservent au premier membre que leur terme uflecté de Fex- 
pression «I» entrant dans le multiplicateur choisi; et il vient 

/ fi s, r, g 

/* /• / J v r 
H I ) I <l* 2 î(/w- I f\4\ J\ OU ü='-2-;-* 

• 3 ' n ’ I* 

« M 

\in>i, une seule valeur est pos>ilde pour chaque coefficient C; et 
«-‘est d'une manière parfaitement unique ou déterminée, que l'état ini- 
tial se décompose ru en étals initiaux fictifs répondant aux diverses 
solutions simples, 

Knliu, tout eu laissant les détails aux diverses h ranci as de la Phy¬ 
sique mathématique, ajoutons que, dans les cas relativement simple* 
oti les intégrations ont chance d'aboutir, les fonctions «l> sont les pro¬ 
duits de. facteurs dépendant, chacun, d'une seule coordonnée ou rec¬ 
tiligne, ou polaire, etc. 

Pour liver les idée-, supposons que i f un ait comme équation en y 


u*) 


. d if ï 


tfa 

soit / r-: ijî», 

(U * 


et que, par suite, la substitution des valeurs simples s ::r.«l*cos^î l — c), 
% “rj «Perî^ ait donné 


tiO) 


A|<1» -r- 0**1* « o 


ou 


V!» 

> 




Alors, s'il s'agit, par exemple, de corps rectangulaires, auxquels sont 
bien appropriées les coordonnées reetilignes ,#*, /, 5, on posera 

(17) *«XYZ, 

en appelant \, Y.Z trois fonctions respectives de æ seul, de r seul et de z 
seul, dont les dérivées secondes s'écriront V, Y'", Z*. Ou aura donc 

Aj 4 » ^ YZX* - - 7 SV -H XY 7 /; 

et la relation (lO) deviendra 



VattMK UK CE» SOLUTIONS 1*0VH LK* COR PB lUtCTAXOCL. K*r miXDRlQm. Sg** 

Or on y satisfait en appelant l x t m*, n* trois constantes positives, 
déterminer respectivement par les conditions relatives au* laces 
(a',/,5 ) -- const, du corps, et eu faisant, avec3* / f -w/i* -t- /«*, 


f lu) 


\ 


<- - /*. 


v 


— wi*, 


Z 


/ - - " ,( 


équations simplement dillërenlielhsdu .second ordre qui donnent pour 
X, V, Z tics expressions de lu forme 


Pau) 


\ <\. Y, Xi — c*t, uî»,€ )sin(/j*. wr. /< v i 
! f *t j, tl!»i, Cj i eu si /./■. /// r. /< z i. 


Si les coordonnées définitives ù choisir devaient être moins simples 
que /,y, z et, pur suite, quelqu’un au moins des facteurs à introduire 
dans «P, plus compliqué qu’un simple sinus ou cosinus, il pourrait être 
bon de simplifier d'abord la forme de (lü), en adoptant une nouvelle 
unité de longueur 3 fois plus petite, afin que, la valeur numérique de 
toutes les distances étant désormais 3 lois plus grande, les dérivées 
secondes en ,r, r, 5 de la fonction <P de point et, par suite, son para¬ 
métre Aj c l», devinssent [i* fois moindres, La primitive valeur, figurant 
dans (iO), de Aj‘l>, aurait donc pour nouvelle expression 3*Aj4>; et b* 
relation (iü) se réduirait n A**!» — «i\ Alors, pour un corps c\lin- 

drique de révolution autour de J’axe des z et une fonction € l> indépen¬ 
dante de z (ce qui constitue l'exemple le plus simple après celui d’un 
corps rectangulaire), l’adoption de coordonnées polaires /*, Q condui¬ 
rait ù poser <l» J (/*)/(0) et, comme on a vu au n° Y18* (p. 3o() 4 ), 
d'une port, à faire/(0) égal au cosinus ou au sinus d’uno fonction li¬ 
néaire de 0, d’autre part, il prendre pour J(/*) une fonction cylin¬ 
drique. 

Mais bornons-nous à un corps recta u gu luire. Dans les cas les plus 
simples, sinon toujours les», plus utiles, tes conditions à la surface 
réduiront les expressions (aol de X, V, Z, moyennant un choix con¬ 
venable de l’origine des coordonnées, aux tenues qui contiennent soit 
des sinus, soit des cosinus, et assigneront même comme valeurs, u /, 
ni, «, la suite des multiples ou naturels ou impairs de trois constantes. 
Les sommes XC 1 ! 1 seront donc les séries trigonométriques étudiées au 
n° 3 H* (p. 174 *), suivant lesquelles on pourra, d’après les démonstra¬ 
tions de ce numéro ou des numéros précédents, développer dans toute 
l’étendue du corps les fonctions arbitraires/(.r, r, 5 ) exprimant létal 
initial. 

Ainsi sera établie directement, pour ces cas les moins complexes, la 
possibilité de décomposer un tel état initial arbitraire eu étals Initiaux 
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cormpondantaux diverses ululions simples, et de telle manière qu'il 
y a *t convergence, ou que les solutions simples u changements très 
rapides, caractérisées par K** grandes valeurs de p, ne figurent que 
dans une proportion insignifiante, c’est-à-dire avec des coefficients C 
extrêmement faibles. 


IU*. — Difficultés subsistant encore dans cotte question, et inconvénients 

de la solution indiquée. 

Malheureusement, il n’est pas beaucoup de cas, en dehors de ceux- 
là, où ait pu encore réussir la vérification générale de la convergence, 
vers f(*Vf y t ^), dos séries SC*!*, dans lesquelles les coefficients C 
reçoivent les expressions données par la formule (i4)• C'est, il faut 
l’avouer, une lacune grave de la théorie, quoique les considérations 
synthétiques exposées tout à l'heure (p. 38</), confirmées d’ail leurs par 
certains exemples de calculs en partie numériques et en partie gra¬ 
phiques (mais toujours très laborieux) des développements dont il 
s’agit, dans un petit nombre de problèmes usuels où quelques résul¬ 
tats pouvaient être contrôlés autrement (‘), mettent à peu près hors 
de doute la convergence effective de ces séries et leur égalité à 
5). 

Une démonstration rigoureuse de la parfaite légitimité de leur emploi 
devrait aussi avoir égard aux difficultés dont il a été question dans le 
n°!H3* (p. 171 *), qui proviennent de la variation de plus en plus 
rapide des termes éloignés, et de l’absence, en résultant nsse*/ souvent, 
de dérivées secondes en .r, y % z pour les expressions développées (n) 
et (ta) de o. Des transformations de ces séries propres à les uni- 


(') On peut voir nota mm eut. au MX* Cahier (« 890 ) du Journal de VÉcole 
Polytechnique, dans le .Mémoire intitulé Courbes représentatives des lois du 
choc longitudinal et du choc transversal des bai'res prismatiques, dressées 
pur Jeu de Saint- Venant, publiées par Al* Plantant, la comparaison tju'a faite 
M. Flamant, pour le choc longitudinal, entre les résultats respectivement fournis, 
dans cette question, par l'intégration en série de solutions simples et pur l'inté¬ 
gration finie. Le défaut, dont il sera parlé ci-après, de convergence des séries 
quand on doit les différenlier une ou surtout plusieurs fois, y apparaît d'ailleurs, 
ainsi que dans le problème du choc transversal et dans d’autres de Mécanique 
physique, dès qu'il s'agit d'évaluer non les déplacements absolus, mats les défor¬ 
mations, mesurées proportionnellement par leurs dérivées ou premières, ou se¬ 
condes, en x, Toutefois, l'absence complète de convergence ne s’y produit que 
dans les dérivées mêmes des déformations; rc qui l'entraîne pour toutes celles 
d’entre elles, et pour les dérivées secondes des déplacements relatives au temps f, 
que contiennent les équations Indéfinies. 
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fonniser t c'csl~à*dire à les priver de leurs inégalités ou ondulations 
infiniment petites, mais infiniment rapides, seraient sans cloute néces¬ 
saires, pour leur faire acquérir les dérivées que possèdent incontesta¬ 
blement les fonctions ? considérées en elles-mêmes ou non dévelop¬ 
pées, A cet effet, Ton pourrait, par exemple, mais malheureusement 
au prix d'une complication ussez grande, remplacer chaque terme des 
séries par sa valeur moyenne dans une très petite étendue constante 
de part et d'autre des valeurs actuelles ou considérées y, z des va¬ 
riables; substitution sans influence appréciable sur les ternies sen¬ 
sibles, mais évidemment propre a effacer d’uulant plus l'influence des 
inégalités affectant les petits termes très éloignés, que leurs périodes 
deviennent plus courtes. 

Jusqu'à ce qu’on ait réussi à opérer assez simplement de telles 
transformations, il faudra, du moins quand les dérivées manquant aux 
séries (i i) et (la) seront précisément celles que contiendront ou im¬ 
pliqueront les équations du problème, regarder les sommes 1 comme 
limitées ù un nombre restreint de leurs ternies, sans quoi leurs déri¬ 
vées à considérer n'auraient pas de sens; et, alors, il sera convenu que 
l’on adopte, non pas précisément l'état initial donné, que représentent 
les fonctions/(y, s), mais un autre extrêmement peu différent, 
représenté par les sommes SG*Ï>, bornées aux termes dont il s’agit, 
dans lesquels les coefficients auront, ù volonté, soit les valeurs (i4)* 
soit d’autres choisies de manière que la fonction 2C‘I> devienne, par 
exemple, identique à/(&*,/, z), en des points repères ( jt, y, z ) ré¬ 
gulièrement distribués dans le corps et dont le nombre égalera celui 
même des coefficients C introduits. L’état initial fictif £C«1> ainsi 
formé sera, de toute manière, déduit par une sorte d’interpolation de 
l’état initial vrai; et il faudra s’assurer qu'il n’en diffère nulle part 
sensiblement, L’approximation sur cet étal initial se trouvera, natu¬ 
rellement, d'autant plus grande, qu’on aura pris plus de coefficients G 
ou plus de points repères; et l’application de la solution approchée 
obtenue ainsi, au véritable phénomène que l'on a en vue, où l’état ini¬ 
tial ôtait représenté par la fonction f(œ t y t s), se fera en vertu du 
principe plivsique de graduelle variation, qui implique, sauf dans des 
cas singuliers, la quasi-identité des phénomènes, quand les circon¬ 
stances qui les amènent sont presque identiques. 

Ces difficultés, jointes à la longueur du calcul numérique des 
séries (u) et (i a), devront en général faire préférer au procédé actuel 
les méthodes d'intégration sous forme finie, même plus compliquées 
en principe, exposées antérieurement (pp. 34G* à 373 *), dans les cas 
malheureusement rares qui en comporteront l'application. 



IXCGNVKXtKXTH £T AYAKTAOK* 1>U t-.VIXlt, 


— Sôfl avantages, dans les cas où quelques-unes des solutions 
simples ont une influence prédominante; régularisation de certains 
phénomènes par extinction des termes à variation rapide. 

L'inconvénient d’une variation non graduelle, ou affectée d’inégalités 
n trop courte période, dans les tenues des séries (n) et (ta) infini¬ 
ment éloignés qui correspondent aux très grandes valeurs de J, devient 
insignifiant, pour les époques / positives, quand i! s’agit de Ja seconde 
formule (n), où ces termes se trouvent multipliés par des exponen¬ 
tielles évanouissantes dès que t dépasse zéro. Kt si même le temps 
t devient assez grand, si, de plus, l'état initial n’a pas été choisi pré¬ 
cisément de manière à annihiler le coefficient C du premier terme, la 
série £Cq»(?~P*' tout entière se réduira sensiblement à ce premier 
terme, que j’écrirai oit figure la valeur de ? la moins forte; 

car on voit que les termes suivants, en v supposant les facteurs Cl> 
aussi sensibles que dans le premier, seront, comparativement d 
ceiuf-ci, des infiniment petits d’ordres[f* — fiJ déplus en plus élevés, 
à raison des seconds facteurs cf“*P 4/ ou (<r' / )P*. La fonction ? admettra 
donc I expression asvmptotique très simple? oii, quand 

le temps grandit, les valeurs de ? décroissent sans cesse en conservant 
partout des rapports invariables, qui dépendent de la forme et de la 
nature du corps, mais nullement de l’état initial. Ainsi, le phénomène 
se régularisera, par l’évanouissement des termes autres que celui dont 
les variations d’un point u l'autre sont le plus lentes, ou, eu quelque 
sorte, grâce à la neutralisation mutuelle des inégalités de l’état ini¬ 
tial, de ses éléments discordants, affectés de multiples changements 

de signe, commeonle voit, pour les grandes valeurs de [i r-y// 1 4 * tu* -r-zi 4 , 
sur les expressions (-^o) des facteurs X, V, Z de «I». 

Ce mode de régularisation par extinction des inégalités à courte 
période, que Fourier a découvert en étudiant la température des 
corps soumis a un refroidissement continu dans un milieu uniformé¬ 
ment froid, s'applique sans doute à bien d’autres phénomènes, parmi 
lesquels il convient de remarquer lu réduction ù des ondes simples 
(houle et clapotis ), sous l’influence des frottements, de l'agitation com¬ 
pliquée produite par le veut à lu superficie des masses liquides. 

Quand il s'agit, non plus de la deuxième formule ( 11 ), mais de lu 
première ( 11 ) ou de (ia), dont les seconds membres sont composés 
de termes périodiques pur rapport à /, il n’v a pas, en général, de 
simplification analogue. Toutefois, le premier terme de la série, que 

cos[i 0 1 ou - r^- y est fréquemment encore Je 
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plus sensible et donne alors à loi seul nue Idée approximative de In 
fonction « : il exprime» eu Acoustique, le son fondamental du corps. 

c'est-à-dire le sou dont la période de vibration est la plus longue 

r 

i|ue puisse admettre dans le corps un mouvement simple» du moins de 
l'espèce proposée (longitudinal ou lange Miel, transversal ou normal , 
tournant, etc.). 

D'ailleurs, ce qu'il Importe surtout de connaître n'est, souvent, pu* 
tant le mouvement même de lu masse considérée que celui qu'il pro¬ 
voque ou excite dans d'autres corps ci, spécialement, duus les di¬ 
verses parties sensibles des organes par lesquels nous le percevons. 
Or, vu lu petitesse des déplacements dont il s'agit et la forme linéaire 
qui en résulte pour leurs équations, les mouvements pendulaires ou 
simples exprimés par les divers termes des séries, en provoquent, 
dans chaque organe élémentaire, d'autres de même nature, qui s'v 
règlent d'après les lois de périodicité composée indiquées au n* 398 
(p. «na ), c'est-à-dire en se combinant par simple superposition, mais 
avec des amplitudes acquises d'autant plus grandes, comparativement 
à leurs valeurs dans les séries, qu'il v u moins de différence entre la 
période propre de vibration de l'iuslrumeut ou de l'organe et celle du 
mouvement excitateur simple considéré. Chacun des instruments ou 
des organes partiels mis eu vibration pourra doue rendre sensible, eu 
l'amplifiant beaucoup à l’exclusion des autres, un seul des termes no¬ 
tables de la série (i ij ou (ta) considérée, celui dont la période coïn¬ 
cidera, ou à fort peu près, avec la sienne, comme il arrive, par 
exemple, dans le cas des nous composés, où l'ouïe, giïice sans doute à 
l'ébranlement de tout autant de fibres organiques, distinctes, de l'oreille 
interne, parvient à discerner, outre le sou fondamental du c.irps 
vibrant, les principaux ftarmonù/ues qui raccompagnent. 

Une telle circonstance confère, on le voit, une sorte d'existence 
propre, dans les effets produits, aux divers termes tics séries (ii) ou 
( 12 ) et, par suite, une certaine valeur objective aux modes de dévelop¬ 
pement employés, d'ailleurs si peu avantageux à d'autres points de vue. 


J Mi*. — Exemple d'états variables exprimés par des séries : corde vi¬ 
brante fixée aux deux bouts, et refroidissement d'une barre par ses ex¬ 
trémités, maintenues à la température zéro. 

Les deux exemples les plus simples que l'on puisse donner des théo¬ 
ries précédentes sont, d'une part,celui d'une corde mince,de longueur 
a , tendue le long de l'axe dosa- entre ses deux extrémités fîxes.r^: o, 
a, cl, qui, abandonnée à elle-même sans vitesse après avoir, pour 
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* = 0, reçu dans le plan de* æÿ une forme arbitraire légèrement 
courbe, vibre transversalement ou éprouve de petits déplacements sui¬ 
vant les y;d’autre part, l’exemple d’une barre conductrice, s’étendant 
encore de à x^a et latéralement imperméable à la chaleur, 

lorsque, après avoir été initialement portée u des températures quel¬ 
conque*, elle sc refroidit par ses deux» bouts supposés sans cesse main¬ 
tenus à la température zéro, 

En appelant <p# dans ces questions, la fonction inconnue, déplace¬ 
ment ou température, a l’époque t } d’un tronçon infiniment court dé¬ 
fini par son abscisse x , cl en supposant choisie Tunité de temps propre 
à simplifier le plus possible les formules, l’équation indéfinie sera lu 
première ou la seconde (i 5 ) [p. 3 ga*], avec égal simplement à 

car les variables x, y, z se réduiront» la coordonnée unique a\ 

Kt l’on aura, par suite, d'après les relations (iG) à (30), 

(31) *1> :■= X sa sill 3/C -r- *1-1 eosjj .**, 

Quant aux conditions, de fixité ou de constance, spéciales aux deux 
limites u r::o, :c = a , elles rcvicndronl évidemment ù poser : i° <l> = o 
(pour x rto) ou *i» t =0; 3 °< 1 > r^o (pour x~a) ou tUsin^a -.o, ce 
qui, vu l’impossibilité d’annuler «l> sans faire disparaître ht solution 
simple, montre que l’équation transcendante en p sera sin[ 4 tf = oct 

aura ses racines données par la formule générale où / désigne 

successivement chacun des entiers non négatifs o, I, 2, 3 , .... On 
satisfera donc ù toutes Jcs conditions que doit vérifier <!> en prenant 
« . / T.r 

*l> = sin — * 
a 

Enfin, les données d’état initial étant que 
pour / ~ o) ^ ” une fonction /(x) donnée arbitrairement de ar « o à x = u, 

avec la condition d’une dérivée ^ (ou vitesse) nulle à l’époque / 

dans le cas de la corde, il faudra s’en tenir ù la solution (i i) [p, 3 (jo*], où 
l’on déterminera les coefficients G de manière que £Ol> ~ f(x),ou que 

iîî j* 

(»») X C sin —-j- = f(x ), depuis x ~ o jusqu’à sr =s a. 

Or la formule Irigouométrique de Lagrange ( 43 ) [p. 167*] montre 
qu’il sera nécessaire et suffisant, pour cela, de poser 


<* 3 > 


c = - f"Ai)sin 

a J 9 a 
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conformément à In régie indiquée par là formule (t 4 ) ci-dessus 
[p. 392*], où p égale ici 1, règle qu'on avait d'ailleurs suivie [p. 161 *], 
pour obtenir la série de Fourrer cl, par suite* celle de Lagrange» 

Dans le problème de la corde vibrante, la fonction ainsi trouvée ÿ 
est périodique en L car les arcs {J t y sont tous multiples du premier 
d'entre eux. De plus* elle ne contient x et i que par des produits* 
2 sin fU‘cos[J/, transformables en sin£l(*r 4- /H- sinp— /), ou tous 
de la forme F(*r 4 ~ 0 •+* F (x i) ; de sorte que la fonction 0 elle- 
même admettra celte forme. 

On le reconnaîtrait d’ailleurs directement, au moyen de l'intégrale 
eu termes finis 

9 ss Fj (r -i- /) 4- Fj(j* — 1 1 


de l'équaliou aux dérivées partielles du problème, en utilisant la con¬ 
dition ÿj ~o, ou — "=o, pour/.^o( J );ct l’autre 

condition d'étal initial, <p = f(x ) pour t o, complétée par les deux 
relations aux limites y =.o (pour irr-oeU~ a), déterminerait de 
plus, sans l'emploi d’aucune série, la fonction F, dont la valeur est 
simplement •}•/ entre les limites zéro et a de la variable, où/se trouve 
donnée. Le résultat obtenu, aisé à prévoir synthétiquement, consiste 
eu ce que la corde proposée se comporte comme la portion, comprise 
entre les deux abscisses x et xz=:tr 9 d’une corde s'étendant de 


x ~— <x> u x ~oo et qui, régie par la meme cquauou imieuuic \io} f 
aurait reçu initialement, sans vitesse, une forme symétrique par rap¬ 


port aux deux poiuls x et x* = a de l'axe des x. En effet, aucune 
raison n'empêchant la même symétrie de subsister sans fin, les deux 
extrémités o, x'^zet de la portion que l’on veut considérer se 
maintiendraient, d’elles-mêmes, fixes comme si la cordc tout entière 


(») En effet, cette condition E'» (x } — I*’i {x) = 0 revient à poser 
F, (jc) — =s une constante 2c, 

c'est-à-dire 

K, {x) — c - \ f t (x) c=s une même fonction F(#) t 
ou 

F, {x) -- F(d?) H- c, F,(or) - F(^) “r. 

L'expression générale K,(x4* <) 4- E s ( x —* / ) de 9 devient doue 

ç=:K(dr4-/)-i-F(d7— /), 

comme, du reste, on le déduirait directement do l'équation (98) de la dernière 
Leçon (p. 303 * y, où nos notations actuelles donneraient 

*«1, M-i, A ~°* /« F* 
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s y terrnifitiit. Lu fonction/et, par suite» la fonction moitié moindre 
K, se déduiront utust, pour toutes les valeurs réelles de leur va¬ 
riable, de In partie de / directement donnée entre les limites ./■ 

»r r- a. 

Mais il n y a pas lieu ici d'insister sur cette solution finie, surtout 

dans la présente Leçon, qui a pour luit principal les solutions en 

série, devenant donc aux expressions (n) de <p> particularisées pour 

# 

«I» r-r sinji.r et 3 supposons, par exemple, la fonction/(.c) en¬ 

tière du secoud degré, ou, pur suite, proportionnelle à U'{a — .r). a 
cause des facteurs J*, a — qu'elle doit admettre pour s'annuler aux 
deux extrémités ,/■ o, ,r ~ a ; et, afin de simplifier autant que pos¬ 
sible les formules, supposons choisie une unité de longueur telle, que 
Ion ait r. Lu mettant alors f(.v) sous lu forme 


A j! t — r-i, 

a 

avec fi constant, on pourra, au lieu de faire le calcul, d'ailleurs fueüe, 
du second membre de (“îj ), utiliser le développement déjà obtenu 

( 3 V f [p, j“*2‘] de la fonction » f î:.c—) et prendre, pur conséquent, 

C égal au produit de k soit par zéro, soit par ^ suivant que # >era 

pair ou impair. 11 viendra donc, en particulier, pour exprimer les 
formes successives de la corde vibrante, de longueur t:, primitivement 

courbée suivant la parabole vk - .r( - — .ri, 


i‘i» .)• "« ?-- /•(—7, 


dlIvTI’O*/ *d II ‘t r COS ') / 


J 1 


sill»rcns r i/ \ 

- 


La rapidité avec laquelle décroissent les inverses de 1 3 , 3 *, .VL ,,,, 
dont le second n'est déjà plus que In a;“ partie du premier, assure 
évidemment la prépondérance uu premier tenue de la série, c'est- 
à-dire au son fondamental de In corde. 

Quand f(r. ■—*•) -/(.rj, comme dans ce cas, cm que la fonction 
f(u-) prend la meme valeur a égale distance des deux extrémités, il 
peut y avoir avantage à transporter l'origine au milieu de la droite 
qui joint celles-ci. Alors l'expression (ai) de «I» se réduit, par ruison 
de symétrie, au terme pair en cos^-; et la condition «l» = o aux deux 

extrémités a- .z^z devenue cos ~ **.: o, donne pour racines JJ la 

suite des nombres impuirs 1, 3 , 5 , .... On peut donc, en attribuant 
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u p ces valeurs, prendre simplement *1» — cosjbi.*; ce qui donne, pour 
In série Irigonométrique à employer, I» seconde ( 'j 5 ) de la page 
Si, par exemple, la corde a été initialement pincée en son milieu, 
ou disposée suivant les deux cotés égaux d’un triangle îsoscéle 1res 
aplati» construit sur la figure d'équilibre comme base, l'équation de 

sa moitié comprise entre les abscisses x o, x ~ sera 




pourvu que A désigne une constante convenablement cltoide ; et la 

formule ( 5 /)) de la p. i j.-t* donnera simplemeul A ^ pour la 

série 2C<k Par suite, l'expression des déplacements s ou désordon¬ 
nées/ de la corde à toute époque sera 

. - .frmsn os/ rus3.ccc»<3/ rt\s f ig‘Cn<M \ 

(xîl y ou ?-/.(— ■+•—=r..«— • •• • 


4 - 


K 1»^ ^1' M l 

. V 


Les dérivées secondes en ./• ou en l du second membre» indispen¬ 
sables u considérer puisqu'elles figurent dans l'équation indéfinie du 
mouvement, ne constitueront pas des séries convergentes» ai, par 
suite, déterminées. 11 faudra donc, ù couse des difficultés signalées 
précédemment (p. 3 g 5 4 ), restreindre ce second membre ù un nombre 
fini de ses termes, d'autant plus grand qifou voudra reproduire pour 
t :mo, avec plus d'exactitude, l'étal initial. On gagnera d’ailleurs, û 
celle limitation, d’éviter la discontinuité, relative n a ~ o, qu'en¬ 
traînerait inévitablement le point anguleux attribué n la forme initiale 
de la courbe. 


Il — H. Partie complementaire* 



QUARANTE-CINQUIÈME LEÇON. 


SUITE DK L'JNTKü NATION DES ÉQUATIONS UK LA PHYSIQUE MATHÉ¬ 
MATIQUE PO U K LES COUPS DK DIMENSIONS FINIES : ÉTUDE D’ÉTATS 
PKH.MAXKNTS. 


117** — Extension des méthodes précédentes aux problèmes d’état per¬ 
manent» quand une des coordonnées peut y jouer le rôle de variable 
principale : exemple relatif aux températures stationnaires d'un prisme* 


Passons maiutenant à t’élude des étals permanents ou stationnaires» 
régis par les mêmes équations indéfinies et les mêmes relations aux 
surfaces limites que les étals variable», mai» avec ces deux restric¬ 


tions que le temps t n’y figure pas explicitement et que, de plus, l’état 
initial ait été choisi de manière à pouvoir se conserver sans fin* La 


recherche d’un te! étal initial duquel résulte, en vertu des équations 
du phénomène, l'annulation de toutes les dérivées, par rapport à l, des 
fonctions inconnues, voilà justement ce qui constitue le problème 


posé. 


S'il v a, par exemple, une seule fonction inconnue, vérifiant, 
dans tout le corps ou tout l’espace proposé, l’une ou l’autre des équa¬ 
tions aux dérivées partielles (i 5 ) [p. 3 g‘P], et» en chaque point 
(.**, /, J) de la surface limite de cet espace, une relation spéciale 
comme, par exemple, l’égalité de y à une fonction arbitraire des deux 


coordonnées indépendantes de la surface, les équations de l’étal per- 
maneul, reconnues plus haut (p. 385 *) suffisantes pour le déterminer, 
seront, d’une part, la relation indéfinie ~o, d’autre part, la con¬ 
dition donnée propre à chaque face du corps, et telle que <p = une 
fonction connue /de deux coordonnées variables sur la face consi¬ 


dérée. C'est précisément le cas de la température intérieure y d’un 
corps, astreint à présenter certaines températures superficielles depuis 
un temps assez long pour que son état calorifique soit devenu partout 
stationnaire. 


La solution générale d’un pareil problème se décompose en solu¬ 
tions simples assez analogues à celles, (io) [p, 389*], de l’état variable, 
quand on peut faire jouer a l’une des coordonnées, z par exemple, le 
rôle de variable principale qu’avait alors le temps t . C'est ce qui arri- 


&TATS msMNRNTB : «1001. P K fi TK5IPKRAT, SfVTtOXîî. p’üN CORPS FINI» ,'jü3* 

vcrn pour un prisme droit do hauteur L, reposant sur le plan des xy 
par sa hase inférieure, si ses faces latérales, ainsi que sa hase supé¬ 
rieure z = h, sont maintenues h la température zéro, la première base 
z ~o, seule, allée tant en ses divers points (.r, y) des températures 
arbitraires données f{æ 9 y), À cause du rôle spécial qu’auras, met¬ 
tons u part, dans A,ÿ, le terme ^ 2 ; et appelons désormais A,9 le pa¬ 
ramétre différentiel du second ordre de y pt*i* seulement dans des 
plans parallèles aux sy t ou réduit à la somme des deux dérivées se¬ 
condes directes de <jp en je et y, Alors l’équation indéfinie, rendue 
aussi analogue que possible ù celles, (to), d’états variables, s'écrira 


t -jfcG) 



Cherchons « y satisfaire, comme aux équations (i 5 ), avec des solu¬ 
tions simples proportionnelles au produitd’une fonction de la variable 
principale seule, c’esl-u-dirc ici de s, par uno fonction < 1 » des autres 
variables qui vérifie encore l’équation (iC) [p. 393*], mais où A,<p 
serait, bien entendu, réduit aux deux dérivées secondes de 1 » eu # 
et y» Il viendra, en posant dans (36) <pr=*l>X, ou en appelant Z le 
facteur cherché fonction de $, puis divisant par <I» et tenant compte 
de (16), 


</*Z 

dzi 


— _ v.ty 

•“ f |, ** - i J fi ' 


ou 


d*A 

dz* 


?*z « o f 


équation dont l’intégrale générale, toujours composée de deux ternies 
respectivement proportionnels ùc~P 5 et a eP 5 , s’écrira plus utilement, 
avec trois constantes arbitraires 3 , c, 

(}.?) A t= £ sili(c ûz {U) S| eoh(cdb jte). 

Disposons de ces constantes c, 3 , C,, de manière u faire vérifier par 
la solution simple quelque condition aux limites. Comme on doit 
avoir ÿ =rro à la limite z =z L, et que le facteur 4 % indépendant de s, 
ne pourra pas s’y annuler, c’est le facteur Z qui devra s’y réduire u 
zéro, mi moyeu des hypothèses Z t ~o, £•“ pL, donnant 

Zs=SsiIi(?b-35), 

si Ton prend en outre ± $z avec le signe inférieur, til pour que, à la 
limite opposée z — o, ce facteur Z soit aussi simple rjuo possible, c’est- 
à-dire se réduise à 1 comme le font pour / = o, dans (11) [p. 390’], les 

facteurs analogues cosjîf, c il faudra poser 3 y » 
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Eu résumé, les solutions simples, affectées d’uilieurs d’un coefficient 

arbitraire G, seront G*I J ^ elles vérifieront, de plus, la 

condition défîuîe * = o sur lu surface latérale, si l'on choisit le nom¬ 
bre {I, avec lu fonction f ï>, ici dépendante de x et y seulement, comme 
on le ferait» d’après les explications de la fin du n° 4 V 3 * [p, 393* J, 
pour le calcul d’états variables produits sur tout l’espace plan qu'oc¬ 
cupe lu base 3 -odu prisme ou cylindre proposé, dans l'hypothèse 
de la relation spéciale simple 9 — 0 aux limites de cet espace. 

Enfin, la solution générale, ainsi analogue a (11) [p. 3 go*], ou de la 
forme 


f>8) 


s ci»z «Ju* 


sili(U —3_sl 
'sÏÏi'àï, ’ 


se réduit, pour v ^o, à SOI», comme les valeurs (11) pour ^o; et 
die vérifiera la condition correspondante, devenue 2 C<l»:=:/(.r,/), 
e’est-u-dire toute pareille à celles d'élal initial des cas 0(1 le temps t 
était la variable principale, pourvu que l’on détermine encore les coef¬ 
ficients G par lu formule (i/|) [p. 3 t) 2 *], comme on le ferait dans le 
calcul d'étals variables représentés par (il), mais fonctions seulement 
de x, v r, l et consécutifs à l’état initial 91_:/(.r,/). 

Fur exemple, quand la base du prisme est rectangulaire, avec ses 
côtés suivant les quatre droites .c- o, x = a et / = o, / *= £, les 
formules (17), (18), (19), (20) [pp, et 3 g 3 *], où X, Y, Z sont ici 
réduits à X et à V, donnent, eu y déterminant l , m et -A., ni», d»,, i0» t 
de manière à annuler *1» sur le contour xr(a -*./.*)(£ — v) *•;: o. 


, . ir.r , jzv 

(aii j <!* r= siu-sur/-» 

• o fl 


avec 




i % j recevant successivement les valeurs entières i, 2, 3, !\ } ... com¬ 
binées de toutes les manières possibles. Et» une fois ces expressions 
de *1», îl substituées dans (28), la formule (i.'j) [p. 3 (j*?*] prise avec 
p = j, ou lu série trigonomélrique composée (6a) [p. ij 4‘J» réduite 
aux variables x, /, 5 , t„ conduiront finalement ù poser, pour que 
£<> :“/(.*, r), 

00) 


C« 


«0 


r Ti 1 j-t 

/ t, ) siu sin (l\ ih,. 

;c0 0 W * 


üu mettrait dans (20), au lieu de sin — ou de siu^>- * le facteur 

« b 


cos ^ ou cos (avec /, / nuis ou entiers positifs), si la condition 


jyr 
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relative ù deux faces latérales opposées jr.~u, >v~a f ou y ~:.o t 
y “- è, consistait dans l'annulation non plus de mais de sa dérivée 

jjJ dans le sens normal, dérivée on figurerait le facteur 


. ftvr j\v\ 

0,1 r) 


précisément mil sur la face considérée : la formule Irigonométriqiie à 
employer serait alors une série double, déduite de celle ( 41 ) d'Euler 
| p. 167*] ou de sa combinaison avec celle, ( 43 ), de Lagrange, comme 
la série triple ((fa) [p. 17 V] r* été de cette dernière. Et si, sur deux 
faces opposées .ro, ./*rr a> ou rrrzo, vrzby l’on devait avoir, à 


.1 . ch , t-,r jzr 

1 une, * r- o, u l'autre, ~~r o* le inc tour cos-1 ou cos .serait, 

* an et b 

à son tour, remplacé par l'un des facteurs ^ sium» cos) J - --~^L , 
(sinoucos) y-V-’i, nuis ù une limite et dont la dérivée l'est ù 

‘AO 

l'autre : ce qui conduirait ù employer aussi les séries trigommiétri- 
qucs ( 45 ) [p. 168 4 ], procédant par sinus ou cosinus des multiples 
impairs d'un arc, et à les combiner, eu séries doubles, soit entre elles, 
soit avec les précédentes ( 43 ), ( 44 ). 

Il se pourrait encore que la condition relative à la base L cou- 

sistiU dans l'mmulutiuii non de mais de sa dérivée -7*- suivant le sens 

(/ «3 

normal. Alors, clans ÿ = eC«I>Z, on prendrait 

coin {JL— ) . , , <ili{3L— ÎJ5» 

< J1 ) Z =- r- nrr L-j , a„ lieu de / «- L 1 

eoltpL silijJh 

afin que la dérivée de Z contint le fadeur siltfjiL— 'fiz), nui pour 
3 rr L : «I», C continueraient d'ailleurs ù avoir les mêmes expressions 

que dans les cas précédents. lit si la fonction/(x, v) donnée expri- 

• . th 

niait, sur la première base 3=- o, non plus mai» la dérivée ou 

— dans le sens normal, 0» poserait, suivant les cas, 


( 3 a) 


r . d h f J L — Ji_ 5 ï y _ coh ( J i Lj- |i£) 

” jl côïïfl L ’ ' ~ y3li JjL ’ 


(U t 


afin que, — se réduisant à Tunilé pour z la condition iVélat 
initial (relative à la valeur nulle de 5) ne cessât pas d'ètrc 

SOI» ~/(t\y) 

et de conduire aux mêmes expressions de C que précédemment 
Enfin, quand le corps est un pnrollélépipéde sur les six faces du- 
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MîS 

quel ou sa dérivée^ ( suivant le sens normal) égalent respectivement 

si\ fonctions connues tics coordonnées} on forme l'expression gé¬ 
nérale de tp en superposant six solutions partielles} dans chacune des¬ 
quelles cinq de ces fonctions sont supposées nul les, tandis que lu 
sixième seule} relative à l'une quelconque des faces prises à tour de 
rôle pour première base, reçoit ses valeurs effectives données* 

H est (I autres cas plus complexes} celui} par exemple, où la condi¬ 
tion spéciale a chacune des six faces d'un parallélépipède rectangle 
consiste en une relation linéaire, à coefficients constants mais avec uu 
terme fonction arbitraire des coordonnées, entre ^ et su dérivée dans 
le sens normal. Alors on emprunte encore les expressions de X, Y, Z 
aux formes (20), (27) ; et la relation p* (*+m* subsiste toujours. 
Mais les valeurs soit de /, soit de m > déterminées de manière ù véri¬ 
fier les conditions relatives respectivement aux faces æ rrirconsl., 
X ““ cou si,, en y annulant les fonctions arbitraires, ne sont plus coru- 
mens arables entre elles; et les formules trigonométrie]uus déduites de 
celle tic I*ourler, ou propres à exprimer des fonctions périodiques, 
deviennent insuffisantes, quoique lu séparation et le calcul des coeffi¬ 
cients continuent à se faire par la formule (i$) [p. 392*]. 

Certaines simplifications peuvent cependant se produire dans ce cas, 
comme d ailleurs dans les cas précédents. Par exemple, s’il y a symé¬ 
trie des conditions à la surface et, par suite, de lafouction <p de point, 
par rapport aux trois plans diamétraux menés parallèlement aux 
faces, l'adoption d'axes coordonnés coïncidant avec lesintersections 
de ces trois plans changera y en une fonction paire tant de que de 
X de z* Cela permettra de se borner a la partie du corps comprise 
dans l'angle dos coordonnées positives, en s'y donnant, par raison de 
symétrie, comme condition spéciale aux trois faces fictives j?=o, 
y “o, 5 = o, l’annulation de la dérivée de y dans le sens normal. 
Vu la nature de celte relation définie, que nous savons faire vérifier 
par les solutions simples, l'expression générale de 0 ne comprendra 
évidemment que trois expressions partielles au lieu de six, savoir, 
une par fonction arbitraire exprimant la donnée relative à une face 
opposée; et il est clair que, dans chacune de ces trois solutions 
partielles, X, Y, Z se réduiront ù des cosinus circulaires ou hyper¬ 
boliques d’arcs ou d'arguments proportionnels à la coordonnée cor¬ 
respondante .r, y, ou 3. 


Par exemple encore, pour un prisme à base quelconque sur le plan des 
xy } mais d'une longueur L infinie, la fonction Z deviendra une simple 
exponentielle, évanouissante pour car, dans les quatre for- 
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mutes( 3 i)el( 3 tt}, les cosinus et sinus hyperboliques se réduiront, vu les 
valeurs infinies des arguments ?L — et £L, à JeJt-?» el ^ y e $i . 
ce qui donnera 


Z “ e~ï z . 


•j * u . 

t* 


La formule <$ —: XC< 1 ‘Z, ainsi devenue presque entièrement sem¬ 
blable à la seconde (u) [p. 3 <jo*], entraînera pour létal per manu ni 
un mode de régularisation, par la distance z, pareil u celui que le 
temps t apporte dans l’état variable (p. 3 tjG*). 

Terminons par cette remarque, que la propriété de la transforma¬ 
tion sléréograpliique démontrée vers la fin du n° 202 É (t. I, p. « 83 ») 
et résultant de la formule (24 ) de ce numéro, permettra de former 
immédiatement la fonction » ou de résoudre le problème des tempé¬ 
ratures stationnaires, pour les transformés stéréographiques des pris¬ 
mes droits qui viennent d'èlre étudiés, c'est-u-dirc pour une infinité 
de corps à faces taillées spliériqueinent et qui seront, par exemple, 
des parallélépipèdes rectangles curvilignes, si le prisme proposé u 
lui-méme sa base rectangulaire. 


418*. * - Même problème des températures stationnaires pour un espace 
plan soit limité par un rectangle curviligne, soit annulaire : sa solution 
générale, dans le cas où l’on en connaît une solution particulière simple. 

Il est clair que les séries trigouornétriques doubles de sinus ou de 
cosinus employées dans le problème précédent seraient remplacées 
par des séries simples analogues, si la fonction à paramètre diffé¬ 
rentiel nul, devait être obtenue non pour un parallélépipède, mais 
pour un espace rectangulaire plan, a deux coordonnées æ f y, sur 
chaque côté duquel on connaîtrait sa valeur <s> ou sa dérivée dans 
)e sens normal. Alors, l'équation du système des quatre droites qui 
composeraient îe contour étant æy(a — #){b — y') r= 0, une des deux 
coordonnées jouerait, dans chacune des quatre solutions particulières 
a superposer, le rôle qu'avait précédemment z ; cl la fonction arbi¬ 
traire correspondante, représentant ^ ou sa dérivée sur un des côtés 
perpendiculaires au sens de celle coordonnée, se développerait par 
les séries ( 43 ) à ( 45 ) [pp. 1G7* «t 1Ü8*], suivant les sinus ou les co¬ 
sinus darcs multiples de l'un d’entre eux et proportionnels à l'autre 
coordonnée. 

La solution du problème dos températures stationnaires étant ainsi 
obtenue pour un rectangle à côtés droits, la transformation sléréogra- 
phique, dans le plan, l'étendra immédiatement (t. I, p, $ 83 *) a une 
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infinité Je rectangles curvilignes : circonstance do nature» malgré la 
forme exclusivement circulaire ou droite de leurs côtés, ù suggérer 
celte idée, que le même problème pourrait bien encore être abor¬ 
dable dans d’autres cas de contours courbes. Et, en effet, pour nous 
borner d’abord aux rectangles curvilignes, Lamé a reconnu quon y 
composait l'expression générale de ÿ indépendamment de leur forme, 
ou par le même procédé analytique que lorsqu’il* sont rectilignes, à 
la seule condition d’avoir su d’abord obtenir la fonction <? dans le cas 
simple oü deux côtés opposés sont maintenus ù de a a: températures 
constantes, les deux autres côtés étant imperméables, c’est-à-dire 

impliquant, en tous leurs points, une dérivée nulle suivant leur 
normale. 

Pour le démontrer, appelons a, dans ce cas simple, l’expression 
particulière de 'f, fonction connue de ./* et dey. Les courbes a n-. const.. 
vérifiant ainsi l'équation 

*/** 


rH i 


Ai a ~ o 


ou 


d 1 * 

dv l 


-- o. 


et qu’on appelle pour cela courbes isothermes (c’est-à-dire suscepti¬ 
bles, dans certains cas, de conserver, chacune,tous leurs points» une 
température uniforme tac), auront évidemment, en {x, y), pour coeffi¬ 
cient angulaire y', le rapport de — à et seront coupées partout 

à angle droit par celles dont le coefficient angulaire aaulogue — éga¬ 
lerait le rapport inverse changé de signe. En d’autres termes, elles 
auront pour trajectoires orthogonales les courbes dont l’équation 

différentielle sera dy — ^ rfx ^ o. Or le premier membre de 

celle-ci est la différentielle exacte d’une certaine fonction de :c et y; 
car il vérifie, en vertu de ( 3 'j), la condition d’intégrabilité, 


d 

tl 


i I tlz\ __ d / th . 
/• \ de) dy \ t/y ) 


Donc de simples quadratures feront connaître l'équation const. 
des trajectoires orthogonales aux courbes isothermes données*:^const.; 
et leur paramètre 3 vérifiera les deux relations 

... d{t _ d% d'A __ d% 

djr c/y’ dy du: 

Or celles-ci, ajoutées après avoir été différentiées respectivement en ,r 
et r, donnent 


( ifi l 


Ai $ «; 
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W 


ce qui |)rouvti que les lignes ÿ-n coust. seront, «Ile* aussi, isolhei*- 
mes. Lufiu, le troisième et le quatrième colé du rectangle curviligne 
coïncideront avec deu\ de ces lignes, de même que le font déjà le nre- 

iiw»..=co,,„. t ju,, 

th , ,, 

i//7 ” ü> Vcl ^ lce l )ar «Opothése en tous les points de ces troisième et 

quatrième côtés, le* courbe* 7 =rconst., ou le long desquelles la dé- 
l iv.-e «le * s’annule, y auront précisément les directions des éléments 
. normaux au contour, et celui-ci y suivra bien, dès lors, une tra¬ 
jectoire orthogonale fl — coust. 

Il est évident par raison de continuité que, du moins si ! <pare 
rectangulaire considéré n’est pas trop grand, les lignes de l’une quel¬ 
conque des deux familles 7-coust., <i - consl. le diviseront en 
bandes infiniment étroites, sans s’y croiser, ni même s'y toucher nulle 
part. Or, dans ce* conditions, chacun des deux paramètres 7, £ croîtra 
sans cesse ou décroîtra sans cesse le long d’un chemin normal aux 
courbes qu’il caractérise. Effectivement, multiplions l'une quelconque 
des équations (J/ t ), ( 3 G) pur un élément cLc dy — eh de l’espace plan 
considéré ; puis intégrons le produit dans l’étendue de tout rectangle 
curviligne que limiteront quatre arcs très petits rfy„ d,„ d h , r/y, 
appartenant, les deux premiers, aux courbes 7 = consl., les deux 
derniers, aux courbes jl = eonst.j et transformons enfin, comme nu 

"V* 1 (*’■ cl,#< l ue t<jrme intégré une fois en une intégrale 
prise sur le contour du champ. Le résultat sera, au premier membre, 
a somme des éléments de ce contour, respectivement multipliés par 
la dérivée de 7 ou de fl suivant leur normale menée au dehors. Or, 
s’il s’agit, par exemple, de o, la dérivée en question de 7 

s annulera évidemment en tous les points des côtés rfy,, rfy,, ( .„j 
appartiennent aux courbes fl = consl.; et, si l’on convient de mener à 
chacun des deux autres côtés rfy,, rfy„ une normale dn u dn t allant 
dans le sens suivant lequel est supposé marcher l’observateur qui 
croise normalement toutes les courbes 7— consl., l’une de ces nor¬ 
males, rf/i, par exemple, sera intérieure au petit rectangle, ou corres¬ 
pondra à une dérivée de 7 précisément égale et contraire à celle qu’il 
s agit de multiplier par rfy,, tandis que l’autre, rf«„ sera extérieure. 
La relation obtenue s’écrira donc 


<'iy) 


<ii , tfa , 
dn/ ,/ ' + dn i ({ ' i ' ,: 


ce qui, vu ('impossibilité admise oh sont rfy, et rfy, de s’annuler dans 
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tout l'intérieur c!o l'espace où Ton se meut, montre que les deux dé- 

. . ih. th. * , 

rivees-,— et -7— ont meme signe. 

dt* 1 ««1 

Ainsi « croît toujours ou décroit toujours, quand ou traverse le 
rectangle curviligne proposé, de grandeur finie, en allant du premier 
côté au second; et une remarque analogue se dirait évidemment 
de JS, si l'on traversait en alluut du troisième côté au quatrième. Pour 
fixer les idées, nous supposerons les côtés numérotés de telle manière, 
que * et JS grandissent entre des limites appelées respectivement 
quand on ivu soit du premier côté * a„au second 
soit da troisième = au quatrième JS = 11 est clair que, dans 

l'intervalle, les deux paramètres s, {S passeront une seule fois, c'est- 
à-dire en un seul point («*•, j) de l’espace proposé, par chaque sys¬ 
tème de valeurs intermédiaires : d'où il suit que, si nous introduisons 
dans^, nu lieu de a* et j, les variables » et [S, ces deux coordonnées 
curvilignes a, (S (l. I, p, 288*) pourront, sans la moindre ambiguïté 
dans l’étude de la fonction ? de point, remplacer les coordonnées 
rectilignes x, )\ 

il 11e nous reste donc qu’à effectuer la substitution de a, jï ù x, y 
dans les équations du problème, et ù reconnaître que celles-ci ac¬ 
quièrent précisément la forme déjà affectée par elles eu ;c et y quand 
le rectangle est rectiligne. 

Commençons par le quation indéfinie, Lu fonction ÿ étant 

censée exprimée au moyen de a et JS, variables liées elles-mêmes a x 
et j, une première différentiation eu ordonne 

rh th fl a ih d'i 
tljc “ d% dx d\i dx 


W 


On déduit de celle-ci, par une nouvelle différentiation eu *r, 


d*v 

dx 1 


v dm d'i d i o d J d 

T j _ ».-1— 


dv d-* 


d*v d% t d i 

ih 4 dx* À d'x d.i dx dx ^ d r p dx 1 1 d% dx* ' <7jS d r* > 


(h d*'i 

^ J m * 




et, en ajoutant à celte expression de l’expression analogue que 

Ton aurait pour il vient, grâce aux relations ( 3 /|), ( 35 ), ( 3 C), 

/*> > » / d 1 * 

OiV + 

où A* 5i représente la somme des carrés des deux dérivées premières 
d% 

--, égale, d’après ( 35 ), à la somme analogue AJ P pour JS, Comme 
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ces carrés des paramétres différentiels du premier ordre A,a, à, ji ne 
peuvent s'annuler, tout au plus, qu’en des points spéciaux., l'annula¬ 
tion continue de exige que l’on ait partout 

te n d *0 d *0 

^ thf ''' </;i« rn "• 

< 

Telle est doue l'équation indéfinie à laquelle satisfait la fonction <? de 
a et JL Or on voit qu'elle exprime l'égalité, avec signes contraires, des 
deux dérivées secondes directes de la fonction, comme lorsque les 
variables étaient & et r. 

v 

Passons aux relations définies concernant le contour, dont les quatre 
cùlés ont maintenant les équations respectives très simples 
* ~ «i, $ = ?<>, p -- [ 4 |. Le long de chacun d'eux, représenté par 

(Ji ou a) = const,, 

on connaîtra direclcuieut, en fonction de 2* et de r, ou, par suite, 
en fonction de la coordonnée a ou [i qui s’y trouvera variable, soit la 

valeur de soit lu dérivée ^ prise suivant une normale extérieure 

dn } c'est-à-dire obtenue sans faire varier a ou [ 4 , et qui sera, par con¬ 


séquent, 


ch (ii 3 .«) _ (h 


\zlz A, £ ou ±; a). S’y donner cette 


th 


dn ~~ d{ JJ, a; 

dérivée, ce sera donc la même chose que d’v connaître : elles 

conditions au contour seront, eu définitive, 


^ (pour a -- et pour ï- o ou ^ « des fouet, données de {$, 

i 

| (pour jf et pour £ = Jijj o ou = «les fond, données «le a. 


(40 


11 suffirait donc maintenant deffectuer un simple changement de 
l 'origine des variables (en quelque sorte) et de poser 

« “ « 0 ■+■ 3*, J* « • :\V, «I “ «0 -r «, pt = ?ü -- 6, 

où x et^* seraient, bien entendu, tout autres cjue les premières coor¬ 
données, pour réduire les équations du problème à lu relation indé¬ 
finie “ÿ -h =0 et aux conditions spéciales 


(42) 


(pour 2* ^ 0 et 2: o ou ^ r= des fond, données de y. 

< 

( do 
(pour y r= o et = 4 ) «pou ÿ = des fond, données de 2*; 
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ce qui, comme il sagis&ait ilü le démontrer, les rendrait identiques 
auv équations régissant •* dans le rectangle rectiligne défini par 

sv(« — r)(b — — o. 

Mais il pourra se faire ici que les courbe» de Tune des deux familles 
soient fermées et, par exemple, intérieures Tune à l’mitre, de manière 
à intercepter entre elles un espace annulaire, plus intéressant à con¬ 
sidérer qu’un simple rectangle. Supposons donc qu’un tel espace, 
annulaire triais d'ailleurs quelconque, étant donné, l’on ait pu \ 
former la fonction s rr a pour le cos simple où elle reçoit sur lesdeux 
bords intérieur et extérieur deux valeurs respectives constantes a g , 

a i» et que l’on ait ensuite, par l'intégration de ~?dy ~~ ^~r/.r û partir 

d’un point arbitrairement choisi, déterminé le paramétre p des tra¬ 
jectoires orthogonales aux courbes qrr const, Alors p croîtra en tout 
d une certaine quantité «ra quand on fera le tour de l’espace annulaire 
le long de l’une quelconque des courbes a~ const.; et, cet accroisse¬ 
ment nia reçu par p ramenant lu première trajectoire p — const. déjà 

obtenue, la fonction de point ç, relative au cas général où soit <p, soit 
({*$ 

Th. l * eccv,, ° n l> sur l es deux bords, des valeurs données arbitrairement, 

constituera une fonction de a et de p périodique par rapport à p, 
avec 9 .vs pour période. Comme ou formera l’expression générale de ^ 
par lu superposition de deux solutions plus simples, dans chacune 
desquelles s’annulera Ja fonction arbitraire relative à Tune des deux 
limites * q,, a = q g , la variable principale a figurera, dans chaque 

terme de l une quelconque de ces deux solutions, par un facteur A de 
l’une des formes ( 3 i) et ( 3 u) [sauf parfois le signe], savoir, en y 

appelant A l'ancien coefficient p cl adoptant d’autres notations appro- 
priées, 


< 131 


l \ = «u enh) « A a, » ou k z ~ k a ? ) 

i tsiii ou coh;{/.'a,i — h’, oïïl* 

| A — m> C() h d A a— /i* \, ou k 2 — / • a« ) 
k i t iviii o it si h ) (X'Oy — kx h o ïTÂa, — A'âÿl 


( v )uanl a la variable p, elle figurera, dans le tenue dont il s’agit, 
par un facteur B évidemment emprunté aux expressions (*o) [p, 3(>3 4 ] 
et qu’on pourra écrire, avec deux constantes arbitraires L, Al, 


f 4 J i H = b cos k p h- AJ sîn A* p. 

Or, pour que ce facteur soit, comme la solution particulière <pr=sBA 
qu’il s’ugil de former, périodique en p et de période ara, il faudra 
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évidemment poser, dans (43) et (45)» 

tW 


y. „ *** 
h —- -■* 

m 


si i désigne successivement tous les entiers uuu négatifs u, i, 3 , 
.J, ...» Kuliu, la dernière condition ù ver i lier étant 

/ (/y ( 

(40) (o ou — une fonction donnée/( JJ) 

ù lu limite assoit *<>, soit a 1 où le premier membre de (40) devient 
simplement SU, il y aura lieu d'appliquer la série trigonomélrique 
complète de Fourier ( 35 ) [p, iC.1*], au lieu de l’une de celles qui eu 
dérivent ; et Pou posera 


V 17 > 


lipotir/— o i b - -i- / /’(£)</;, 

) aw «'-o 

i \ r a /rï 

( (polir /; oj i L, M ) -- - f /\'»\ros ou sim— 2 </$. 

— n 


flll*. — Exemples : secteur d’une couronne circulaire; rectangles limités 
par deux familles d'arcs de cerole ou par une famille de lemniscates et 
une famille d'hyperboles, etc. 

Contentons-nous d'indiquer les exemples les plus simples auxquels 
s'applique la théorie précédente. Ils se déduisent de l’un d’eux, 
presque évident a priori, savoir, celui d'un anneau pin» coinpri> 
entre deux cercles concentriques de rayons donnés /* 0 , /*,. Quand le 
bord intérieur itir/* 0 et le bord extérieur zzr % sont à deux tempéra¬ 
tures constantes a 0î a u il est clair, par raison de symétrie, que ta tem¬ 
pérature permanente a, dans l'intervalle, a égale valeur en tous les 
points situés ù une même distance quelconque r du centre ; eu sorte 
que la famille airrconst. est celle des cercles concentriques r^const. 
ù laquelle appartiennent les deux bords et, par suite, la famille 
{îrzeonst., celle des droites Omconst. qui rayonnent autour du 


centre, 0 désignant leur azimut, dont la tangente est 


y - - m 

' T 


X 


9 si /, m 


sont les deux coordonnées du centre. Four avoir les paramètres a, {f, 
régis par( 3 /j), ( 35 ), ( 30 ), observons que, a dépendant seulement de /* 
dans un espace à deux dimensions, la formule (a8) de la VIF Leçon 

(l. I, p. 90*) donne W*^7.J* L'équation A 4 «^=o revient 

donc a poser ^/ 4 ^ j =0, c'est-à-dire r ~ une constante v ; 
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d’oii, en divisant par r et iutégraut, 

< 4&) * ss c logr-h une nouvelle eonst. loge* a= log(e'/ ,tf ), 


expression qu'on pouvait prévoir en se rappelant la propriété ( 33 ) 
[p, 230 *] du potentiel logarithmique ù deux variables et, par suite, 
la relation Ajiog/’ — Q. Ou disposera des deux constantes c, c' de 
manière que « m pour /* — /*<>, et que «rr«, pouç /* —fq. Quant 

ù f, sa diflercnlielle fAc devient successivement [vil 

que /)*+ (/ —//i) s J, 


t /<//• . è , \ c. / x — i t y —ni . \ 

■■ (s **- <ty (l V = ? (-•- (ir ) 


{ (fa (dr 
di 


= c — ^ « c cos*0 ci langO = c rfO, 


/° 


intégrée de manière, par exemple, que 3 s'annule avec ('azimut 0, elle 
donnera 


<iy) 


y .— ni 

JJ rr: tîfl ~ C OTCtang -—-—y • 

iT » 


Oii pourra donc obtenir l'expression générale de *p pour lo rectangle 
mixtiligne compris entre deux rayons quelconques |J:= p 0 , fi = p, et 
deux arcs concentriques # ~a 0l * ~« tl rectangle qu'on peut appeler 
un secteur annulaire (ou évidë) et qui se réduirait a un secteur or¬ 
dinaire de cercle si le ravon intérieur /•„ devenait nul. 

Mais généralisons les expressions (/|8), (fo) de a et p, Comme 
l’équation A*a z=z o est linéaire sans second membre, elle sera satisfaite 
par la somme de loge* 1 et d'autant de termes qu’on voudra de la forme 
clogrrrrlog^), oü figureront, avec des exposants c arbitrairement 
égaux ou inégaux, les distances des mêmes points quelconques ( je y y ) 
du plan ù tout autant de centres (/, m), Or, en posant ainsi 


(5o) « = logc-f* 


Sclogr, 


il viendra p « ScQ = ^ c arc tang 


m 


pourvu que l’on compte dans un même sens et â partir de droites paral¬ 
lèles aux œ positifs tous les azimuts 0 relatifs aux divers centres. Il est 
clair que les arcs, du moins assez peu étendus, des deux familles de 
courbes g=const., |3 — const, ainsi définies, diviseront le plan en 
rectangles curvilignes, pour lesquels l'expression générale de ^ sera 
encore facile à former. 

Le cas de deux centres, dont on choisira naturellement la droite de 
jonction a/, prolongée, pour axe des .r, en plaçant Po ri g i ne en son 
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milieu, est particulièrement intéressant, à la condition de faire égaux 
en valeur absolue (avec signes contraires ou mêmes signes) les deux 
exposants c. Alors, si Ton appelle r, /*, les deux rayons vecteurs 

yV -r f)*, issus de ces deux centres (± f,o),etQ, 0,, leurs azi¬ 
muts respectifs, dont les tangentes sont |cu sorte que 

tang(0 =p 0, ) — > il vient, d’après ( *>o), 


| soit a luge’ -H c log y~ > [f r= ci 0 — Uj } ; 

t 

[ soit a luge' -h c log(/7‘i.), £ = c( 0 - r 0j ) « c arc tang — , 

\ —JK *" ** 

Dans le premier cas, où les équations x r~ consl., p™con$t. re- 


viennent respectivement à~~coust., 0 — 0, consl.» les deux 

familles de courbes sont des cercles et a, p constituent un système de 
coordonnées bicircultures, D % une part, en effet, on sait que le lieu 
des points (.r, y) dont les distances /*, r, ii deux points fixes sont dans 
un rapport constant est une circonférence avant son centre sur la 
droite de jonction de ceux-ci; d'autre part, la différence 0 — 0 t des 
deux azimuts d’un même point (#, y) égale évidemment l’angle de ses 
deux rayons vecteurs /*, /‘j, et la constance de cet angle indique son 
inscription dans un segment circulaire dont l’arc se termine aux deux 
points fixes. Dons le second cas, l’équation « — consl. revenant à 
/•/•j rrreonst,, les courbes dont le paramètre est % constituent une 
famille de lemniscaies [t. I, p. 169*] : d’où le nom de coordonnées 
lemniscatiques alors donné aux variables st, 3, quoique la seconde 

équation p — consl. représente ^ en posant tan g 1^ une famille, 

j!*—'xkxy — y i r^zl i f non de lemniscaies, mais d'hyperboles éqttila- 
lères, comme on le voit en étudiant l’équation a:* — = 0 

de leurs asymptotes ou de leurs parties infiniment éloignées, pour les- 
quelles le terme fini t* est négligeable (*). 


(t) pour plus de détails sur ces coordonnées et sur leur emploi dans la ques¬ 
tion, ainsi que sur ics coordonnées elliptiques où les deux familles et = consl., 
J = const. sont respectivement des ellipses et des hyperboles homofocales, cas 
où a, p, sans appartenir au type ( 00), s’expriment encore assez facilement, on 
peut consulter les XP, XIP et XI IP des Leçons de Lamé Sur (es coordonnées cur¬ 
vilignes et leurs applications . M. Émile Mathieu, dans les Chapitres II et III 
de son Cours de Physique mathématique, a éclairci certaines difficultés spé¬ 
ciales auxquelles est parfois sujet l’usage de ces coordonnées, difficultés tenant à 
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La funnulc (ïy) de £ comporte encore une généralisation digue de 
remarque. Heuipluçons-v y — tu et .r—/, respectivement» par une fonc¬ 
tion, de y seul, et par une fuuction, X, de .r seul, eu astreignant ces 

fonctions à la condition unique A* \ . io»c est-û-dire A, arc lan» ^ :-o. 

On trouve aisément, par deux. dilféreutiations successives, tant en .v 

y 

iju'cn y, de arc lang ^ ♦ que cette condition revient à poser 


« t-t) 


Y 


\ " H 51 X 


\ï \t 

Y* 


tJr, outre sa solution déjà connue (/pj), consistant u annuler les 
dérivées secondes X\ Y* et à prendre égales en valeur absolue les dé¬ 
rivées premières X', V, dés lors constantes, qui disparaîtront comme 
facteur commun dans le rapport de :t Yà X, lequalion (02) est encore, 
à première vue, satisfaite en écrivant à la fois, quelle que soit une con- 


t existence, dans le plan, de régions singulières ou extrêmes (telles que le pôle dans 
le cas de coordonnées polaires) où des discontinuités analytiques peuvent se pro¬ 
duire, parce qu'une des variables a ou ? cesse d'y être parfaitement déterminée. 

Kntin, il y a lieu d'observer, pour les cas non seulement d'un espace plan annu¬ 
laire ou rectangulaire à côtés droits ou courbes, mais aussi d’un parallélépipède 
rectangle, que, si l'on se donnait sur tout le contour o« tonte lu surface la dérivée 
de 9 suivant le sens normal, celle dérivée ne serait pas entièrement arbitraire, 
mais aurait su valeur moyenne générale nulle, en vertu de l’équation ■ = »> 
traitée comme l’a été (p. \mf ) l'équation A,* sa u pour donner ( 37 ), De là, quand, 
sur chaque côté ou chaque tuec eu particulier, la nu leur moyenne de la fonction 
arbitraire correspondante différerait de zéro, des termes de forme in Unie, dans 
les deux, quatre ou six solutions partielles : ce sont ceux que fourniraient, pour 
h -- u ou 'i s o, les dernières ex pressions ( $ 3 ) de A {p. fjia* J, ou lu seconde ( 3 a) 
de Z[p. 'iu 5 *j, alors multipliées par les valeurs moyennes en question qu'intro¬ 
duirait le premier terme, constant, des séries trigonometriquesde Fouricrou d’Ku- 
ler. L'utilisation de ces termes infinis, de signes divers, dans ta solution générale, 
serait facile en ordonnant chacun d'eux suivant Jcs puissances de /v«m de p, ré¬ 
duisant à une constante arbitraire , dans lu somme, toute lu partie des dévelop¬ 
pements où ne ligurcrait aucune coordonnée variable connue x, y } partie qui 


débuterait par une fraction indéterminée de Ja forme et puis supprimant les 

termes d’un degré eu or, y, ... supérieur au second, que ferait évanouir l'an¬ 
nulation linale de/,■ ou de Jl. Mais il est encore plus simple de se donner iinuiédiu- 
tettient sous la tonne suivante l'expression aigèbritjue ainsi obtenue. 


ooiist. arbilr. -i- A(« — a?)* -t-A'x'-s-11(6-^;* -r 

dont lu dérivée, sur les diverses faces ou les divers côtés x -- o, a:. = a, y s «, 
/ ;; b, ♦.et toujours suivant le sens normal, a les valeurs respectives constantes 
•*A«. aA'u, i»6, al? 6,..., astreint es par l'équation A,?.-0 à la relation unique 
et prévue (d'après ce qui précédé) A -h V-4- ü -j* |F i ... 


-■ o. 
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niante positive A-, 

( > 3 ) *y — A 4 , y = ~ *V* — fc*X* » Y'*'*f. A* Y*, 

relations dont non seulement les deux premières, mais encore lu troi¬ 
sième^ cause de colt’Avr — siMA\** — 1 = cos*A m* -f-sin’Att) se trou¬ 
vent vérifiées quand on pose 

( $$) X « sih kx } Y $m/cv. 

On aura donc 

(55; fl-cwelMggg. 


Le second membre garde constamment le signe de c, en diminuant 
de c j & zéro, quand le rapport décroît lui-même de initiai 

zéro, savoir, quand, / égalant d’abord ~ et ne devant pas sortir de 

l'intervalle compris entre zéro et î, .r croît de zéro à l’infini en chan¬ 
geant seul, ou croit seulement de zéro à une valeur positive quel¬ 
conque p, mais avec variation proportionnelle et simultanée de r 

4 

jusqu u une de ses deux limites o, î. De plus, pour p infiniment 
petit, le décroissement de l’arc tangente, à partir de est infiniment 

A 

lent (sauf ù l’instant final où sin ky va s'annuler); et jî reste constant. 
Ainsi, la fonction p définie par ( 55 ) exprime, sous forme finie, les 
températures stationnaires, en tous les points d’un rectangle de Hau¬ 
teur j s'étendant, depuis æ —o jusqu’à a* — a>, entre ses deux bases 

Lyzz. o, ky - r r, maintenues, avec son côté u* = », à la température 
zéro, tandis que son premier côté a* ~ o est u une température uni¬ 
forme c - ( 1 ). 

Terminons ici cette longue étude de l’équation = o considérée 
a ) intérieur d un espace plan, soit rectangulaire à côtés courbes, soit 


{') Cette solution, sons /ormefinie, d’un problème d’état calorifique ptruia- 
nent daas un rectangle de longueur infinie dont trois côtés sont à une même 
température, est due à Fourier; il l’a obtenue, au Chapitre 111 dosa Théorie ana 
(yiitjue de ta chaleur, en sommant la série fournie par la méthode précédem¬ 
ment exposée (p. {o3*), dont la première idée et la mise en oeuvre (au moins 
dans les cas d une longueur L infinie) lui appartiennent également. 

11 — H. Partie complémentaire . 
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annulaire» sur le contour duquel on donne <p ou sa dérivée dans le 
sens normal, en observant combien s'y est montrée féconde la réduc¬ 
tion de l'intégration à son cas le plus simple, celui où, sur deux 
côtés opposés, ^ se réduit respectivement u deux constantes, tandis 
que, sur les deux autres (quand ils existent), la dérivée de q prise 
normalement au contour s'annule (* ). 


( ■ ) A oie sur (a réduction de JRiernann, 
pour certaines équations aux dérivées partielles du second ordre. 

Le profond géomètre Kicinanu, de GtcUingue, en procédant d'une tout autre 
manière où jouent un rôle capital les formules (ao) de la page 9 *.»*, a ramené 
aussi l'intégration, par quadratures, de l'équation iinéuirc à coefficients variables 
s «+* Ap *+* Il 7 - 4 - C « = 0 , où «, p, q y s sont respectivement une fonction continue 
de deux coordonnées rectangulaires a*, y dans le plan a? 0 ^', scs deux dérivées 
premières et sa dérivée seconde oblique, à lu formation d'une certaine intégrale 
particulière d'une équation analogue, dite Y ad jointe de la proposée, et qui même 
se confond avec elle quand A, U sont nuis. 

Montrons le priucipe de celte métiiodcsur l'équation très simple 


s U îtï O ou 


d'u 

dxety + 


en admettant que» le long de deux droites y sz 0, ou CA, CH, parallèles 

aux axes, on donne directement u en fonction de deux coordonnées respectives 


$ 


o 

r 


w 

b r 


I 


u 


U 


Kig. 4q. * 


« J 

r, 

\ r 

r ~ !. r « u 


<r îî 

b 

a 


u -fd 1 = f a — 1 \ 



U c 


y 


\ = a — x, r, ™ b — y comptées en sens inverse de x et de y à partir de l'inter¬ 
section C. 

Soient donc, avec deux fonctions continues/($), 5 p(r 4 ), nullcs en même temps 
que leur variable, niais d'ailleurs arbitraires, 

K*~ïC-h?(T,), 

les deux expressions connues de u le long de CB et de CA, c désignant la 
valeur, quelconque, de u en C. L'intégrale générale u pourra évidemment se dé¬ 
composer en trots solutions particulières, dont la première» sans fonction arbi¬ 
traire, donnerait « = ç en tous les points des deux droites indéfinies CB, CA» 
tandis que les deux autres» affectées chacune d'une fonction arbitraire, corrcs- 
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4o0 # . —• Solution soit approchée, soit quelquefois même exacte, au moyen 
d'expression* entières et finies, du problème des températures station* 
naires pour un espace plan limité par un contour quelconque, et ré¬ 
duction, à oo problème, d’autres questions importantes de la Physique 
mathématique. 

Nous avons encore d’utiles considérations à ajouter, touchant le 
problème des températures stationnaires, dans un espace plan limité 


pondraient, l’une, è « ~/(|) sur CU avec u «o sur CA, l’autre, à u = o sur CU 
avec u -- ?(ij) sur CA. 

Nous représenterons 1 a première de ce» trois solutions partielles, évidemment 
proportionnelle à c t par Ü» après t’avoir divisée pur c et astreinte ainsi à prendre 
lu valeur < tout le long des deux droites rectangulaires données, ou mieux de 
deux droites fixes et parallèle» aux axes, mai» choisies d’ailleurs à volonté. C'est 
précisément la fonction U ainsi définie que la méthode de Hicmann suppose 
trouvée et emploie u la formation des deux autre» intégrales. 

Essayons de découvrir sa forme, en admettant, pour simplifier le plus possible, 
que les deux droites sur lesquelles clic doit acquérir la valeur i soient les deux 
axes mêmes des x cl des y, ou aient comme équation scy -- o. La fonction U se 
réduisant dé» lors à lu constante i pour xy o, demandons-nous si elle ne se¬ 
rait pas uniquement dépendante du produit X)\ que nous désignerons par p, et 
appelons, dans cette hypothèse, C', V ses deux dérivées première et seconde en p, 
tandis que P, Q, S exprimeront scs dérivées premières et seconde en a?, y ana~ 
iogucs à celle», p t q, s , de «. Comme les deux dérivées en a? et y de la variable 
p « xy sont y et x % deux différentiations successives de U par rapport à #clâ y 
donneront 

I» .-s t>, S .7. V'yx H- Vu: p U'4* U'î 

ce qui changera l’équation aux dérivées partielles proposée S + U ^ o, ou 
S = L’, en une équation simplement différentielle, pl"-+-U' = ~U, identique 

à celle, (Si) [ p. 3 o 8 * J, qui, pour v ~ 0 , régit lu fonction cylindrique ),(/*) quand 

on pose /* ~ a^/p ^ A\/xÿ. Si d’ailleur» on joint à cela que L* doit, pour /• =o, 
rester fini, comme 4 p (r), et se réduire à Tunité, alors que J,(/•), donné en inté¬ 
grale définie et en série par les formules (92) et (y'j) des pp. 3i3* et 3i$*, ac¬ 
quiert la valeur il viendra 

(O u ; : r 

4* 

Cela posé, considérant, par exemple, lu seconde solution partielle «, fonction 
«le point nulle sur CA et égale à f(\) ou /{a ~ x) sur CU, voici comment la 
méthode de Ricmann permettra d'obtenir sa valeur, *i #t à l'origine O, qui, par rap* 
port aux axes fixes CÇ, Cr„ est un point quelconque du plan. Ajoutons les deux 
équations proposées 

S -* U t-t 0, s -b m 'T 0, 

après les avoir multipliées respectivement par uds cl par — Ü où de désigne 
l’élément de l'aire e comprise entre les deux axes Ox, O y et la ligne courbe ou 
brisée, qui est ici ACÜ, à laquelle sc rapportent les données initiales caractérisa 
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par un contour quelconque aux divers points duquel on se donne soit 
la fonction 'f, soit la dérivée ^ dans le sens normal, soit même, plus 


tiques de lu solution qu’on cherche; puis intégrons dans toute l'étendue » le ré¬ 
siliait obtenu, évidemment identique à 


/</.« O 
( ' rfr" 


d-tJ/A 

r/K ; 


rf? r- O, 


et dont le premier membre sera tout entier transformable, pur les formules (ao) de 
lu page 9a*, en intégrales prises le long du contour OACHO, ou 9 t de l’espace 7. 
Nous aurons ainsi 

(?) J \uQ<H)s(n,X)-*VpcQ*{tuy)]ds - a. 

J s 


Or les éléments de cette intégrale s'annulent le long des parties AC, HO du con¬ 
tours» où « Q — 0 et cos(ft»/) = 0; mais ils deviennent respectivement />i U— du, 
— \jpd\ =2 le long des deux autres parties OA, CU, où cos(/< f x; i= o, 

cos(/i,^) î=^i, ds*= (dx ou </$). Leur somme, depuis le point O, où « - u , 
jusqu’en A où « =0, se réduit donc à — </„; et, le long de CU, où, C étant 

Z\'b*) — r J ol 2 t— Uji S croit d’ailleurs de zéro ù «, elle est 


a /»« _ 

~ — \)]ft\)d\, Oonc U vient, eu vertu de (?), après transpu. 


sition du terme — u v) 

(r) «. “ f J «ï>]/'(?)«/;• 


Ce sera l'expression cherchée de u si, rapportant le plan aux axcsC*, Cr 4 
c’est-à-dire posant x r* a — y = b — r, (d'où dx - — d\, dy = — cfrj, ce qui ne 
modifie pas la formule de s ni, par suite, l'équation 


9 4- u • r 0, 

on appelle de plus x, y les deux nouvelles coordonnées u, ù de l’ancienne ori¬ 
gine O. Alors la solution particulière (y; devient H f 

et, en y joignant la solution analogue qui se réduit à zéro sur CH, à ?(r,) sur CA, 
puis la première solution trouvée et, c’est-ù-dire -ci 9 { , i\ r xy) J nous aurons 


. (/*#{ 

enfin l'intégrale générale de ré<|uauou *■' « 


(«) 


“ ■ !jcJ.(n'jÿ-) +£ i,tav'/(*-Ol/*(U‘n 

+ f J,[a \>x(y - r 1 )l?'(T|)rfT 1 {. 

) 


Poisson l’avait obtenue au moyen d’un développement en séries, complété pur 
la réduction des séries à des intégrales définies ( Théorie mathématique de ta 
chaleur, par Poisson, j83j; n ca 77 ci 78 ,p. 1S1). 
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généralement, une relation entre ? 011 enlre ? el Ce 

problème (il est bon de le dire pour motiver la grande place que 
nous lui consacrons) présente un intérêt considérable, ix raison sur- 
tout d'autres questions importantes de Physique mathématique qui s'y 
ramènent. 

Les deux principales sont celle de la torsion d'un cylindre élastique 
plein, dont la section normale o a une forme donnée quelconque, et 
celle du régime uniforme, supposé parfaitement continu, d'un liquide, 
coulant le long d'un tube de même section ?, mouillé par ce liquide. 
Dans les deux cas, l’on est conduit « chercher, pour tous les points 
(.r. y) intérieurs a 7, une fonction \ qui satisfasse à l'équation indé¬ 
finie 

i 56 ) une constante donnée K — o, 

et qui, de plus, s'annule surtout le contour de 7 . Or si, observant que, 
par exemple, -t- K — A* ( ÿ -f* K — j » on appelle y la somme 

*+• K de manière à poser 

f >7 ) ^ K î- * 4 - 


l'équation ( 56 ) deviendra évidemment A*ç ~ o ; et la nouvelle fonction 
inconnue o exprimera les températures stationnaires de *, dans l'hy- 

pothèse »j»n:o, c'est-à-dire aux divers points du con- 

tn 


tour. 

Les méthodes rigoureuses indiquées ci-dessus ne permettant de 
former cette fonction <p que pour certaines formes de 7 , soit rectangu¬ 
laires, soit annulaires, à côtés droits ou courbes, il y a lieu de cher¬ 
cher, pour les autres cas, quelque procédé tout au moins approximatif 
d'intégration, plus ou moins analogue à ceux dont il a été succincte¬ 
ment question vers la fin du n° 4 W* (p. 395 * ). C'est ce qu'a fait, dans 
un Mémoire de 18^3 (*), M. de Saint-Venant, qui y propose d’adop¬ 
ter, pour la fonction la forme la plus simple possible, savoir, celle 
d'un polynôme ordonné suivant les puissances ascendantes de T,y t et 


( * ) Sur un mode d'interpolation applicable à des questions relatives au 
mouvement des eaux et suppléant à l'intégration, souvent impossible, des 
équations aux dérivées partielles ( Comptes rendus de l ’Académie des Sciences, 
i3 novembre 
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(t un degré <1 mitant plus élevé qu’il s'agit d'obtenir une approxiina- 
tion plus grande. 

Il rend d'abord cette expression, intégrale exacte de l'équation in¬ 
définie Vf — o, en donnant à l'ensemble de ses termes d'un mémo 
degré quelconque n la forme, ù deux coefficients arbitraires A /t , B fl , 


t •>«) \ H /“■ i)n •"* ^.r,r + B A"' ~ ^ 

* * 


forme évidemment composée de solutions particulières/(,r±r\/—i) 
de A*? = o [p. 368 É , form, (109)], et dont le développement est 


<>V) 


1 L *•» ' i.a.ï.l 

/ , T" 1 n(n — t)(n— i) . . '] 

f - U« | 7 *-'/-p-j-+ •■•]• 


v vi. 


Avant ainsi obtenu pour ? l'expression générale, parfaitement con¬ 
tinue dans tout le plan et affectée de coefficients À 0 , A t , B,, A*, 

B„ ..., À,,, B* en nombre *&n 1 (quand on l'arrête aux termes de 

degré «), 

(60) \ + 

\ -r* A 5 (a**— îffy*) ~r y 4 ) 


M. de Saint-Venant dispose des a/i 4- ï constantes A, I) de manière a 
faire vérifier exactement, par cette expression de ?, la condition aux 
limites, en a« 4-1 points régulièrement espacés le long du contour; 
après quoi il lui suffît de s'assurer que la même condition se trouve, 
d’elle-mème et au degré requis d'approximation, satisfaite en tous 
les points intermédiaires, 

Gettc méthode, applicable toujours et même (à l'exclusion des 
précédentes) quand la condition définie ou aux limites n'est pas li¬ 
néaire, devient évidemment exacte dans le cas de contours ayant 
comme équation le résultat même de la substitution, dans la condi¬ 
tion définie considérée, des valeurs de o et de ^ /ou de 

4 an \ dx dy J 

données par (60). Or il n'est pas rare que de tels contours soient, 
comme l’expression (60) de?, qui leur convient, simples et, par suite, 
intéressants : l’étude, par M. de Saint-Venant lui-même (*), de la 


(’ ) Bu i 853 . Voir le Chapitre IX du Mémoire sur ta torsion des prismes, au 
Itecueit des Savants étrangers, de l’Académie des Sciences de Paris, t. XIV, 
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torsion dans des cylindres de forme» très variées découvertes a peu 
près de cette manière, Ta surabondamment établi. 

Afin de montrer comment on procédera, essayons de former ? et ÿ 

pour les deux cas de l'ellipse ~~ 4- ^ = t et du triangle équilatéral, 

de hauteur 11, qui a scs trois cotés définis séparément par Jes équations 

(Ci) /--<>, 11 — y-.:#/ï — o, 

ou, ensemble, par la relation unique 

(Ci) y[(H ~y)*~~3#*]^ o, 

À raison de la symétrie de ces figures, et, par suite, y devront être 
des fonctions paires encr; d’oii il résultera, dans (6o), Aj — o, B s “ o, 
A j <— o,. « *• 

Cela posé, s’il s’agit d’abord de l’ellipse, oîi la parité non moins 
évidente de en y exigera encore l’annulation de Bj, B,, ,.,, rédui¬ 
sons le second membre de (6o)aux termes affectés des deux premiers 
coefficients encore subsistants A 0 , Aj, et déterminons ceux-ci de ma¬ 
nière que la condition, « -K-r*, relative au contour, soit satisfaite 

pour les deux systèmes de valeurs = o,y a = ù * et x 1 a\ y 1 = o 
des variables # f , y*, c’est-à-dire aux quatre sommets. Il vient, à cet 

effet, les deux équations Ajf^ — o, A 0 -b A 4 û* = - Ko* ; d'oii 
(A ç , Aj) == ~ 27 *)’ ces va ^ eur *> substituées dans 

Ÿ «= A 0 4 * Ai(#* —y*), 

donnent finalement, pour l’expression ( 5 y) de 


«C 3 ) 


K / x' y*\ 

“sT «*-*-*• v a* ù*/* 


formule exacte et non pas seulement approchée, car elle vérifie iden¬ 
tiquement la condition = o tout le long du contour elliptique. 

S’il s’agit, au contraire, du triangle équilatéral, gardons dans le se¬ 
cond membre de (6o) assez de termes pour pouvoir satisfaire à la 

relation définie <? - aux trois sommets et au milieu des côtés, 

savoir (en partant du milieu de la base et allant vers le sommet op¬ 
posé) pour les quatre systèmes suivants de valeurs des variables #* f y : 

x*=zo ety “ o ; x* ~~ i II 1 et y = o ; x 1 = ~ H* et y I H • #*: ~o 
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et y ~r~ H, Il nous faudra donc conserver les quatre premiers coeffi¬ 
cients subsistants, ou prendre 

<<>$> ? rr: V‘. *!* A â (^ a — /*) -r- B* ( 3 #*/ - J'*). 


Or la condition relative au premier système indiqué de valeurs donne 
A.» “ o, et il résulte ensuite de celle qui concerne le suivant, A* = i K ; 

après quoi l’on trouve de même, par remploi du troisième, 11,—: i Kli, 

i K 

et, grèce au quatrième, H 4 r:<~ - — . H vient donc, en substituant ces 
valeurs dans (G/|), puis l’expression de ^ ainsi formée, dans ( 5 ;) : 


du) 


K.) 




( )n voit que, ici encore, l’annulation de la fonction trouvée reproduit 
l'équation du contour, comprise dans (62). Ainsi la solution (G 5 ) est 
rigoureuse et non pas seulement approchée. 

On lut donne sa forme symétrique naturelle, indépendante des axes 
coordonnés choisis, en observant que les distances de l’origine au\ 
trois côtés (6t) et à trois parallèles a ces côtés menées par (u\ y) sont 

respectivement zéro et y t ^lî et ^ (j v^). 7. H Cl I(r-.rv'â); 

doii il suit, par des soustractions évidentes, que les distances />,//,// 
ifun point intérieur quelconque (,r,y) aux trois côtés du triangle 
équilatéral ont les valeurs 


H»G) />=/, (/)',//; = i (il—y...-4?/ 3 ), donnant pU, 

et que la formule ( 65 ) devient 

<«;) 

* il p H- p p 

La valeur niaxima de <{», au centre où les trois facteurs variables /;, 

/>', p r égalent chacun le tiers de leur somme constante il, est KII 4 , 

27 

K r jjt 

<‘'e$t*à<*dîre le produit de -— r ~:o,o 64 i 5 K par la surface ^ du 

9/ï V» 

triangle, tandis que, d’après ( 63 ), dans le cas d’un cercle de rayon 

a “ b } le maximum de encore au centre, serait i Kn e , ou le pro- 

duit de r-. o,07958 K par la surface za 9 . 

4 K 
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Pour mettre en évidence» d’une autre manière encore» la symétrie 
propre «u second membre de ( 65 ), ou pourrait y remplacer les coor¬ 
données rectangulaires x f y par des coordonnées polaires r, 0 comptées 
ô partir du centre de gravité du triangle comme pôle; ce qui donne¬ 
rait x /*cosO, y -- i 11 4- r sinO et transformerait, par suite, l'ex¬ 
pression (G 5 ) de après quelques réductions, en celle-ci, 


* 08 ) 



KII* 



telle reprend bien les memes valeurs chaque fois que l’azimut 0 croit 
du tiers d’une circonférence vr*. 

Terminons par un exemple simple d'intégration approximative, en 
cherchant à former de même les formules de ^ et <J/ pour le carré dont 
les côtés de longueur 2 a x parallèles aux axes, font partie du système 
de droites que représente l'équation («r 4 — «*)( v*«*) — o. Dans ce 
but, attribuons (t o les trois premiers tenues du second membre de 
(6o) compatibles avec le genre de symétrie du carré, c’est-à-dire pairs 
en x et/, savoir, 


A 0 , Ai(a‘ 4 —/*), A*(jr' — Ckt*/*-*-/*)» 

et déterminons les trois constantes A 0 , A*, A4 do manière que la con- 

dilion 4 =:o ou <sK — soit exactement vérifiée aux milieux 
T * u 

(,r 4 r= o,/*=<?*), (#*r.ra*, /*“ o) des quatre côtés, ainsi qu’aux 
quatre sommets ( x* r._ a*. /*= «*). L’expression ( 5 y) de obtenue 
presque immédiatement, sera 


m 


» K / , 
r(" ■ 


t a'' — — r v * 

* ~ r ï«' / 


Le rapport de cette expression le long d’un côté quelconque, le 
long du côté yzr.a par exemple, u sa valeur relative au centre 

(.r o, y =r o) du carré, est g — ( 1 — — ) * quantité positive, entre 

les deux limites x î =z o, x*~ a*, et non pas rigoureusement nulle 
comme on l’aurait désiré. Or son maximum, évidemment atteint pour 

x* sr i a *, est ou quatre pour cent environ, écart nsses sensible, 

meme pratiquement, comme fou voit. 

Mais une correction finale, que comporteront toujours les intégra¬ 
tions approchées dont il s’agit dans ce numéro, permettra de réduire 
l’erreur due au mode d’interpolation choisi, telle consiste à modifier 
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Iti terme constant >\ 0 de la manière qu'il faut pour annuler exactement 
la valeur moyenne dq le long du contour. A cet effet, il suffira, dans 
l'exemple actuel, de former l’expression du second membre de (69) 
sur un côté quelconque* le côtéy par exemple, puis d’en prendre, 
de z = o ù x - ■ a , la moyenne 


K 

voa* 


I 


(«* 3 * — & ) dz ~ 7 ™ « 

4 7 > 


qui sera évidemment celle de | sur tout Je contour 8 a f et de retran¬ 
cher enfin cette moyenne de (69). Il viendra l’expression corrigée 


dont le rapport à sa valeur au centre (u—o, y = 0) est, sur le côté 

1 [ , i5æ**/ **Y| 

rd~ r ~t*v~«')v 


et n’oscille ainsi, te long du côté, que de — 


1 

ii 



L’erreur relative 


commise sur ty, dans la vérification de la condition au contour, se 
trouve donc réduite de près de moitié quant à son maximum; mais, 
surtout, elle est annulée en moyenne et, par suite, fort atténuée dans 
son influence générale sur les valeurs obtenues de à l’intérieur du 
carré 1 = Aussi la formule (70) suffira-t-elle dans la pratique, 
malgré son excessive simplicité comparativement à l’expression exacte 
de *)/, en série de cosinus circulaires et hyperboliques, que donne le 
procédé du n° W8* (p. 4°7*)« t’est ce que montre l’évaluation de la 
valeur moyenne, particuliérement importante à considérer, de dans 
toute Tétendue * du carré. Conclue presque sans calculs de (70), cette 


moyenne générale est ~ K**, ou (o,o 3 .>)K^ â , et ne se trouve en dé¬ 
faut sur la vraie, (o,o 35 i/j ,,. )K**, déduite très péniblement de la série 


transcendante, que d’une fraction de sa valeur inférieure à - 1 * * 

51 O 
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PROCÉDÉS D’INTÉGRATION DKS ÉQUATIONS DIv LA PHYSIQUE MATHÉ¬ 
MATIQUE, POUR LES COUPS t>TNE ÉTENDUE CENSÉE INTIME : ÉQUA¬ 
TIONS NE CONTENANT QUE DES DÉRIVÉES D'UN MÊME ORDRE PAIR, 
ET QUI S’INTÉGRENT PAU DES POTENTIELS. 


431*. — Dans quelles circonstances les dimensions d’un corps peuvent 
être supposées infinies; des simplifications qui s’y produisent* 

Un certain nombre de phénomènes, qu’on pourrait désigner par le 
nom générique de rayonnements indéfinis autour d’un centre et qui 
sont des plus importants à cause de leur simplicité, restent (quant à 
leurs circonstances bien visibles) localisés, tantôt, dans le voisinage 
d’une petite portion de la surface des corps ou des milieux matériels 
dans lesquels nous les observons, et tantôt, loin de cette surface, aux 
environs d’une partie restreinte de leur intérieur* La cause qui les 
produit û précisément pour siège la région superficielle ou intérieure, 
relativement peu étendue, dont ü est question; et sou influence 
rayonne (si l’on peut ainsi dire) tout autour, jusqu’à des distances 
considérables, mais en s’éteignant assez vite pour n’avoir plus que des 
effets insensibles auprès des limites du corps, autres du moins que la 
surface de départ (s’il y en a une). 

Il est clair que la présence de pareilles limites, jusqu’où le phéno¬ 
mène n’arrive, en quelque sorte, qu’évanoui, ne peut généralement 
pas modifier d’une manière appréciable son évolution là où H est per¬ 
ceptible; ce qui permet de raisonner, dans l’étude des faits produits 
autour des centres de rayonnement ou d’émanation, comme si les li¬ 
mites du corps étaient reculées à l’infini soit de tous les côtés, quand 
il s’agit d’un phénomène intérieur, soit du moins, quand il s’agit d’un 
phénomène superficie], dans les directions comprises d’un même côté 
du plan tangent mené, à la surface où il prend naissance, au centre de 
son lieu d’origine, supposé assez restreint pour n’offrir qu’une cour¬ 
bure négligeable, c’est-à-dire des différences d’orientation très faibles 
entre ses divers éléments* 

On est donc conduit à imaginer des corps de dimensions indéfiuies 


4il8* CAS OV UîS D1M EN* 3. 0’t‘X CGM»8 PRÜYKXT ÊTRE «CPP03ÈKS INFINI K* ï 

maïs où, en général, les quantités #, v, <r, ... exprimant leurs étals 
physiques tendent partout vers zéro aux grandes distances v de l'ori¬ 
gine des coordonnées æ t y t z, Alors, au lieu de relations spéciales aux 
surfaces ainsi écartées, relations qui, même simples, étaient presque 
toujours d'une vérification difficile à cause des points prévis ( jt, r, s) 
qu’elles concernaient, on n’a plus qu’à astreindre u,v> iv, .à s'éva¬ 
nouir asymptotiquement 9 c’est-à-dire à l’infini, suivant les directions 
oCi ces surfaces ont disparu : condition Ja plus simple possible, que 
l*ou reconnaît, par les méthodes du n # Wl* (p. 38 i*), pouvoir suppléer 
parfaitement les précédentes au point de vue de lu détermination com¬ 
plète des problèmes» en tenant cependant compte, dans certains cas, 
du degré de petitesse (par rapport u l’inverse de t) qu'imposent les 
équations indéfinies elles-mêmes aux quantités évanouissantes. Or ce 
remplacement de conditions précises, par un évanouissement asym¬ 
ptotique qui n’est qu'une tendance de u, r, tr, ... u vérifier les rela¬ 
tions (t/ f «*, il*,, ♦ «) rr o, introduit dans les problèmes une simplification 
considérable. 

Aussi plusieurs questions, inabordables pour des corps limités, 
deviendront-elles accessibles pour les corps ou milieux indéfinis. Et 
quant à celles qu’on pouvait traiter par des séries multiples dans lu 
cas de dimensions finies, leur simplification consistera le plus souvent 
en ce que le degré de multiplicité des séries s’y abaissera de moitié. 
C’est ce que montreront plusieurs des exemples suivants, mais sur¬ 
tout, vers la fin del&XLlX’Lcçoii, l’emploi de la formule dePourier, 
pour décomposer les résultats en solutions simples analogues à celles 
que nous avons considérées dans les deux Leçons précédentes, et pour 
déterminer leurs coefficients. 

Contentons-nous de mentionner dèsii présent,à l’appui de celte asser¬ 
tion, le problème des températures stationnaires?, dans un prisme sur la 

— suivant le sens nor- 

w3 / 

mal, a une expression donnée/(*«*»/)> et dont la surface latérale, ainsi 
que l’autre base sont maintenues & la température zéro. Nous 

avons déjà vu que l'hypothèse d’une longueur infinie simplifiait consi¬ 
dérablement chaque ternie de lu solution, en réduisant la seconde 
expression (3 j) de z [p. 4 o 5 *] à la première ( 33 ). Malgré cela, tant que 
la base reste finie, la solution donnée garde son caractère 

compliqué de série ou somme quadruple; car la fonction <t* des deux 
variables non principales y dépend de deux paramétres *,/, comme 
le montre dans le cas le plus simple son expression (39) [p. /|o4*], 
d'où il suit que 2 G 4 >Z est déjà une somme double avec des coefli- 


première base z o duquel la dérivée ^ 
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cients G donnés} et elle devient une somme quadruple après le rem¬ 
placement de ceux-ci par les intégrales doubles, dans le genre de ( 3 o) 
[p. 4 o 4 *l tes expriment. Mais il n’en sera plus de même si la 
base 5 = 0 devient infinie sans que la fonction arbitraire donnée 
/(•**/) diffère de zéro ailleurs que dans une région limitée, voisine 
de l'origine, 

Nous allons voir qu'alors, par le fait môme que les conditions y =: q 
relatives aux faces latérales n'auront pas besoin d'être vérifiées si ce 
n'est à l'infini, une intégrale double de la classe des potentiels suffira 
pour exprimer 


m*. ~ Intégration par les potentiels, dans des cas où les équations 
indéfinies, linéaires et à coefficients constants, ne contiennent que des 
dérivées paires d'un même ordre. — Premier exemple : problème de 
l'écoulement d'un liquide par un petit orifice, otc. 


Commençons par des questions où les équations indéfinies, linéaires 
et à coefficients constants, ne contiennent que des dérivées d'un même 
ordre pair. 

La plus simple peut-être est celle que je viens de poser, des tempé¬ 
ratures stationnaires o dans un corps remplissant tout [espace situé du 
côté des z positifs, quand ces températures, milles aux distances infi¬ 
nies de l'origine, ont, à l'arrivée sur le plan des xy t leur dérivée sui¬ 
vant le sens normal (— égale à une fonction donnée 

nulle aussi partout, sauf dans une région assignée où elle est arbitraire. 
Au point de vue physique, cettecondition spéciale n 5 = 0 signifie que 
la couche superficielle 5 = 0 du corps est imperméable à la chaleur, 
excepté dans la région désignée, pur où pénètre i\ l'intérieur u njlttx 
ou courant calorifique, que mesure proportionnellement sur chaque 

élément d'aire la dérivée c ^j = Après son entrée dans 


le corps, ce courant de chaleur y diverge en tous sens, suivant les tra¬ 
jectoires orthogonales ù la famille c = consi, de surfaces, en conser¬ 
vant partout une valeur ou un débit, â travers Tunilé d'aire de ces 
surfaces, exprimé de même proportionnellement par la dérivée chan¬ 
gée de signe, Aj <p, de la température suivant la trajectoire orthogonale 
suivie; et il se répaud de la sorte, pour finalement s'y dissiper, dans 
la masse du corps, maintenue sensiblement, sauf aux distances finies 
de l'origine, b la température zéro. 

Or il se trouve, en vertu des équations de l'Hydrodynamique, que, 
si le corps était remplacé par un liquide sans frottements, et la couche 
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superficielle 5 —o, ttuns toute sa partie imperméable, par une 
paroi fixe, mois, dans sa région perméable, par un orilice dont Je 
débit (vers îe dehors), ou volume fluide écoulé par unité de temps, 

serait, pour l'unité d’aire et it une époque quelconque, — ^ comme 


le llux de chaleur dans l’état stationnaire, il n’y aurait, en chaque 
point (#, y } 5), d’autre différence entre le mouvement de la chaleur 
et celui du fluide qu’un renversement exact de sens, le courant de 
chaleur devenant Ja vitesse même du liquide, prise en signe contraire. 

Le problème d’ilydrody mimique, comme celui qui concerne la tem¬ 
pérature, revient donc à former une fonction qui satisfasse « l’équa¬ 
tion A s s r=o dans tout l’espace où 5 est positif, et qui s’y évanouisse 


aux distances infinies, en ayant de plus, pour sa dérivée $ à la limite 


c/5 


5“o, la fonction — /(.*•, y) donnée. Or, d après des propriétés étu¬ 
diées plus haut (p. aaV)» le potentiel inverse d’une couche matérielle 
fdm étalée sur le plan des xy } et y possédant une densité superficielle 

(ou masse par unité d’aire) égale vérifie précisément toutes 

Il TJ 

ces conditions. Doue la fonction y demandée se confond avec lui et, en 
appelant £, r, Jes coordonnées d’un point quelconque de la couche, ou 
du plan des dry, il vient 


Uf 


o — 





f(\.7 l )d\<h l _ 

(JT 



L-ne intégrale double suffit pour l'exprimer,comme nous nous pro¬ 
posions de le reconnaître. Les limites d'intégration, que nous écrivons 
simplement ± x, pourront d’ailleurs être réduites à celles mêmes 
de Vorifice, ou de la région perméable de la couche superficielle, 
puisque, hors de lu, le facteur/(ï, r,) s’annulera et fera évanouir tous 
les éléments. 


433*. — Deuxième exemple : équilibre intérieur d'un solide élastique 
dont les parties profondes sont maintenues fixes, pendant que sa sur¬ 
face éprouve des pressions ou des déplacements connus, s'annulant 
hors d'une région restreinte où ils sont arbitraires; forme générale de 
la solution. 


La 


théorie de l’équilibre 


d’élasticité nous fournira 


un deuxième 


exemple, comprenant plusieurs cas, où s’emploient utilement, à tour 
de rôle, tous les principaux potentiels (a trois variables a*, 5) de 
couches planes de matière. 
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lt s'agira de déterminer, dans un corps élastique occupant encore 
tout l'espace où les z sont positifs, de petits déplacements «, v, «» 
(suivant les axes), qui satisfassent aux équations indéfinies (u5) delà 
puge37i* [où l'on aura Z -o], et qui s'annulent aux distances infi- 
nies de l'origine. Mais, de plus, a la limite z = o, ces déplacements 
ou, ù défaut de certains d'entre eux, les composantes de même sens, 
Px*Pytpzi delà pression extérieure, exprimées (à un facteur constant 
près) par Jes formules 

t (dw du\ i (dw dv\ 

•a \dx n dz ) 9 ^ “ a \dy dz)* 

dw r — A /du dv dw \ 

dz «a A* \*Ar * dy dz / 



devront, aux divers points (?,r t ) de la surface, égaler trois fonctions 
de £, r lt données arbitrairement pour tout l’intérieur de régions finies, 
et nulles hors de ces régions. 

Ur uous avons trouvé qu’on satisfaisait aux équations citées (uô) 
au moyen des formules (116) de la page 372% dans lesquelles, d’après 
( ,J 7) [p* 37a*] où il faudra faire ici Z-r-.o, la fonction auxiliaire? 
sera teuue de vérifier la relation AjAjs^-o. Si nous généralisons 
ces expressions (11G) de «, r, ir, en leur en superposant d'autres 
analogues qui s'en déduisent par une ou par deux permutations tour¬ 
nantes effectuées sur <z' } y t z cl //, r, w, il viendra, en appelant A, 
II, G les trois foactions auxiliaires introduites pour jouer le rùle de ? 
dans (1 iG), 


(V 


(«, r, «r) “ (A — 1) A t (A» 11 , C) — 


\ dx dy _ dz J 

"dïx~ÿ t Z) 


avec les conditions A 2 (A, B, C) ~ o, Pour simplifier cette triple 
formule ( 3 ), prenons comme fonctions auxiliaires, à la place de A, 
B, C, leurs paramètres différentiels du second ordre à t (A, B, 0 ) ou 
mieux encore Jes produits (A*-t~ 1) A X (A> B, G), que nous appellerons 


éb, tti», Z ; et désignons par 11 l'expression ^ *+■ -+* dont le pa¬ 


ramétre A f sera évidemment 

A- - 1 - 1 


/AU 
\ dx 


dy ^ do J 


Mous aurons 


ti) 


( u, v, w) = ( ..h, Uli, Z) 


d\\ 


d<,r>y,Z) 


les quatre fonctions d>, dU, Z , II étant astreintes aux relations 


(5) 


Aj(-A-, tll», Z ) = o, 


(A — 1) Ajlf 


d\X» </iM> dZ 
dx dy dz 
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On vérifie aisément que, grèce u ( 5 ), les exprès wons ( 4 ) de «, <*, w 
rendent identiques les équations indéfinies citées (no), quels que 
soient Æ, Ut», Ü, II* 

Cela posé, adaptons ces expressions ( 4 ) de «, r, w i\ notre problème 
où il s’agit d’un corps limité par le plan z^zo f en choisissant pour 11 
le produit, zÿ 9 du facteurs par uue fonction /> de x,/, c, finie et à 
dérivées finies, même quand z s'annule : forme de II où la présence 
de z procurera l'avantage de faire, à la surface z r- o, disparaître un 
ternie de chacune des formules ( 4 ). Comme la troisième (J) devient 

u 1 ~ (S — /j ) — z t il y aura lieu, en vue de maintenir son unalogie 

avec les deux premières (4), savoir (^rj-u^iJît)^^ dere- 

garder la différence Z —/j comme une seule fonction» Or, alors, pour 
avoir A|(€ — ,*>) “- o pareillement a A|(«\», VI») o, il faudra, vu i’an- 
nulalion séparée de A, Z, prendre aussi A,^J ~o. Posons donc, afin 
d’éviter toute confusion, = *, yi» = fl, Z — ^ ^ ou S *=r ^ -h 7 ; 

et, comme, par suite de 


Pon aura 


dz 1 v dz* dz * 


A*11 — A t{z})) t=z z A i}j *4- 2 = 2 ~j~;t 


la dernière relation (o) deviendra, après une réduction évidente, 

,,» . , /. . . fi : (h d*) d\' 

t O ) (2 4 -r I ) ^ as -r *-7 n ^ * 

dz a# dy dz 

Nous la simplifierons le plus possible, en appelant k f la somme 2/1+1 
et *!» le produit (a 4 : 1)$ ou h'\ J. Alors les formules ( 4 )et (u), trans¬ 

formées en a, 7, «1», seront 

(7) * où A' = 2/»**+* 1, et avec les comlitious 

f A»(*. ?,v,.l.)=o, 

V «4 «2? f/-3 


«UU*. — Premier cas, où ce sont les déplacements à la surface 

que Ton donne. 

Cela posé, formons d'abord les expressions de a, jj, 7, 4> dans le cas 
le plus simple, qui est celui où l’on connaît, à la surface j =o, le» 
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déplacements mômes w,V, tv, fonctions de î, r { milles hors de cer¬ 
taines régions, et que nous désignerons jjoi* « 0 , <\>, «v 
Comme les trois premières formules (;) donnent (pour z~.:o) 
a 2y i* vj {C w - 7, on vérifiera tout à la fois ces relations propres à 
la surface et les équations indéfinies à*(*, p, y) — o, en prenant #, p,7 
proportionnels non plus, comme <p dans le problème précédent, ti des 
potentiels inverses de couches fdm étalées sur cette surface s ~o, 
mais à leurs dérivées premières en 3, dbnt le à t sera iui-niéme évidem¬ 
ment nul, et qui (p. Wi*) se réduiront, pour s-o, au* produits 
respectifs de —««par les densités superficielles dus couches; dot» 
résultera aisément la détermination de ces densités et, par suite, la 
possibilité de calculer les potentiels. U est clair, en etlet, quon 
pourra se donner simplement */<>, r M , ir 0 comme densités, et faire a, 
% 7 égaux aux cjnotients respectif», par — ar, des potentiels corres¬ 
pondants, que nous appellerons U, V, W pour abréger, mais dont 
l'expression sera 

iu.v,W)-/7" 77?»--^*^,. 

J J-» / z* u* — tjr— y * »* 

Ainsi, ces trois potentiels une fois évalués eu fonction de u*> y* 3, ou 
posera 

1 ~~~~ vtr. ite 9 4 an 


« 


* «.. j y 

•/.TT «3 


Hesle à déterminer *1* de manière à vérifier Ajl» et la dernière 
17). Or celle-ci devient, au diviseur près an, par la substitution des 
\aleurs (9) de a, p, 7, 

1/ , , </t; rfv «'Av. 

1/3 v <(r t(z J 

cl il suffit, pour v satisfaire, ainsi qu'à V 1, o, de poser 


Hü) 


l (d i; <A' «AV 


* IJC “ d7 ~~ 7(7J 4 


Les expressions cherchées de a, c, «■ seront donc, en portant dans 
les trois premières (;) les valeurs (9) et (10) de 2, p, 7, «I», 


1111 < tf. r, «»*) 



<(\ I.V.W ) 
dz 


,/dV <(X d\X\ 
z d \dï'' r '3y*7h ) 
ar A* 


pourvu toutefois qu’elles s’évanouissent asymptotiquement, pour 
$><>, aux grandes distances t de l’origine. Or c’est bien ce qui a 
I). — U. Partie complementaire* a8 
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lieu; car» lorsque t île vient très 'grand, tous les termes des seconds 
membres de (u) sont de l'ordre de petitesse des dérivées premières 
en sVf y t z de potentiels inverses U, V, \V relatifs à des masses limi¬ 
tées, c'est-à-dire, au moins, de Tordre de t“L 


*33*. - Deuxième cas, où ce sont les pressions extérieures 

que Ton connaît. 

Quand, à la surface z ■— o, ou se donne en fonction de $, r 4 , non 
plus les déplacements « 0 , r 0 , tr 0 , mais les pressions exercées du de¬ 
hors, /> x , /? r , /j-, dont les deux premières sont langent telles (c’est- 
à-dire parallèles à la surface) et la troisième seule, p Zi normale, les 
expressions (7) de w, r, w doivent être choisies de manière que les 
valeurs N) des pressions, plutôt que u f r, i\> eux-mémes, reçoivent, 
pour zr-: o, des formes simples. On y parvient en faisant, dans (7), 
soit « et {J nuis, soit <l> nul, et en superposant les solutions ainsi for¬ 
mées. Lorsqu’on prend «::-o et la dernière (7) conduit a 

poser y ... <l>. Lorsqu'on prend, au contraire, ♦t.to, la dernière (7) 
peut être satisfaite, simplement, ou bien sans annuler 7» en choisissant 
pour a, y les trois dérivées respectives en u*, v, z d’une même 
fonction o dont le paramétre A 2 soit nul, ou bien dans l'hypothèse 

ti c 

Y ■“ u, ce qui, réduisant alors la dernière (7) à ÿ* -- — montre 

que Jf, — « sont les deux dérivées respectives en ,? et y d’une même 
fonction, à paramètre A* nul aiiu d’avoir, encore simplement, 
Jt 4 f a, IL) 1V " 0. |1 viendra donc, par riulroduclioii des trois fonctions 
auxiliaires «I», 'fj ainsi définies, 


u 




do 

* 

** 

tfo» 

_,^£l 

‘ dx 

" F 

<Ar 

dy 

do 



do 1 

4>‘ 

~v 

«// 

... <> .-i! , 

dx * 

do 

* 

rf<i* 

h- «l>; 

“ Tz“ 

“ F 



et ces valeurs, portées dans les expressions (a) de p xi p y , p z 01*1 l'on 
doit faire 5^0, donneront 




Tx 

P y “ 


d ! (h k , \ d*Oi 


d /do k ,\ d*o t 
dy \dz^~ k’ ) dx dz 


d (dy \^rk 
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Pour diviser la difficulté, formons la solution totale demandée, par 
superposition de deux autres plus simples, dont l'une corresponde au 
cas do pressions purement normales oü l’on aura {p Xi p y ) == «>, p . 
*eule recevant ses valeurs données, et dont l'autre corresponde au eus 
de pressions purement twigenlielles, où p x , p y aient leurs vraies va¬ 
leurs, mais où p z s’annule. 

Dans Je premier cas, les formules (i 3 ) montrent que p x , p y se ré¬ 
duiront i\ zéro, en prenant partout 


fi th 

—- 

A il 3 


o. 


et que p s voudra alors £ Ce n’est donc plus, comme dans les nu¬ 
méros précédents, la dérivée première en z d’une fonction ù para¬ 
métre A t nul, ni cette fonction mémo, que Ion donne à la limite 
*3 —0, mais bien sa dérivée seconde. Aussi faudra-l-Ü, pour expri¬ 
mer simplement que cette dérivée seconde de ^ égale kp zi abandon- 
. ner le poteuliel inverse, et recourir au premier potentiel logarith¬ 
mique à trois variables d’une couche étalée sur la surface : d’après 
la formule (ijo) de la p. saG*, il suffira de choisir e égal au produit, 

par ~ d’un tel potentiel /log(3 -r r)dm t en attribuant û lu 

couche poleuliante fdm f en ses divers points la densité su¬ 

perficielle p z . Alors les expressions (12) de 1/, r, h», à termes tous de 
l’ordre des dérivées premières d’un tel potentiel logarithmique, s’éva¬ 
nouiront bien (p, 2*7*) aux distances v infinies ; et toutes les équa¬ 
tions du problème seront satisfaites ( *). 

Dans le second cas, où des actions tangentielles seules p A , p y 
s’exerceront sur la surface, la troisième formule (i3) donnera p : 
si l’on prend de meme, partout, 

, T . k* de* 

a 1 }) <P r=- r -yi; 

I-+-A dz 


V) Ce cas, d'actions données, purement normales, s’exerçant à lu surface « etc, 
le premier, traité, d’uliord en »8ïK ( J/c/n. des Savants étrangers, t. IV, p. ,V,i), 
par Lamé cl Clapcyrun, au moyen d'intégrales quadruples, déduites de la formule 
de Fonder, trop complexes pour permettre de se représenter le phénomène, puis, 
le uo mut 1878 {Comptes rendus de l'Académie des Sciences), par moî-iuéme, 
au moyeu du premier potentiel logarithmique, trouvé à cel occasion. Le ca> sui¬ 
vant, dVtîons tangentielles données, et celui où les déplacements à la surface smu 
connus, ont été résolus quelques années plus tard par M. Valentin Ccrruli {Meule 
Accademia dei Linrei , vol. .Mil, 1882), Kiilin, j’ai traité récemment {Comptes 
rendus, <j et iG avril 1888) les deux eus mixtes exposés ci-après. 
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«*t alors les deux premières (i 3 ) deviendront 


Ù<W p r 


i (b* 
i *— k iU' (h 


ci*? | 

<73 * 


I fb V 

^ t h- / c/r </c 


d i * l 
du' dz 


Nous y séparerons y de j,, en les ajoutant et en les retranchant après 
tliflèreutiations respectives soit de la première en j? et de la seconde 
ru /, soit de la première en y et de Ja seconde eu .r, Dans les résul¬ 
tats figureront les deux expressions 


d_ ht** dH d r/*ç- t \ 

dz \ iU- r ilj -J L ilz \ dy* ' 7Zr*/ 


équivalentes aux dérivées troisièmes —d’après ij(?> ?j )-- 1 °î 

de sorte qu’en résolvant par rapport à ces dérivées troisièmes, il 
viendra 

SS-(&-&)• 


Ici, la dérivée en que Ton connaît, des fonctions c et est la 
troisième. Donc H faudra, utilisant l’équation ($ 3 ) de la p, tî 8 *, 
prendre pour ces fonctions les seconds potentiels logarithmiques 
/[— /* -y- z log (3 h- /•)] dm de couches f dm étalées encore sur la sur¬ 
face 3=0 et ayant eu chaque point (S,r 4 ) les deux densités super¬ 
ficielles respectives 


u«) 


t — k / dp ,* (Ip V \ _j_ / dfts 

— * 7 : \7/c Ity / vît: \ dy 


dpi . 
«Ar / 


Or, d’après les considérations exposées au n° 3 ol* (p. 194*) à pro¬ 
pos de la dillcrends lion des potentiels, les fonctions * et 9, ainsi for¬ 
mées s’exprimeront aisément au moyen des seconds potentiels logarith¬ 
miques de deux couches fdm ayant pour densités superficielles p x et 
p y \ car, en appelant U'*, et ces deux potentiels, 011 aura, pour 
ceux dont les densités sont (18), 


„ _ I /<Ær 

•* 7 r. { 7 ïf ~ 7 t 7 )' 


, A, 

Ut» ) ? ~-- '=' “T“ ’ 

Grèce ù ces valeurs de e« s,, et eu se souvenant, (rime part, que 
Aj{UV, Uy) — o f d’autre part, que les dérivées troisièmes de ( i\, <i' y 
en z sont ~~ iT.p x et — ( ~p y pour z ~ o, on constate directement que 
les conditions (16), relatives ù la surface z ~ ~ o, se trouvent satisfaites. 
D’ailleurs, les expressions (1 a ) de //, r, ir, où <1* est en outre donné 
par (10), ont tous leurs termes comparables aux dérivées deuxièmes 
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de seconds potentiels logarithmiques, dérivées évanoui «santés aux 
grandes distances i (p, îcï 8 4 ); en sorte que les relations («, v f «•) — *» 
spéciales aux points infiniment éloignés ne sont pas moins bien véri¬ 
fiées que les autres équations du problème. 


•i'îO*. — Troisième et quatrième cas, où Ton se donne, à ta surface, 
soit les composantes tangentielles des déplacements avec la compo¬ 
sante normale des pressions, soit la composante normale des déplace¬ 
ments avec les composantes tangentielles des pressions. 


Traitons encore les deux cas mûtes où Ion connaît pour z r.. n, eu 
jonction de r i} soit «<,, v 0 et p s , soit p X) p Y et fr„. On \ compose ai¬ 
sément les expressions de //, r, h», en ayant l'idée de traiter d'abord, 
d'après les formules (n) du nH 54 *, les cas où Ion se donne, pour 
J-o, soit les déplacements tuiigentieis effectifs tt ut r 0 , avec un dépla¬ 
cement normal o* g quelcon<pte, mais que Ion fera nul pour plus de 
simplicité, soit, au contraire, le déplacement normal effectif <r<j, avec 
des déplacements tmigenticds « 0I r 0 arbitraires, mais que Ton choisira 
de meme, pour simplifier, égaux à zéro. Ht il suffit évidemment de 
superposer ensuite, aux çxpressions respectives de u t r, h» ainsi for¬ 
mées, d'autres expressions, empruntées à (n ) et donnant soit //<, - o, 
*V —o, nvec/>- égal ù une fonction arbitraire /($, y 4 ), soit, au contraire. 
PxiPy égaux à deux fonctions arbitraires/, ($.y,),/j(^ r,), avec u * 0 : o; 
car, alors, les formules totales, ou de p it ou de p x Q t p yt composées en 
superposant les deux solutions employées dans chaque cas, contien¬ 
dront, chacune, la fonction arbitraire de ï, y, nécessaire pour lui faire 
acquérir sur lotit le plan 3 o la valeur désirée, et, d'autre part, les 
expressions totales de // M , v 0 dans le premier cas, do ir 0 dans le second, 
seront déjà celles qu’il fallait obtenir. 

Toute la difficulté consiste donc à déterminer «I», 'ji, dans (1 a), de 
manière que ces formules, spécifiées pour z rjo, et les formules (i 3 ), 
donnent 

( SOit «o - O. C y : r O, /). r- fy î, T< ); 

( soit p x y- /,( C t ), py r :/ 4 i 7< ), I1‘ 0 “• O. 


Or, comme l'hypothèse z :o réduit (13) à 
(h 

_ 1 • . .«_ 

Ty 


. k *’ * dOt 

(,„) «0 - ~ ■>■ 7 / f , 


Vu 


do th\ 

L . - À - , 

t Ij: 


cio 

«'* - T/t 


‘k 


il suffira, dans Je premier cas, de prendre partout o ~o et <p, o; 
après quoi, pour que l'expression correspondante (i 3 ) de p si devenue 
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1 " ^ (pour 5 nul), se réduise à /(?,r 4 ), ou devra choisir «l» 


k dz 


/•' 

égal au produit, par — -yp du potentiel inverse d'une couclie 

fc/m étalée sur la surface et de densité superficielle /( 5 ,r>), Afin 
d'abréger, nous appellerons P ce potentiel et nous poserons, pur suite, 
A J P 

‘l 1 " —/ • Alors les valeurs correspondantes (12) de «, v, w 

'ï- Tf{l H I 

pourront s’écrire simplement 


/ \ /i , 3 dV 

«Ali («» t\ «') ~ —7-(O, O, P;---r- - 

27t(i-HÂ-J a* O -r* k) dK»tX% z ) 


Kilos s'expriment, on le voit, au moyen d’un potentiel inverse P et 
du facteur algébrique z ; en sorte que eus voleurs sont analytiquement 
de la nature de celles, empruntées a (11) [p* 433 *], qu'on devra leur 
adjoindre, ou qui correspondent a des déplacements superficiels ayant 
les composantes tnngenticlles w 0f i* 0l sans composante normale uv 
Quant au second cas, où Ion veut que la troisième (20) devienne 

do 

tr„ -*o, ou ûlteiudrn ce but en posant partout *!>: .:— ce qui 

f vu d'ailleurs la valeur — *■— de k* — k J donnera aux. expressions (i 3 ) 
de p x et de p y h forme, analogue à (iC), 


/' - - i d*z | _ k’ ~H 1 d il î 

*xk’ cl jc clz dy clz P* ‘x k* dy dz dxtiz 


Ces relations ne différant de (16) qu'en ce que j y -- y remplace 
1 4- k % on les vérifiera évidemment au moyen de fonctions v et <j>, dé- 
duîtes de (19) par la même substitution dc*rr— à 14- k* Comme ici 

A* HH ( 


les expressions (aa) de p x et p y ont les valeurs /j(5, v t ), /*($;> r,), 
appelons l £ u 9 i% plutôt que ( JP X , U y, les seconds potentiels logarith¬ 
miques des couches f dm i\ densités superficielles /j(£, r 4 ),y* s (£, r,), et 
nous aurons, en multipliant d'ailleurs ÿ, para, 


(tfl ? 




d*ï\ 

w ) 1 




1 (d $, dt t \ 

r\dy 


dz 


(/expression de 4 » étant en outre — les formules (1a) de w, r, 

tiz 

w deviendront, après quelques réductions évidentes et substitution de 
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)./«/* & \ 4> ti , 

</F « ^ -,y t ) (»».*»), 


t (*«, V, *1') ~ - 

(*|> J 


l </*( $!« Æ ft «U 
dz x 


I 


(/ ( . (i> \ Cp j 

_i ^ " ( . v ,77 A, j 777 ~~ tAî / 

*(A*'*:-i) d{ar t y % z) L cAr *’ ~ </>' 


On remarque ru que les seconds potentiels logarithmiques tf, de la 
forme /|~ /* H-s log (/■-+- $)]<//w, lie figurent, chacun, dans ces for¬ 
mules, que par les deux expressions 


(Ail 



— ( A* “ //• dm 


t*i 


,/*([* _ p dut 

77? J V’ 


<|ui représentent, connue on a vu dans la XXXV e Leçon (pp. ui3* et 
l'une, le potentiel direct / rdm et, Faut a», la moitié du para¬ 
métre différentiel A, de ce potentiel. 

Or ou peut observer que la première partie de la solution totale 
cherchée, savoir, celle qui correspond à des déplacements ayant la 
composante normale ir 0 sans composantes tangcnlielles, et qu'il est 
permis d’écrire, d’après (t i), 


uC.j ( u, v, w ) 


( rfW I ^ _J_ d _ fd.z W 

'atJk \ * °’ dz j tttî4' d{x % )’) z) \ dz 



s'exprime aussi par un potentiel direct quand on veut en éliminer le 
facteur algébrique $* En effet, W désignant, d’après lu troisième for¬ 
mule (8), Je potentiel inverse d’une couche fdm étalée sur le plan 

4 ?” o, le produit sW n’v est autre chose que j*~ ™ ou -jzfrdm, 

dérivée en 5 du potentiel direct correspondant; et, d’ailleurs, \V égale, 

comme on vient de voir, - A, frdm* 


En résumé, ce sont des potentiels directs qui fournissent naturel¬ 
lement la solution du second cas mixte, oii Ton se donne p Xi p yt ir„, 
lundis que des potentiels inverses convenaient pour le premier cas 
mixte, défini par les données w 0 , p zt non moins que pour le pre¬ 
mier cas simple, où l’on connaît */ 0f r„, <r 0 , et tandis que les deux po¬ 
tentiels logarithmiques à trois variables ont permis de résoudre 
l'autre cas simple, plus usuel, où les trois composantes p x> p yi p z de 
la pression extérieure constituent les données. Le problème traité 
met donc en œuvre les quatre principaux potentiels (à trois variables) 
des couches planes et prouve futilité de ces sortes de fonctions, car 


♦ 
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ii est un des plus élémentaires que Ion puisse se poser sur ritnpor¬ 
tante théorie de l'équilibre intérieur des solides. 

Mais nous avons encore à déterminer les trois fonctions arbitraires 
f{ m r t)y/t ( ït *i )> ft ( »> 7 <)> densités superficielles des couches dont nous 
avons appelé ci-dessus P, tf t de$ potentiels, inverse pour la première 
et logarithmiques de seconde espèce pour les deux autres. 1! nous faut, 
h cet effet, voir, d'après les formules (a) [p. d’une part, quelle 

composante normale p 3 de pression font naître les déplacements u, r, 
u* définis par (n), dans la solution partielle ot'i Ton se donne r 0 
avec ir w r.o, et, d'autre part, quelles composantes tnngenlielles p 
p Y de pression accompagnent de même, dans le second cas mixte, la 
solution partielle dont les données sont les vraies valeurs de ir 0 , avec 
o et r 0 r-r:o; car ces expressions, ajoutées respectivement a 
y*(î)*.)» f\ (>» T i )>/*(?> Y »)> doivent avoir pour sommes les composantes 
effectives de pression, soit p z , soit />* et p yt connues dans chaque cas. 
Or, en se souvenant que k 1 — ia/»*, Ton trouve ainsi, dans le premier 

cas, pour adjoindre à /(;,*,), jp ~r ~-J> et, dans le second, 


/■ I 

— p / u, - ; pour adjoindre respectivement ü/i(S,»,) et a/ 4 (S, v 4 ). 
A* y\ 

Donc les trois fonctions arbitraires recevront les valeurs 






A 

A/«, 

le 1 

\dr 

k 

d\v „ 

* k' 

dr * 

k 

dw t} 

' k' 

<& ’ 



Il est clair, par suite, que le potentiel inverse P de la couche ôden- 

sîté/($, y,) aura l’expression P ; — j, (—j; H- si Ton appelle P-, 

U, V les potentiels inverses de couches dont les densités superficielles 
seraient /?., // 0 , <v même, les potentiels directs des couches à den¬ 
sités /j(î,Y t ),/i(?> * t ) auront les expressions 


ft'dm 


k dfritm" 

*—* ■ »■ * — — à 

U <u 


, . . k dfrthn’ 
fl dm „ „ , 


si frdm } jfrdm\ Jt'thn* représentent respectivement les potentiels 
directs de couches ayant les densités superficielles/^, P y, 

Voici, formées d'après ces indications, les valeurs définitives de «, 
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v, tr, pour les deux cas mixte» : 
i dilKV i 


_ 5 A/Ü^£V _ ‘ 

Uîî( I *î '4 ) il ( Jr, /) \fh' ' <// V ' 


j /.* /dV r/V A' \ 5 /</L r/v 

( ,,,rï «Wi«- ■ h I*Ï(r '~T i *)‘~**iî-~Aï?h \</M ~ 4 


, i Ct dm dm <1 dm . 

I 1 tt, V’, W ) ~ “ / { —> *-* » ■• • “7“ —— ) 

l t. J \ r r t/z /• / 


</ </m r 


*a«) < 


i //_ 

UTT(| £ ; 


t/fr dm df rdné 
iU t/y 

'dm* i/tfri/w' 1 

^ “J 


•r(t 




I)es vérifications assex faciles montrent que ces formules satisfont 
bien à toutes les conditions des problèmes posés, et, en particulier, à 
celles, dont il n avait pas encore été question, de l'évanouissement de 
a, v, «r quand la distance de (.r, y, z) à l'origine devient infinie. 


lui*. — Troisième exemple: équilibre d'élasticité d'un solide, sous 
l'action de forces extérieures quelconques s'exerçant sur une partie 
de son volume très éloignée de sa surface, pendant que celle-ci est 
maintenue fixe. 

Nous n’uvons eu a utiliser, dans les exemples précédents, que les 
potentiels de minces couches fictives, étalées sur la surface où sié¬ 
geaient les causes des phénomènes et à partir de laquelle ccs phéno¬ 
mènes se produisaient en s'atténuant d'une manière de plus eu plus 
accusée avec lu distance. Pour trouver un emploi analogue aux po¬ 
tentiels de masses triplement étendues, il faut supposer des actions ou 
iuOueuces appliquées directement non à une surface, mais à un volume 
et, de iù, rayonnant sur toutes les parties environnantes du corps. 

Tel sera, sans sortir de l'équilibre d'élasticité, le cas des petits dé¬ 
placements permanents causés, dans un solide, tant aux points mêmes 
qu'nulour d'une région assez éloignée de la superficie, par des 
actions extérieures s’exerçant sur celte région, et dont les compo¬ 
santes suivant les trois axes, que j’appellerai \‘, V, Z par unité de 
volume, égaleront trois fonctions données des coordonnées x, y s z. 
Les déformations entraînées par ces forces très loin de là seront insi¬ 
gnifiantes et même, dans le cas admis de trois dimensions, ne corres¬ 
pondront qu'à des changements mutuels de distance insensibles entre 
les points les plus éloignes; de sorte que, si l’on suppose les axes des 
x, y t z liés à ceux-ci, les déplacements «, c, u* s’annuleront à l’infini, 
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U* long de toutes les droites émanées de l'origine. On pourra donc, 
pour déterminer les trois fonctions //, r, %v de &\y t z, adjoindre ces 
conditions d'évanouissement asymptotique aux trois équations indé¬ 
finies de l'équilibre. Grâce, d ailleurs, a la forme linéaire de toutes ces 
relations, lu solutiou totale se constituera pur la simple superposition 
de trois solutions partielles, dans chacune desquelles les actions exté¬ 
rieures données se réduiraicut à leurs composantes suivant l'un des 
axes, savoir, a X, ou u V, ou a Z, par unité de volume. 

Or, si l’on considère, par exemple, les déplacements//, v,w dus aux 
composantes suivant les z qui, sur l'élément quelconque de volume 
dm à coordonnées jtr, r, z t ont la valeur Z</w, les équations indéfinies 
seront précisément celles, (nu), de la page 3 ^!% rappelées tout u 
l'heure (n u 453 *), équations admettant les solutions (t iC) de la page 
suivante 372* pourvu que lu fonction auxiliaire 0 satisfasse a la relu- 
tiou (117) écrite immédiatement après, savoir, à 


CJoi 


“■ — -i 


Z 


kik -v* 1 i 


Mais nous avons vu (p# qu'un potentiel direct frdm est na¬ 
turellement apte à vérifier une équation unalogue; car, si p(^', v r, 5), 
fonction nulle hors delà région qui contient la masse correspondante 
ft(m > désigne la densité de celte masse en chaque point (a*, v v, z) de 
l'espace, on a identiquement À t A s jV<frti Eta? (7, y t z). 

Prenons, par exemple, p(u\ y, z)~~ Z, ou attribuons ù l'élénient dm 
de lu masse potentialité étendu (fictivement) dans l'élément dm quel¬ 
conque de volume, la valeur même Z dm de la force extérieure qui s'y 
exerce; et nous aurons \ x \ t frdm r.- —8rZ, relation équivalente à 
( 3 o) si l'on pose 


I ’ 3 11 


frdm 

Ür.k^k~r~ i; 


Il suffira donc, pour vérifier les trois équations indéfinies, déporter 
cette valeur de z dans les expressions (uG) citées de «, v, tr; ce qui 

(vu la formule ^frdm ....a J ~y j donnera 

, 1 / pdm\ 1 d dfrdm 

< Hf («, t*,U‘ » r: O, O, f *—— 1 — - - - -—y— • 

4 T.k \ J r ) Hr.k\kd\a\yy z\ dz 

El comme, de plus, ces valeurs de //, r, «** ont tous leurs termes de 
l'ordre des dérivées secondes en j.\ y, z du potentiel direct d'une 
masse limitée, elles deviennent comparables à l'inverse de t, c'est- 
à-dire évanouissantes, aux distances infinies v de i'origiue. Ainsi elles 
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vérifient toutes les équations du problème et en constituent la solu¬ 
tion unique. 


438** - Quatrième exemple : état permanent des températures, dans 
un corps pourvu» à sou intérieur, de sources constantes de chaleur, 
et maintenu, loin de cas sources, à une température uniforme. 

C/est le potentiel direct d'une masse a trois dimensions qui nous a 
permis de résoudre la question précédente d’état permanent. En voici 
une autre-, plus simple, et se rapportant également à un corps indé¬ 
fini dans tous les sens, oii l'intégration s’eflectue au moyen du poten¬ 
tiel inverse d*une telle masse. 

H s’agît de déterminer les températures stationnaires <? d'un solide 
« l'intérieur et autour d’une région dans laquelle sont supposées pro¬ 
duites (grâce, pur exemple, à de» actions chimiques locales de très 
longue durée) des quantités de chaleur constantes par unité de temps 
et définies en chaque point, pour l'uuilé de volume, au moyen d’une 
fonction donnée K des coordonnées if, y, 3 , Jo température <p du corps 
étant d'ailleurs maintenue, en tous les endroits très éloignés de ces 
sources de chaleur, a un degré uniforme choisi comme zéro du ther¬ 
momètre. 

Le problème aura pour équation indéfinie Vf “ — K, du moins en 
adoptant des unités convenables; et il s’y adjoindra, comme condi¬ 
tion aux limites, « == o aux distances infinies \ de l'origine. 

— d’une masse de densité Iv 


Or le potentiel ordinaire ou invers ej — d’une masse de densile Iv 

occupant toute la région des sources, et formée ainsi d’éléments, dm, 
égaux en chaque endroit dm a la chaleur Kr/wqui s’y trouve produite 
par unité de temps, vérifiera (p. î? i4* ) l’équation indéfinie analogue 

Xtf~ --- alsisj que Ju relation spéciale j *—-o à rinfini. 

Donc la solution du problème s’obtiendra en prenant la fonction o 
simplement proportionnelle à ce potentiel, c’est-à-dire en posant, pour 
que AjO —— K, 


i C dm 

• - h J " 


439*. — Cinquième exemple : intégration de l’équation du son 
par les potentiels sphériques. 

Dans toutes les questions abordées ci-dessus, les coordonnées a*, y, 
z étaient les seules variables indépendantes que continssent les équa- 
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lions indéfinies du problème; aussi ne s'y agissait-il que d'étals per¬ 
manents, sauf au n° W®*, ù propos de l'écoulement d'un liquide par 
un orifice avant son débit réparti d'une manière connue entre Ses 
divers éléments; problème où la solution est la même» en fonction de 
ces données ù chaque époque l, quand elles sont invariables que lors¬ 
qu'elles changent d'un instant à l'autre. Il nous reste donc ù traiter 
comme cinquième exemple» pour un milieu indéfini, un problème 
d'état variable où le rôle du temps t ne soit pas moins essentiel que 
celui des coordonnées .r, y, z f et où, cependant, les équations à inté¬ 
grer ne contiennent que des dérivées partielles d'un même ordre pair, 
afin de pouvoir en demander encore la solution aux potentiels. 

Ce sera le calcul d'une fonction & régie par l'équation indéfinie, 
appelée équation du son. 


ru i 


d*v # . 

~JJÏ r C< ^2?» 


où a désigne une constante positive, avec les conditions initiales que, 
pour t~ r: o, celle fonction f f et sa dérivée première par rapport à / s'an¬ 
nulent partout (du moins à une constante près pour ç), sauf ù l'inté¬ 
rieur de certaines régions d'ébranlement, où leurs valeurs 


(Vi) 




?» - 5 S ( -ÿj) u s 


seront directement données en chaque poiul (.r, r, s). !-es petits mou¬ 
vements intérieurs d'un fluide élastique homogène, tels que les vibra¬ 
tions sonores qu'il éprouve et transmet quand il est quelque pari 
ébranlé, dépendent, dans tous leurs détails, d'une pareille fonction ç,, 
ou plutôt de ses dérivées partielles premières; et le calcul des mouve¬ 
ments analogues d'un solide élastique isotrope se ramène aisément à 
la détermination de quatre de ces fonctions, pour l'utic desquelles la 
constante a n'est pas la meme que pour les trois autres, mais qui, 
toutes quatre, ont leurs valeurs, avec celles de leurs dérivées premières 
en l , initialement évaluables au moyen des expressions (censées don¬ 
nées pour / rr: o) des déplacements et des vitesses des divers points» 
Bornons-nous donc ici à intégrer l'équation ( 33 ). 

A cel effet, observant d'abord que, dans le cas où <$. serait unique¬ 
ment fonction de .r et de /, 1 équation ( 3 /|) prendrait la forme de celle 

des cordes vibrantes, a* avec a comme vitesse de propa¬ 

gation des ondes (p. 363 *), construisons pour chaque valeur du temps/ 
(même alors que ^ dépeud des trois coordonnées), une ligne r égale 
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au chemin, at, que de telles ondes auraient parcouru au bout de ce 
temps, et, posant ainsi /* —: a/, substituons à Ha nouvelle variable / , 
de numiêre à n'avoir, évidemment, rien a changer aux dérivées en u\ 
v, 3 des fonctions de point, mais ù pouvoir transformer les dérivées 

en i par la formule - a --f - L'équation (.1 \ ) deviendra 


( 10 ) 


(h* 


A 4 3 , 


Or, convenons de représenter chaque système de valeurs de «r,y, 3, 
/, ou, plutôt, de x,Y y 3, /*, par une sphère .{«/•* décrite autour du 
point considéré (***,/, 3 ) comme centre avec la ligne /•comme rayon. 
Alors l'équation ( 30 ) sera justement celle que vérifie (p. 197*) le 

/ » * t jy 

ï—iiv toute masse fdm ou f p dm , répartie 

d’après une loi continue quelconque dans l'espace indélini /dm; et elle 
sera encore celle que vérifie lu dérivée en /• soit de ce potentiel sphé¬ 
rique, soit de celui d'une deuxième masse analogue. Si d'ailleurs nous 
attribuons ù la seconde de ces masses la densité p:~'$ 0 ou 
p = F(x, /, 3 ) et, û la première, la densité p, :/(<**,3), que nous 

appelions <1* le potentiel sphérique / — - - de la seconde, <l>j ou 

/ s (fy , (M> 

celui de la première, la solution particulière 3=r — de ( 3 (>) 

se réduira [p. 197*]? pour /•-:o, à 4«F(.r,y% 5), et aura sa dérivée 
eu t y ou su dérivée eu r multipliée par a, initialement nulle, tandis 
que la solution particulière <s — <I > 1 se ni elle-même initialement nulle, 
mais uura, pour l _::o f sa dérivée en /'égale à 4 ~/( A ’> j*, 3 ),ou sa déri¬ 
vée en /exprimée par »“«/(•**, y, 3). Comme l’équation linéaire ( 3 G) 
ne comprend pas de terme indépendant des ou de ses dérivées, ou lui 
formera évidemment une solution, 3, dont les valeurs initiales et 
celles de sa dérivée en / soient exprimées, comine on le désire, par 
F(a% y % 3) et pur /(,r, v r, 3 ), en superposant ces deux solutions par¬ 
ticulières, après y avoir introduit respectivement les facteurs con¬ 
stants ~ et • Ainsi il viendra 
41; 4“u 

* . I d<l> | . I d fï<h I f?\dl 

<37) <? = 4 ~ Tr + ’ 1 *. = JL TrJ V J K ïJ ~r" 

lin outre, les densités choisies p r- F(,r, j, 3) et p, j, 3/ 

devenant, aux grandes distances v de l'ongiiie, la première, constante. 
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sinon nulle» et» h deuxième nulle, le potentiel *l» t se réduit ii '/.cm, 
quelle que soit la valeur donnée de t ou du rayon t\ aux points (æ‘>/> v) 

/ dy 

— " r \~yr f 

avec p constant; d’où il suit que le second membre de (iy) y prend 
cette valeur constante assignée de la fonction p ou F (a*, y 9 z), jk>uv 
les points inliniment distants de l'origine. 

Ainsi l'expression ( 3 ;) de <p constitue la solution demandée ; car 
elle vérifie toutes les conditions qui, ensemble, déterminent certaine¬ 
ment le problème, et dont il est même probable, du moins dans le 
cas actuel de réquation indéfinie ( 3 /|) ou ( 30 ), que la dernière, rela¬ 
tive à l’évanouissement asymptotique, u tonie époque t> des dérivées 
de pour x infini, se trouvait surabondante ou impliquée dans les 
autres. 

Des raisonnements et des calculs beaucoup moins simples que 
remploi des potentiels sphériques ont conduit Poisson, en 1819, a 
l’intégrale (37) de l'équation du son, non pas précisément sous cette 
forme géométrique, mais sous une forme analytique parfois indispen¬ 
sable dans les applications. 11 suffit, pour l'obtenir, d’évaluer <i> et *i\ en 
rapportant la sphère ? j- .|îî/* 2 à des coordonnées polaires 0, p dont le 
pôle soit au centre (jr,/, ^), le plan des azimuts 0, parallèle aux xy t 
les hauteurs angulaires \i ( 1 ), croissantes vers la direction des z posi¬ 
tifs, et le rayon vecteur origine des azimuts, orienté dans le sens des 
x positifs. L'élément de surface di sera (p. 78* ) r f cos;i et les 

coordonnées rectilignes de l'extrémité du rayon vecteur /• qui y 
aboutit auront les valeurs 

x— /•cosjacosO, j’ rcosji sinO, 3-1-/• sin;A. ■ 

Comme d'ailleurs p variera de — ~ à - et 0 de zéro à .i~, les premier 
et dernier membres de (37) donneront 

O 

1 il r* 

TI 7 7Z' r I «'«SP'/**/ F(â»-t-/*cos;AcosO,y'-t-rcospsiuO,js -rsiu>M#/t| 

■I *• ( * r «/-*♦'U * 

« 

, /. f* /•*« . 

~-'7Z7, I co* p «pi J(T- : .-rco> ;xcu»0 ! j--;-/-cus ;isiu0, o - rûn i ufl\, 
H *• 11 J î; « /<> 


(’ ) J’appelle ici ji et non pas comme à l'ordinaire, ccs hauteurs angulaires, 
parce que ^ désigne déjà la fonction à évaluer. 
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formule qui devient identique à celle de Poisson lorsqu'on y remplace 
rpar ai et ^ par ~ ^ > cmi u\ laissant plus ainsi figurer la constantes 

que sous les signes F et / des fonctions arbitraires* 

On remarquera : 

i ü Que le dernier terme de ( 38 ) est une fonction impaire de /*, à 
cause de son (acteur v ; car le résultat des deux intégrations par rap¬ 
port ù 0 et à (a y reste le même quand on change r eu •• /■, chatjue 
élément devenant celui qui correspondait d'abord ù des valeurs de 
cost), sînO et sinp contraires des premières, ou, autrement dit, qui 
correspondait, sur la sphère, à l’élément ch symétrique du premier 
par rapport au centre ; ce qui ne change rien a la somme; 

Que, par suite, le premier terme du second membre de ( 38 ) 
est, au contraire, pair en /\ comme dérivée d’une fonction pareille ù 
la précédente, ou impaire ; 

3 g Que chacun de ces deux termes continue d’ailleurs à vérifier 
l’équation ( 34 ) quand on y donne ù / ou ù r - at des valeurs néga¬ 
tives, puisque, au facteur constant près V- h il* ont les mêmes 
valeurs que pour /• ou i positifs et, par suite (sauf encore le facteur 
rfii), les mêmes dérivées secondes en /*, avec les mêmes paramétres 
3 ^; d'où il suit que l’égalité constante de A,? ù ces dérivées secondes* 
assurée déjà lorsque r est positif, ne cesse pas d'avoir lieu si r devient 
négatif, le changement de signe indiqué par l’un des facteurs com¬ 
muns ~-i survenant également aux deux membres; 

4 ° J 2 nfin que, dans le cas où ^ ne dépendrait pas de 5, ce qui ré¬ 
duirait les deux fonctions arbitraires F,/à contenir seulement leurs 
deux premières variables, on pourrait, à raison de la parité des élé¬ 
ments quand p changerait de signe, ii'cfl’ecluer les intégrations par 


rapport à p que de xéru a mois doubler ensuite le résultat en ré¬ 
duisant a au le dénominateur 4Et quoique alors les masses fictives 
de densités F, / s’étendissent à l'infini dans le sens des z, les expres¬ 
sions (37), ( 38 ) de <p n'en seraient pas moins déterminées et n’en vé¬ 
rifieraient pas moins l'équation ( 30 ) ou ( 34 ), avec les conditions ( 35 ) ; 
car les niasses potentialités n’ont besoin (p. 1 q8 4 ) que d’avoir une 
densité partout finie, non d’être elles-mêmes limitées, pour admettre 
un potentiel sphérique bien fini et déterminé. 
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400*. — Résultats immédiats de cette intégration : propagation du mou¬ 
vement sains dissémination le long des trajets suivis ; ce gui entraine la 
conservation, à toute distance, des oaraotéres de l'état initial et rend 
possible la précision ainsi que l'infinie variété des sensations auditives 
et visuelles. 


U serait etranger au but de ce Cours de développer ou même d’in- 
«liguer les lois physiques résultant soit de l'intégrale ( 3 ;) ou ( 38 ), 
soit des solutions obtenues pour les autres problèmes abordés ici. 
Touleiots, je crois devoir signait 1 !’ uue conséquence immédiate de Ja 
forme même de ( 3 *), à cause du haut intérêt qu'elle présente pour la 
Philosophie naturelle et du complément qu’elle apporte aux considé¬ 
rations du n w 388 (p. io/|). La valeur ou lu dérivée en /*, qui figurent 
dans ( 3 ~), des potentiels sphériques «Iq et «K dépendent uniquement, 
pour chaque point (u\ r, z) et à l’époque /, de ce que sont, à la dis¬ 
tance /* = ai tout autour, les densités fictives /, F et la dérivée de F 
suivant les rayons /•, c'est-à-dire de ce qu’a été l’état initial dans une 
couche sphérique infiniment mince située à la distance r~at de 
1 endroit considéré (»r, y y 5), Donc /' influence des modifications pri¬ 
mitivement réalisées en an point quelconque ne se fait sentir en 
tout antre point qu'au bout d*un temps cigal au quotient de (eur 
distance pur la longueur a, et durant un instant infiniment 
petit • Lu d uulres termes, l'équation aux dérivées partielles (3q ) 
exprime un mode de propagation du mouvement 0(1, dans l’espace à 
trois dimensions, la célérité (vitesse de la communication des ébran¬ 
lements) u la même valeur constante a que dans un espace linéaire, 
c esl-à-tlire dans une propagation suivant un seul sens, et où, de plus, 
la transmission aux diverses distances se fait sans dissémination (ni 
eu avant ni en arrière) ta long des trajets suivis. 

Par suite, plusieurs ébranlements successifs produits au même 
endroit se maintiendront distincts durant toute leur propagation, 
sépares qu’ils seront sans cesse, dans l'espace, par un intervalle con¬ 
stant. Us se comporteront, sous ce rapport, tout autrement qu’ils ne 
feraient dans le cas d équations d'état variable non homogènes quant 
ù l'ordre des dérivées, comme nous en étudierons bientôt et comme 
est, par exemple, celle qui régit les phénomèues de conductibilité ca¬ 
lorifique ; car lu transmission qu'impliquent ces équations non homo¬ 
gènes est inséparable d’une dissémination indéfinie en chemin, tant « 
i avant qu’a l’arriére des points où les modifications produites sont les 
plus sensibles. Ici, au contraire, les ondes émises, ne passant que suc¬ 
cessivement en un point quelconque, même éloigné, y présenteront 
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l'ordre et tes autres caractères qu’elles oliraient nu départ, El, si l’on 
joint û cette circonstance la localisation possible des mouvements 
[qui résulte encore de ( 3 ;), quoique plus difficile à apercevoir] sui¬ 
vant certaines directions à partir de chaque centre d'ébranlement, 
ainsi que lu séparation, opérée dans certains de nos orgune*, des 
vibrations de périodes différentes leur arrivant a la fois, on s’explique 
comment les particularités diverses, les inégalités de toute nature, 
imprimées par chaque corps à l'agitation incessante qui en émane, et 
dont plusieurs sont aptes <\ être perçues ou analysées en nous, sub¬ 
sistent jusqu’à de grandes distances dans les milieux homogène* 
Uuides et même solides que cette agitation atteint, L’ou conçoit donc 
que tant de circonstances délicates ne s’atténuent, longtemps, presque 
pas plus vite qu’elle ne le fait elle-même à raison de sa dissémination 
latérale sur des surfaces d’étendue croissante, quoique néanmoins de 
petits frottements intérieurs ou défauts inévitables d’élasticité, uinsi 
qu’une hétérogénéité même légère, ou d’autres particularités qui ne 
sont pas davantage représentées dans l’équation (3'j), doivent les 
effacer bien avant l’extinction complète du mouvement. 

Voilà sans doute pourquoi les seules sensations qui nous procurent 
des connaissances nettes et variées sur le monde extérieur, les seules 
mêmes qui nous fournissent un nombre de signes assez, grand pour 
exprimer et fixer nos idées de toute nuture, sont celles qui dépendent 
de la vue ou de l’ouïe, c’est-à-dire des deux sens pur lesquels nous 
percevons des phénomènes régis par 1 équation ( 3 'j) ou par d’autres 
analogues. Comme il se conserve } dans ces phénomènes, certains carac¬ 
tères propres aux corps qui les font naître, nous pouvons, dans la 
manière dont iis nous afièclenl,étahljrentreeuxde nombreuses distinc¬ 
tions (bien que leurs détails intimes nous échappent) et les différencier 
infiniment plus que ceux que perçoivent nos autres sens, comme sont, 
par exemple, les muuvemcuU calorifiques transmis à ht surface de notre 
corps. Ceux-ci se disséminent, au contraire, dans tous les sens, cl .se 
fondent ensemble. On s’explique donc qu’ils nous apportent des im¬ 
pressions toujours confuses et indistinctes, quoique souvent beaucoup 
plus fortes que les précédentes. 

Aussi avons-nous dit déjà (p. aoj) que les propriétés de propor¬ 
tionnalité et de simple superposition, constituant le principe de 
D, Bernoulli et dues à la forme linéaire des équations différentielles, 
ne suffisaient pas pour nous rendre possible le discernement des phé¬ 
nomènes. Mais elles y sont indispensables, puisque la relation ( 3 .j ) 
est linéaire, en même temps qu’homogène dans tous scs termes quant 
à l’ordre des dérivées qui y figurent. Kt Ion peut remarquer, à cet 
U. * - U. Partie complémentaire. jq 
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«|uu les sensations de son ou de lumière, si elles devenaient 
trop intenses, perdraient de leur netteté, de leur valeur expressive 
ou représentative » car la forme linéaire des équations, que nous 
savons due (p, v«o4) a une petitesse assez grande des variations d'étal 
physique, pourrait n’y être plus suffisamment approchée ( l ). 

Justement, les écarts du second ordre que présentent, d’avec la 


(‘) fit marques sur (a même intégration et sur ses résultats, pour tes vas 
où il y a moins de trois coordonnées. 

I! «'est peut-être pas inutile d'observer que, même avec l'équation (3$), mais 
dans un espace a deux' dimensions x t y (tel qu'une pluque mince vibrant dans 
son propre plan) ou encore lorsque, F,/,? ne dépendant pas de .3, le mouvement 
se répand seulement dans les sens parallèles au plan des xy, sa propagation est 
uccompugnée d’une certaine dissémination en arrière, c'est-Mire le long des che¬ 
mins déjà parcourus. 

Kn ctVct, les deux musses (ïetives de densités p : V{x y y) et p, - f(x y y) sont 
alors disposées pur filets de longueur indéfinie parallèles aux z\ et l’un d'eux 
quelconque, de coordonnées x : Ç, y ~ sc trouve coupé par toutes les sphères 
décrites, autour d’un centre donné avec des rayons r supérieurs à la dis¬ 

tance D rr v U — **)*-- » t, de ce point {x,y, 5) uq filet (%, r t ) dont il s'agit, 
bien que tu section soit incomparablement plus grande, pour celles d'entre ces 
sphères qui intersectcnt le filet presque tangent tellement, ou dont les rayons r 
dépassent à peine la distance Ü, que pour toutes les autres. Ainsi, les potentiels 
sphériques correspondants, proportionnels au quotient purr de cette section, ci 
nuis tunt que le rayon r n'atteint pas lu valeur D, croissent très vile dès qu’il la 
dépasse, pour décroître bientôt, très rapidement d’abord et de presque toute sa 
valeur ma xi mu, mais sans jamais s'annuler complètement, quand r continue à 
grandir. Or, comme ici r reçoit la vuleur ut, on voit que la propagation du mou¬ 
vement dans te /dan des xy, à partir du centre (|,t ( ) d'ébranlement, s’ellcctue, 
vers tous les autres points (a?,,r) du plan, avec la vitesse a et, par conséquent,* 
sans dissémination en avant du front de fonde, mais avec une faible dissé¬ 
mination en arrière, Le passage de Tonde laisse donc après lui un léger reste 
d’agitation très lent à s'éteindre. 

Si les fonctions F, / et, par suite, 9 ne dépendaient pas des coordonnées^, 5, 
ou que, l'équation ( 3 /j) se réduisant à celle des cordes vibrantes, lu propagation 
se fit seulement dans le sens des æ, les sphères d’un rayon croissant r — at dé¬ 
crites autourd’un point quelconque {x t y t z ), dès quelles couperaient une couche 
indéfinie, comprise entre deux plans voisins & x - normaux aux x, 

des masses fictives, dedensités p : F(Ç) et p, : /(Ç), y donneraient pour section 
une zone Hrdi, et les parties correspondantes des potentiels sphériques q», 
seraient aïîF($)d$, u*/($)d«, quantités où ne figurent ni la variable r ou /* 
ni les coordonnées x, y, z . Donc le mouvement provenant de la tranche consi¬ 
dérée, et qui dépend des dérivées partielles de 9, serait déjà éteint en lx,y,z) 
aussitôt après y être arrivé, ou, autrement dit, l’onde, encore de célérité a f ênm 
par une tranche, n'aurait, comme dans le eus d’une propagation suivant les troij 
dimensions, qu'une épaisseur infiniment petite, Fur conséquent, (a transmission 
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forme linéaire ( 34 ), les rigoureuses équations des petits mouvements 
d’un milieu supposé même parfaitement élastique doivent sans doute 
être comptés parmi les circonstances propres, comme les défauts 
d'élasticité et d'homogénéité, a produire, bien avant l'extinction com¬ 
plète des ondes, celte dissémination et neutralisation de leurs inéga¬ 
lités à courtes périodes indiquée tout a l’heure, mais que nous avait 
déjà fait signaler antérieurement (p, 396*) son analogie, dans les 
oscillations des liquides, avec le mode de régularisation des phé¬ 
nomènes de refroidissement. 


dans un seul sens se Jait sans dissémination, ainsi qu'on Pavait déduit (p. 303 *) 
de l'intégrale finie de (TAlembcrt convenant alors à l'équation ( 30 ). 

Cette intégrale finie elle-même résulte, si l’on veut, de lu formule (3^) 

✓t-rn-r 

Il suffit d'observer que *1» et «l», y sont évidemment a« / l ' ( ; ) d\ et 

J 

pX W 

ÀT ' ( f(Vd\. Ku substituant ces valeurs dans le second membre de ( 3 ?), 
«Ai - —#» 

puis difl’érentlunt par rapport à/*lu première intégrale définie et remplaçant par* 
tout r par at, il vient 

f -- ^ [F(*-,-«/)ï-~ ~ f /(? )d\, 

résultat que l'on reconnaît aisément (sauf la différence des notations) rentrer 
dans celui, (<#8), de la page 303 *. 



SUITE DES PROCÉDÉS D'INTÉGRATION POUR LES PROBLÈMES DR PHY¬ 
SIQUE MATHÉMATIQUE R KL ATI ES AUX COUPS D’ÉTENDUE INFINIE : 
EQUATIONS OU FIGURENT DES DÉRIVÉES D’ORDRES DIFFÉRENTS, ET 
QUI S’INTÉGRENT PAR LES INTÉGRALES DÉFINIES DE LA XXXUP 
LEÇON. 


rn*. - Épations aux dérivées partielles, qui deviennent homogènes, 
relativement à l’ordre des dérivées, lorsque chaque couple de diffé¬ 
rentiations effectuées par rapport à certaines variables y est comptée 
pour une seule différentiation. 


Les équations indéfinie» des phénomènes les plus simples concei 
nant l’état variable des corps ne sont pas toujours homogènes quant 
à l'ordre des dérivées partielles des fonctions inconnues. Pour quel¬ 
ques-uns de ces phénomènes, les dérivées prises pur rapport au temps 
se trouvent deux fols moins élevées que celles qui sont relatives aux 
coordonnées. Par exemple, des équations de la forme 

/<j \ t <b . i d l * 

( 5,) di - °* Jt -fii + A « A »? " o, 


avec ci 3 constant, régissent, la première, comme nous le savons déjà 
(p. 3 t) 8 *), la températures d'un solide athennane et homogène, la 
seconde, le petit déplacement transversal % d’une lige élastique droite 
et d’une plaque élastique plane, déplacement fonction d’une abscisse 
x dans le premier cas, de deux coordonnées^ et y dans le second. 
Pour un autre phénomène, plus complexe, savoir celui des ondes 
produites à la surface d'une eau tranquille par l'émersion d’un solide 
ou par un coup de vent, loutes les circonstances du mouvement dé¬ 
pendent d’une fonction * qui satisfait aux deux équations 


( 4 «) 


J (t"ï d** 

Ji do = = o, 


oh A s o représente, en chaque point (,r, v y,$) de la masse fluide, un 
paramètre différentiel A* pris dans le plan horizontal des ay ou par 
rapport aux seules coordonnées y\ et l’on voit que la seconde de 
ces équations est bien homogène, mais, la première, deux fois plus 
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«levée par rapport au temps que par rapport aux coordonnées, con¬ 
trairement aux précédentes ( 3 y). 

11 nous reste donc à étudier, pour descasoti les dimensions suivant 
les æ, r, z soient infinies, ces équations ( 3 g) et ( f\o). Afin de les sim¬ 
plifier le plus possible, nous y prendrons a r~::i ou g i, grâce à un 
choix de l'unité soit de longueur, soit plutôt de temps, propre à 
donner t au lieu de «V, dans la première (39), au lieu de at , dans la 

deuxième ( 3 q), et au Heu de t\ g } dans la première (/jo). 


(02*. — De l'intégration de ces équations par les intégrales définies de 
la XXXlll* Leçon, quand ce sont les différentiations relatives aux co¬ 
ordonnées qui vont ainsi par couples; et, d'abord, formation de solu¬ 
tions particulières, contenant tout autant de fonctions arbitraires. 


leur 
constants, 


Occupons-nous d'abord des équations ( 3 y), en considérant 
type générait savoir, une équation linéaire et a coefficients consl 

<•'> A» 7/ --J + A, - à - l£=r ‘ -*• A * — (7<7l - ... ~ A„ A, ij A,... —0, 


dans tous les termes de laquelle l'inconnue ? ne soit affectée que des 

deux symboles-^-, A*, et le soit un même nombre total n de fois. 

Bref, la fonction o n'y est censée soumise qu'à deux opérations dif¬ 
férentielles, celles qui consistent à prendre ou Ja dérivée relative au 
temps, ou le paramètre A*, qui constitue (t. I, p. 73*) la dérivée par 
excellence relative à Vespace; et, de plus, l'équation est, dans tous 
ses termes, homogène, d'un môme degré //, relativement à ces deux 

d 

opérations ou à leurs symboles Aj, 


A défaut des potentiels, qui ne paraissent pas aptes u fournir pour 
ces équations des solutions particulières nfièctées d'une fonction ar¬ 
bitraire, recourons à l'autre type général d'intégrales étudié plus haut 

(p. i83‘ ), c’esl-à-dire au type ? — J /(“)'>' (ïïï)* 1 *’ o( ' p Jési 8 ne 


(p, 187*;le rapport, —~ » du nombre a à son excédent sur celui, m, 

qj> r* 

des coordonnées x, y t .... Coin me les fonctions/, | de — sont 

arbitraires, dans de larges limites, et peuvent ainsi contenir de telle 
manière qu'on voudra les variables indépendantes de «et/*, c’est-à-dire, 

ici, le temps /, introduisons ri: t dans l'une d’elles, à côté de -- ou de 
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* 1, 

\in dautres termes, posons (avec do légers changements dans les 
notations) 


U») 


( soU • “X / ( / ” Tj+fô)*' 

h»-/ 


</ 


Chaque opération effectuée sur ces expressions aura simplement 

pour effet de remplacer, sous le signe /, la fonction où t figure par 
sa dérivée» et chaque opération à a aura à la fois (p. 187*) cet effet, 

avec introduction du facteur ru 1 ^ vu que la dérivée de l ;Jr — ou de 

* ± 1>«** rapport a — ou a — est ± 1 J, et aussi celui de faire 

substituer à l’autre fonction sous le signe f sa dérivée. Donc les n 
opérations de l’une ou de l’autre espece indiquées dans chaque tonne 
de l’équation aux dérivées partielles proposée donneront, en trans¬ 
portant d’ailleurs sous le signe / le coefficient du terme, un résultat 
qui aura encore respectivement la forme (?\%) correspondante, mais 

avec la fonction ou u la place de 

f[*± ~ J ou de/(^± — J, et le produit, par un facteur con¬ 
stant, soit de l’autre fonction j 011 so * 1 de Tune de ses « 

premières dérivées, à la place de ~ t ou ~ J* 

Par suite, tout le premier membre de l'équation proposée (,'ji) de¬ 
viendra une intégrale définie, sous le signe / de laquelle le facteur 

commun/ îw -’fr± ou/M^/ib —jj» multipliera la somme 


(40 


Aiï±\i¥+ A s f r: Ajÿ'V J . i)«A„<},'«\ 


On vérifiera donc l’équation, sans que la fonction/ cesse d’ôtre arbi¬ 
traire (dans les limites où les intégrales définies seront déterminées)» 
en égalant à zéro cette somme ( | 3 ), c’est-à-dire en adoptant pour | l’une 
quelconque des n solutions simples qu’admettra l’équation différen¬ 
tielle linéaire du /d* we ordre, sans second membre et à coefficients 


/*" JP 

constants, ainsi posée entre cette fonction et sa variable — ou —« 
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$ 55 * 


Oii aura, par suites pour ( 4 1 )> même an sa bornant à un seul des 
deux signes :±: qui figurent dans la variable binôme de f t n solutions 
distinctes, de chacune des deux formes (4a), avec tout autant de fonc- 
lions/disponibles» c'esl-ti-dire arbitraires, sous la seule réserve de ne 
rendre indéterminée ou infinie aucune des intégrales introduites. 

Mais ce n'est pas tout; car d'autres solutions encore peuvent se for¬ 
mer presque aussi simplement. Hien n'oblige d’annuler à part tous 
les éléments de l'intégrale définie à laquelle l'expression (4a) choisie 
pour v réduit le premier membre de ( 40 * H suffit d'annuler cette inté¬ 
grale elle-même. 

Or, pour y parvenir, sinon avec une seule expression ( 4 a), du moins 
avec deuæ superposées, coudons d'abord l'intégrale dont il s’agit éva¬ 
luable sous forme finie et, dans ce but, prenons l’expression ( 43 ), qui 

y figure sous le signe / comme facteur de :lz ■■ ) ou de 

(/ ± “ J* non plus égule à zéro, mais seulement proportionnelle 

à la dérivée en a de a/ - ou de ; * » c'cst~à*lirc à ou à «■*~ 1 . H 

a « /' 

suffira évidemment d'égaler l'expression ( 43 ), qui ne dépend que de 

la variable --- ou — > à une fonction mouotne de celle-ci, ayant 
'j. «r 9. 

. „ i tn tn .* i, 

soit 1 exposant — 14-- r.i—i- î-i——> ou - *; > soit Iexposant 

- •*1 * - - i •+• ^ ou — 2 -b *—♦ Donc, d'une part, en appelant 


— i 


p a a 

K le coefficient arbitraire de ce monôme et 7, pour abréger, la va¬ 
riable de la fonction nous choisirons cette fonction de manière a 


t± - 


m 


rendre l'expression ( 43 ) égale à K 7 fJ , c’est-à-dire à K 7 *, si la 


* J4- 


m 


forme de y est la première ( 4 $)i et à K y * , si cette forme de tp est 
la seconde (4**); ce qui donnera, pour déterminer ^(7), l'une ou l’autre 
des deux équations différentielle* linéaires u second membre, 




«# 


» 

tn 


/ ... 

( soit K7 a 


D'autre part, le premier membre de l'équation proposée ( 4 il de- 


tn 


*g * ^,5 \ j 

viendra le produit d'un facteur monôme en r, savoir- K ) ou 
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K 

— a *--> 

p r t 

i (table 


sorti du signe /, 


par l'intégrale immédiatement éva- 


„„ £'*[(,-, i)] 


Ce premier membre ne s'annulant pas, nous ne pouvons choisir pour 
intégrale particulière de une seule expression (/ja). Mais for¬ 
mons successivement, avec la même fonction / et la même constante 
K, deux de ces expressions où la variable binôme de f ait sou second 

fit 

terme, ri — oui" pris, dans Tune, avec le signe -t- et, dans 

l'autre, avec le signe - ; puis faisons la somme des deux intégrales 
définies ainsi obtenues. 11 est clair que cette somme, substituée à? 
dans 1 équation (^i), réduira son premier membre, d'après (45), et 
abstraction faite du facteur commun placé hors du signe j\ â 


ou a 




Or, quelle que soit la valeur positive ou négative de p , ces deux ex¬ 
pressions, immédiatement intégrables, donnent le résultat nul 
hP /^‘ ^(O] « celle des deux limites où la variable bi¬ 

nôme de/'"- 1 * se réduit à t \ de sorte qu'il reste uniquement le terme 
relatif à l'autre limite (où cette variable est savoir, 

(cc) —f —oc)], Ainsi, ces expressions égaleront zéro, 
et Téquation (4* )se trouvera satisfaite, si l'on a /<*-*)( oc) —/<«-*>(-■xL 
c est-a-dire si l’on astreint la fonction à tendre vers une valeur 
finie commune, zéro par exemple, quand sa variable s'éloigne sans 
limite de zéro soit en grandissant, soit en décroissant* 


L'intégrale la plus générale des équations dill’éren belles (f\\) étant 
la somme d'une intégrale particulière quelconque et des n solutions 
simples, déjà considérées ci-dessus, de ces équations privées de se¬ 
conds membres ou obtenues en égalant à zéro la somme (43), ou 
pourra abstraire deles termes correspondant à ces solutions simples, 
car, pris à part dans (4**), «e feraient que donner les solutions de 
(40 deja connuesj et se réduira ainsi, finalement, a l'intégrale par¬ 
ticulière choisie de( 44 )• Nous supposerons, pour pltisde simplicité,que 



RT A CORWieUïNT» CONSTANT», ENFIN, IfOMOOKKKS KM HT 

ce soit l'intégrale» proportionnelle à K, dont, pour 7 — o, la valeur 
$(o)ot les n — i premières dérivées<j/*(o), ^'(o),..^<»-*>(o) seront 
toutes milles. 

En résumé, si aucune des solutions particulières de ( 4 0 > composées 
d'après ces indications, n'est rendue inacceptable par des valeurs in¬ 
finies ou indéterminées des intégrales en jeu, les deux types ( 4* ) nous 
donneront, vu les doubles signes du second terme de la variable de/, 
f\n solutions particulières formées chacune d'une seule intégrale défi¬ 
nie, et, eu outre, deux solutions, formées par la somme de deux inté¬ 
grales où figureront respectivement les deux signes 4- et — du second 
terme dont il s'agit. D'ailleurs, ces solutions particulières, diffère»- 
liées autant de fois qu'on le voudra par rapport aux coordonnées .t, 
y y .,,, pourront en fournir de nouvelles,si l’on y change chaque fois lu 
fonction arbitraire /;cnr,en difiérenliant par rapport ou àj',etc.» 

l'équation (40 sans second membre et ù coefficients constants, on 
voit que les dérivées partielles de <$ ne in vérifient pas moins que s. 
Quant aux dérivées en / de toutes ces solutions, elles constituent aussi 
des solutions de ( 40 » mais de la meme forme [d'après les expressions 
(40 des intégrales employées] que celles d'où l’on part, et, dès lors, 
ne présentant pas un intérêt spécial. 


463*. — Exemples : formation âe telles intégrales pour l'équation de 
la chaleur et pour celles du mouvement transversal des plaques ou des 
barres élastiques. 

Xousn'avonsèappliquercesprincipes qu'aux équations ( 3 g) [p, 43 s*], 
après y avoir pris, comme iJ a été indiqué, a — i. Et d'abord, dans le 
cas de l'équation de la chaleur, ainsi devenue 


c<Gi 



o, 


il est clair que l'expression ( 43 ), où il faut poser A 0 r:: i, A* ■ i — i et 
annuler A*, A 5 , ..., se réduit a </. Egalée à zéro, elle tienne 

- - ou — île la fonc- 
a */' a 

lion 6. ‘ - eOr celle-ci, en prenant Jes signes supérieurs, rendrait 

généralement infinies les expressions (/ju) de à cause du facteur et 
infini dans les éléments, voisins dû l'une ou de l'autre limite, où 
7 dépasse toute grandeur donnée. Bornons-nous donc aux signes infé¬ 
rieurs, qui donnent <j/r. c“Y; et nous aurons pour (40) les deux 


comme solution simple, si 7 désigne la variable 
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«É 1 

solutions 


IS) ?"jf/('-s) 


*1* 


dont les valeur» seront finies et déterminées, pourvu du moins que 
/(-— oc ) o. Dans le cas, ofi //i m, trune seule coordonnée et dans 
celui, où m ^3,delroiscoordonnéesd;,^, il suffira dV faire, soi t/> —r a, 
soit ptrc— 2 , Mais, s'il y a deux coordonnées a*, y, ou que#i~a,elque, 
par suite, p devienne infini, il faut, comme on a vu par les formules ( 19 ) 
du n° 349* (p, t&K 4 ), remplacer, dans la première (4/)> *** P ai> */* l )a, ‘ 

x -d$ et aussi, en changeant de fonction arbitraire,/(/ — ~ ) par 

~ ï* II vient 

\ *<* , ; 

U8) (pour m -s ai y - f f 

J -« 



Quant à la seconde (47 ), elle ne conduit au fond qu’a la même for¬ 
mule (4*0 quand, après y avoir effectué cette transformation de «p en 
c? et dey* en pf\ on en effectue une nouvelle, en remplaçant r*e“S par 
e'î et d$ par (/•;> «vcc une variable définitive d'intégration ainsi ap¬ 
pelée y» 

Il n y a pas lieu de former, pour ( 40 ), une solution composée de 
deuæ intégrales définies empruntées soit à la première forme (4» ), soit 
ù la deuxième, parce que les équations (44), qu’il faudrait nécessaire¬ 
ment prendre une fois avec les signes supérieurs, assigneraient a *V, 
pour y — oc, des valeurs de Tordre de eT, qui rendraient généralement 
infinie la solution dont il s'agit. 

Passons maintenant a la seconde équation (3g), réduite a 


(49) 


</*o 


Elle se déduit de (40 eu posant /i-r?., A^r-i, A, ~ ;o et A t =.~i; 
de sorte que l'expression (43) V est Annulée, elle donne 

•J/rrzsoit cos y, soit sin 7 , et les expressions ( 4 *) fournissent les huit 
formes d'intégrales particulières 


(■•o) 



ou sin—)*/*, 
« / 

ne \ 

ou sin— 1 du. 
a j 
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On y rein placera encore» dans le cas im ~ * » p pai‘ dons le cas 
w — 9 (U’ofi /f==±«c), ««• par***, <#* parjj</?,/pnr7>/, il viendra 
donc i 


(ji) (pourm — t) 


( Ÿïa jf / ( /:fe ?) (“*£ 


OU $ 11 ) 


r/a ; 


ou si n • J 


( 5 a) (pour/M — 2) < 


| Ÿ - y /( / ± ~ ) (cos ou siti) ( ~ e-> j f/p, 




| ? - 7 «-*) (7 0,1 s ‘» 7 }< r t ' 


L'avaut-dernière de ces intégrales définies, ou première ( 5 a;. de¬ 
vient (du moins dans le cas <|» = siny), en y changeant /• en c et ? en 
celle du 11 0 319 * (p* ni 1 ), que nous avons reconnu ne pas admettre 
la différentiation en /* ou c sous le signe /, mais la comporter quand 
on y pose e* -= c*<r* (ou e$ = r l e ^)\ ce qui la change, au fond, en la 
dernière ( 5 a), 11 faut doue se borner à celle-ci, comme on a pu le faire 
précédemment n (48). 

Formons enfin, pour le cas m ~ 1 et le premier type ( 4 a)» lu solu¬ 
tion particulière (destinée il être utilisée aux n 9 * 472 * et 474 -*) qui se 

compose de deux intégrales définies de ce type (4a), o il f(tïz ) 


figure successivement avec les deux signes 4-. — devant — > et où 

^(7) est définie par l'équation correspondante (44) jointe atix condi¬ 
tions ^(O) :*“0, <J/(o) = o. 

L'expression de ^(7) devant se trouver en raison directe de K, Ton 
peut,à un facteur constantprèsdans ÿ (facteur susceptible même dëtre 
incorporé à la fonction arbitraire /), attribuer à K la valeur numé¬ 
rique qui simplifiera ^(7) le plus possible. Prenons, en conséquence, 

et quel que soit le signe adopté dans la variable* de 


± ou plutôt de/^/± l’équation (44) à intégrer sera 


-h 


<h % ‘ “av/7 


c'est-à-dire, précisément, celle qui a été intégrée. 


sous les conditions voulues ^(0) = o, V(o) ^o, au n° 404 * (p. 267*). 
Ainsi la fonction *^(7) cherchée, commune ici aux deux expressions 
(4a) dont il faudra faire la somme pour avoir une solution particu- 
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Hère de (4$) dans le cas m j, aura la valeur en intégrale définie 
( 56 ) [môme p. ^67*}, le développement en série (66) [p. nfiy 4 ] et 
Impression asymptotique (57) [p. 5*67 4 ]. Puisqu’elle est déterminée» 
il viendra» pour satisfaire, dans Hypothèse m 1, à ( 4 yb c’est-à- 
dire à l’équation aux dérivées partielles 


<M> 



< 4 i*î 


o, 


la somme de deux intégrales f oti /•* se réduit à #*)♦ 

sous la condition du moins que/' (*) et/\—oc) soient une môme valeur 
limite, comme zéro par exemple* 


464*. - Usage de ces intégrales, pour les cas où la distance r à un centre 
fixe d'émanation a le rôle de variable principale. 


Les intégrales précédentes, empruntées aux types ( 4 s), sont spécia¬ 
lement appropriées aux phénomènes d’émanation indéfinie autour de 
l'origine des distances /*, c’est-à-dire aux cas où, <p ne dépendant que 
des deux variables r, l, et la variable r devant recevoir toutes les va¬ 
leurs positives, on se donne, pour adjoindre à l’équation indéfinie 
(4i), (4b) ou (4<j) de l’ordre '.in par rapport à r, et pour compléter 
ainsi Indétermination du problème : i°, n relations linéaires» coefficients 
constants, spéciales à la limite /* “~o, entre la fonction inconnue 
certaines de scs dérivées successives en r ou t et des fonctions arbi¬ 
traires de l; •*% /1 relations spéciales à l’autre limite /*:-:<», confon¬ 
dues dans l’unique condition d'évanouissement asymptotique, s rro. 
Ces An conditions accessoires sont censées d’ailleurs se rapporter aux 
valeurs tant négatives que positives de t depuis —g© jusqu’à -H 00, 
mais avec la supposition que le phénomène ail eu un commencement, 
c'est-à-dire que 0 s’annule, tout au moins asymptotiquement, pour 
t ~ ~ sc. 


On vérifiera cette dernière supposition en se bornant, dans toutes les 
intégrales définies que l'on emploiera, au signe inférieur —, au 
lieu du double signe r/ - : qui figure dans l’expression de la variable bi¬ 
nôme des fonctions arbitraires/, et, de plus, en annulant les premières 
valeurs/{— oc) de chacune de celles-ci ; ce qui, pour / ~ —* oc, réduira 

à zéro toutes les fonctions l» avec leurs déri¬ 


vées. 
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U no sera donc pas possible d’employer les solutions particulières dans 
Je genre de (54 ) ; mais il en subsistera un esses grand nombre d’autres, 
empruntées aux formes ( 47 b ( 4 ^)» ( 5 i), ( 5 *)> etc,, pour vérifier les n 
conditions relatives a r~o, conditions en quelque sorte initiales 
(bien que s’appliquant à toutes les époques /), car elles expriment les 
circonstances successives du phénomène, au point de départ, dans 
i*espace, de la propagation de chacune. 

Pour voir avec plus de netteté comment on satisfera à ces n condi¬ 
tions par la superposition de toutes tes solutions particulières dont il 
s’agit, examinons spécialement le cas, m : i,d’un milieu à une seule 
dimension, c'est-à-dire d’une barre, oii l’on aura 


/* # 




p a. 


Les intégrales à considérer y admettant l’une ou l'autre des deux 
formes 






dly 


leur dérivée eu t la gardera (sauf la substitution de /'à/) et leur dé¬ 
rivée en /* prendra celle-ci [p. 179*], 



c'est-à-dire, pour chaque intégrale, la forme qu’avait l’autre; ce qui 
implique, de proche en proche, la conservation des mêmes formes 
chez, toutes les dérivées partielles de (55 ) en /• ou eu t ♦ 

Or, vu alors la constance des coefficients de l’équation indéfinie (40 

[p. 453 *] après substitution de à A*, il suit de là, dîsons-le en pas¬ 
sant, que chacune des deux formes ( 55 ) de solution particulière donne 
naissance à l’autre par su différentiation en r, comme on le voit sur 
( 4 y) et» y faisant p rr a. En effet, les dérivées partielles d’une fonction 
<p qui satisfait à une équation linéaire sans second membre à coeffi¬ 
cients constants vérifient évidemment cette équation autant que le 
fait la fonction <p. On peut même observer que chacune des quatre 
formes (01), a double signe i:, d’intégrales du (49), couduit uux trois 
autres quand on la différentie trois fois successivement : circonstance 
explicable par co fait que l’équation en obtenue en annulant (43), 
est aussi bien vérifiée, elle aussi, par les dérivées de t]*, que pur 
<J> et, dans le cas de (49)> a chacune de ses deux solutions simples 



^Ga* 
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égale* avec ou sans changement de signe, a la dérivée <(/ de l’autre. 

Mais, pour revenir aux. deux formes ( 55 ) des intégrales particu¬ 
lières employées, et de toutes leurs dérivées partielles en r ou l 
(sauf Jes substitutions de y, ÿ', ... à ÿ et de /', /", .ixf), ob¬ 
servons que, « la limite /’ — o, elles deviennent respectivement 

’M 0 ) f /(<—-)** «t/(0 J ♦ («jcfa, c’est-à-dire simplement 

proportionnelles à f /(/ — et à/(/), ou à f J'(t— 

et à/'(O* • ■ • > dans la supposition, bien entendu, de valeurs détermi- 
nées, non infinies, pour ^(o) et f ou pour ^(o) et 



si ce sont les dérivées 


... qui y figurent au 


lieu de D’après cela, les relations du problème spéciales âr = o 
étant linéaires, à coefficients constants, et sans seconds membres, 
entre?, ses dérivées partielles et des fonctions cjuelconques données 
de t , leurs premiers membres, après qu’on y mira substitué à ? la 
somme des an solutions distinctes obtenues [/< de chacune des deux 
formes ( 55 )] affectées de tout autant de fonctions arbitraires J\ com¬ 
prendront, chacun, deux parties, savoir: i° l’une, délivrée du signe/ 
et contenant linéairement, avec coefficients constants, ces fonctions 
f(i) y ou certaines de leurs dérivées, ou encore les fonctions arbitraires 
données de t ; 2° l’autre, engagée tout entière sous le signe /d’inté¬ 
gration par rapport à «entre les deux limites «ru o, «= oc, et oCi figu¬ 
reront de même linéairement, partout affectées de la variable unique 

5C* 

l — ~, les fonctions / ou leurs dérivées de divers ordres. 


On satisfera évidemment à chaque relation en y annulant séparé¬ 
ment la partie finie et séparément, sous le signe J\ la fonction totale, 

a i 

qui y figurera, de la variable t — 7 dont la valeur quelconque, dès 

lors commune, pourra tout aussi bien s’appeler t. Or il est clair que 
cette sorte de dédoublement des n conditions spéciales à /‘m o don¬ 
nera, en tout, un système de 2/1 équations différentielles linéaires 
à coefficients constants entre les a/i fonctions inconnues f(l) t c’est-â- 
dire, précisément, le nombre d’équations différentielles nécessaire 
pour déterminer la forme de ces fonctions, tenues en outre de s’annu¬ 
ler initialement (à l'époque /ru: —00). Le problème sera donc tout à 
fait résoluble; car l’on reconnaîtra d’ailleurs directement, dans chaque 
question, que l’annulation asymptotique à toute époque, pour r ru00, 
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des intégrales particulières ( 55 ) et, par suite, de <p, sera assurée par 
la forme même de jointe à la circonstance /{— *>) o. 

Un exemple aussi simple que possible, relatif à réchauffement (Tune 
longue barre par une de ses extrémités, nous servira bientôt à éclaircir 
cette théorie (*). 

Observons ici qu’elle pourrait se généraliser dans les cas où, ne 
s’imposant plus aucune condition spéciale*à /*::», ni — *?, ou 
aurait ù en vérifier utt (ordre eu r de J'équation aux dérivées par¬ 
tielles) à la limite /*“0, et où une solution particulière 9 composée 
de deux intégrales (4a)» °u dans le genre de ( 54 ) [p. 4bo*], serait 
finie et bien déterminée ù la limite r- o> ainsi que ses un — ; pre¬ 
mières dérivées en /\ Toutes les dérivées de cette fonction ç> en /* ou / 
constitueraient évidemment, elles aussi, des solutions particulières de 
l’équation indéfinie, mais lésa/*— t premières en /ylont il s'agit, pour¬ 
raient, de plus, en être des solutions distinctes, c’est-à-dire déformas 
non réductibles ù de simples combinaisons linéaires (avec coefficients 
constants) des autres déjà obtenues ; ce qui n’a jamais lieu, soit pour 
les dérivées de y en /, composées d’intégrales de fun ou l’autre type 
(42) pareilles aux intégrales difTércnliées, soit même pour la a/P* 1 ™ 
dérivée de c- en /*, ni, par suite, pour les suivantes, car l’équation aux 
dérivées partielles du problème, résolue par rapport ù cette dérivée 
2 /j K m,u ‘ de y* l'exprime au moyen de termes simplement proportionnels 
soit à <î ou ù ses dérivées en r des an — 1 premiers ordres, soit ù leurs 
dérivées en 

Donc, alors, la solution particulière analogue a ( 54 ) pourrait, par 
elle-même et par ses 2/1 — 1 premières dérivées en /*, fournir, en y 
changeant la fonction J à chaque différentiation, »/i solutions dis¬ 
tinctes, composées, chacune, de deux intégrales empruntées alterna¬ 
tivement ù la première et à la seconde des deux formes ( 4 a), Et, de 
plus, ù la limite o, ces a n solutions particulières, avec leurs dé¬ 
rivées successives en r ou /, se réduiraient, abstraction faite de fac¬ 
teurs constants, a des termes deTun ou l'autre des trois types /(£), 

jT f(l~~ /(/-+* Or la superposition, u ces 211 


C) On en trouve d'autres exemples u» peu moins simples, sur le mouve¬ 
ment transversal de longues barres élastiques ébranlées continûment à une de 
leurs extrémités, et sur le phénomène de leur choc pur un corps massif, aux 
pp. 'jJj ù ^jG, /j8o ù 487 et .fa» à 5 ü‘j du Volume intitulé Applications des po¬ 
tentiel* à l'étude de l'équilibré et du mouvement des solides élastiques, avec 
des notes étendues sur divers points de Physique mathématique et d’Analyse. 
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solutions particulières, des 4 n solutions plus simples analogues aux 
huit ( 5 i), ou composées* chacune» d'une seule intégrale ( 4 ?)> forme* 
mit une expression de *f, pourvue en tout de Un fonctions arbitraires/, 
et se réduisant encore, pour r~ . o, â des ternies de ces trois types. 
Alors, si chacune des %n conditions proposées, spéciale à la limite 
/• -- o, consistait en une relation linéaire, ù coefficients constants, 
entre <p, certaines de ses dérivées et une fonction arbitraire donnée 
de ( } on pourrait, d'une part, y annuler la partie Unie ou dégagée du 

signe f y d'autre part, y égaler séparément ùiéro, sous ce signe f y la 

«.'o «/ 

• • * 

partie aileelée de la variable / — — et la partie affectée de la variable 

jî 

l . Chacune des *.i // conditions spéciales à r o se décomposant 
ainsi eu trois, dans la seconde et lu troisième desquelles rien n’em- 

• • 5 4 Ht ^ 

pécherait plus d’appeler t la variable commune t — — ou t - , l’on 

aurait, en tout, C/< équations soit finies, soit diilèrcutieües, eu L et 
les ( 5 /* fonctions arbitraires/^) introduites. On devrait donc pouvoir 
choisir celles-ci de manière û vérifier toutes les conditions proposées-, 
et ce serait, comme on voit, grâce ù l'extrême surabondance des 
formes trouvées de solutions possibles, cle même que, dans l'intégra¬ 
tion des systèmes d'équations différentielles linéaires ù coefficients 
constants, lu grande multiplicité des formes obtenues de leurs solu¬ 
tions simples y a rendu facile (p. ugG*) tu vérification des données 
d’état initial. 

Mais revenons aux problèmes plus usuels où la fonction 'f, nulle â 
toute époque pour r x après l’avoir été partout pour t .. — cc, 
doit vérifier, ù la limite o,/< conditions seulement, et passons 
aux cas de deux ou de trois coordonnées x et^', ou x, y et 3, c'est- 
à-dire aux questions concernant des plaques minces ou des corps 
massifs. Les intégrales à y employer seront dans le genre soit de (48 ) et 
de lu seconde des deux formules quadruples (03)réduite au signe — 1 nu 
lieu du double signe iz), soit des formules ( 4 ?) prises avec p .. — a. 

11 y arrivera fréquemment, comme, par exemple, si Ton doit se 
servir des formules ( 4 y)> ou s’il s’agit du problème des températures 
produites autour d’un ccutre, supposé unique, d’émanation calori¬ 
fique, choisi comme origine des distances r, que Ja fonction ç croîtra 
indéfiniment â l’approche de cette origine : d’où il suit que les condi¬ 
tions données, spéciales à r ~ o, ne devront pas alors contenir ÿ, 
sous peine de n’avoir aucun sens. L’on ne voit pas, en effet, quelle 
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raison permettrait d’y introduire, uu lieu de* tout seul, son produit, 
susceptible d’être fini et déterminé à la limite r o, par une fonction 
évanouissante de t\ vu qu' on ne commît a un tel produit aucune si¬ 
gnification physique» ni, par suite, aucun rôle justifiable. 

Mais il n’en est pas de même des expressions comme — r m 

dr 

d A* * 

t tW •••* °tt plutôt de leurs produits par %r. dans le cas, nr- a, 

d une plaque, et par 4 - dans le cas, m ~ 3 , d’un solide ; car, si Ton 
désigne par <j l'étendue, ait/* ou 4*/**, d’une figure (circulaire ou sphé¬ 
rique) décrite d’un mon constant quelconque /* autour de l'origine, 

les produits — i exprimeront, ù des facteurs constants 

prés, i’uu, lu quantité totale de chaleur répandue, par unité de temps, 
a travers la figure *, dans la partie du corps extérieure ù cette figure, 
elle second (quand il s’agit du mouvement transversal d'une plaque), 
l'impulsion totale sollicitant durant l'unité de temps, encore ù travers 
cette figure la même partie extérieure. Or, pour r infiniment petit, 
ces quantités seront ou des fonctions données de t, ou en relation plus 
ou moins directe avec de telles fonctions. Et il importe de remarquer 
qu’elles recevront, à la limite r ::zo } des expressions très simples, 
surtout quand ou adoptera pour ÿ des intégrales empruntées ù la pre¬ 
mière forme (/pi), connue, par exemple, (48) et la première (4?). 
Cela résulte en général de la première formule (17) et de la deuxième 
(iy)do la XXXIII*Leçon (pp. 187' et i88‘), oh figurent des intégrales 

définies qui, pour r r:. o, et après substitution de 

ù/(-“ÿ)> ou de f(t — à se réduisent, quand elles sont 

déterminées, au produit de f(l) par des facteurs constants. 

Une application simple, que nous ferons de la première expression 
(47) et de (48), au problème de réchauffement d’un corps à une, 
deux ou trois dimensions, par des quantités données de chaleur 
versées d’une manière continue eu un de ses points, nous suffira pour 
reconnaître comment s’emploieront les solutions dont il s’agît 
ici o. 


( 1 ) On petit voir, dans le Volume iuliluté Appt font hn des potentiels, etc. 
(pp. .jGfi ù .{#«, .^7 ù et fioa à 5 oj ), comment tu dernière formule ( 5 a), en y 

e ? 

réduisant même le second facteur sous te signe / ù sin — (ou excluant le cas du 

cosinus) pour que l'intégrale reste finie à lu limite /• ~ o, fournit la solution des 
I). — 11. i*%trtfc rompictticniuire . 3 o 
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405*. — Premier exemple : échaufferaent d'une barre, à travers sa base, 
par le rayonnement d'un milieu à température variable donnée. 

Comme exemple du eus d'un corps n’uvant qu’une dimension, éva¬ 
luons les températures v prises successivement, à partir d’une valeur 
initiale (pour trr: — oo) supposée nulle, par les diverses sections 
d’une barre homogène qui s’étend sur toute In longueur des abscisses 
iC ■ ou /* positives et qui, latéralement imperméable à la chaleur, 
reçoit, par sa base r :“.o, un flux de chaleur sans cesse proportionnel 
ù l’excès de la température variable donnée F(/) d’un milieu rayon¬ 
nant extérieur sur lu température intérieure o de cette base, Alors, 
en appelant k un certain coefficient constant, essentiellement positif, 
le mode d’échaulfecnent ainsi défini revient à écrire 

{JÜ • ( pour /* ■■ o) jf- -- /■ Iÿ - F(/iJ - - «. 

Telle est la condition, spéciale à r™o, qu'il faudra joindre aux 
équations, l’une, indéfinie, les autres, relatives a / *- et à /* - oo, 

auxquelles nous avons vu (p. 458 *) qu'on satisfait par les deux solu¬ 
tions particulières ( 5? ), prises ici avec p . : a. 

Superposons donc ces deux intégrales, en remplaçant d'ailleurs, 
dans la première, / par/', en vue de simplifications ultérieures, et, 
dans la seconde,/ par/,, pour maintenir distinctes les deux fonc- 

lions f\l —* — y /(/ — — J; puis, dans la solution générale obtenue, 

déterminons les deux fonctions/',/, de manière que la condition ( 56 ) 
se trouve identiquement vérifiée. Une différentiation immédiate don¬ 
nant 

î"-p('-iJK ïrf ' .PK' tK 5 * 


deux problèmes de l'ébranlement transversal conlitiu d'une plaque élastique, à 
partir d'un de scs points, et de son choc normal par un corps massif. 

Les Comptes rend >« de i'Académie des Sciences, des f» et t3 avril iHHj ( t. C, 
pp. jiVi et ut'i). contiennent également deux Notes nfi j’ai traité parles intégrales 
dont il s’agit ici le problème, sur la résistance des fluides au mouvement soit d'une 
sphère, soit d'un cylindre, indiqué plus haut pour le cas de la sphère (p.Sfa*). 
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U résulte de culte formule* (>8) et du (S*)» vu [p. 180 4 ] ta valeur ^ -j 
/•* ^ 

<le l'expression / e * </*> 

il 


j y « i [joui 


)î" \'\r«-JCf,(<-*)*■ 


en sorte que la relation ( 56 ) devient 



-/■/,( M|- /• F(M 

?.)*«■('■ ï)}'*"- 


Celle-ci sera donc satisfaite identiquement un posant : i° d’une part, 





O, 


c'est-à-dire f{(ij - 0 011 unfin* fou détermine /(*) de 

manière que/i - oc; o, 

M»o) /i‘0 ■■■ --*/(/); 

d'autre part, 

ou bien, par la substitution à fi(t) de sa valeur (60), suivie de ré¬ 
ductions évidentes, 


(Oi t 




Le calcul des deux fonctions arbitraires /, / t se ramène donc à 
intégrer l'équation différentielle linéaire et du premier ordre ((il), 
oit la fonction inconnue est /( t )* D'après la formule (ve 1) de la 


XXXVI* I ,eçon (p, 187), U viendra, en cilèctuanl les intégrations, 
pour fixer les idées, ù partir de la valeur et appelant c une con¬ 
stante arbitraire que la condition f\ ~ce)“-=o ne détermine pas, 
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Cl f 

niais que nous verrons s'éliminer de la solution définitive, 


t*D) 


| An '■ <?* ,f || - * jf F(-,, -rj 

| «*■ 4 ~ k f Fit eh cc^**, 

\ “ *\j 


Donc, abstraction faite des termes en c, les valeurs (Ca), (Go) de f\t) 
et de/,(O détermineront ou rendront parfaitement calculable 1 ex¬ 
pression ( 07 ) de ç. Or il est aisé de reconnaître que les termes eu c se 
détruisent dans ( 07 ), et que, par suite, l'on peut poser simplement 
c o. Ku effet, ces termes se réduisent, pour f(t) et pour /,(/), à 
ce* 1 ', — c ke k "> et, pour/'(O» à c4*c A \ La partie correspondante du 
second membre de ( 57 ) est ainsi 


, 1 O t'y 

I 


cke*'* 


r* ( kX * % ***** \ r * /**#■• a», 

/ r V * ÏO %*)/;<{*-. f e -Vïv + ï) ch . 

. * * */y J 


et Ton voit que, dans l'expression entre crochets, la première inté¬ 
grale détruit bien la seconde quand on y adopte 4 a pour variable 
d’intégration *> ce qui revient ti remplacer 4 a par a et 4 c/a par c/a. 


400*. — Cas particulier de réchauffement par contact. 


Deux cas spécialement intéressants sont : i° celui où, dans (50). 
4 devient infiniment petit et 4ÿ négligeable, mais F(/) assez grand 
pour que 4 F(*) égale une fonction finie sensible de /, et où, par con¬ 
séquent, c'est le llux de chuleur introduit dans la barre, exprimé 

proportionnellement par — que l’on se donne à chaque instant ; 


l’autre cas extrême, dit c/c l’vcliauJfenictU par contact, 0 ( 1 ,4 étant, 
nu contraire, infiniment grand, mais, le llux de chaleur, encore fini, 
l’équation (50) revient ù poser ÿ F(f) et â prendre comme tempé¬ 
rature même de l'extrémité æ o de la barre celle du milieu rayon¬ 
nant. 

Comme nous considérerons au numéro suivant le premier cas (géné- 
ridisé même, quant au nombre de dimensions du corps), bornons- 
nous ici à une étude directe du second, savoir, celui de réchaufleincul 
delà barre par contact, où, pour r::o f Ton se donne ÿ-r.F(0- 
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Cette condition, écrite y — F(/) - ■ o, n’est autre, d'après I» seconde 
relation ( 5 g), que 

et son dédoublement conduit à poser 

L'expression (07) devient donc 


< (i i i 


/I f* / #•* \ 


Si, par exemple, la température donnée F(J)> nulle pour l 
s'éloigne de plus en plus de zéro entre les deux époques très rappro¬ 
chées / - : o, / «, et devient une constante c dès que t a dépassé la 

petite valeur positive î, celte expression (G/J) de nulle elle-même 
pour ( négatif et négligeable pour /<s, se composera principale¬ 
ment, dès que t aura atteint une valeur positive notable, d’éléments 


a -- 


oii Ton aura F (i - ---= ) - ■ c* Leur champ s’étendra de — __ 

\ »»V t — sj 

/* , 

ou, sensiblement, de a = —■- à a ^ oc ; car t — 2 y croîtra de t à L 

\ht À% 

U viendra donc 

/ 5 F _?! 

t»j^ f pour / négatif) 9 = o, (pour / positif) 9 — ci / - I e * r/*, 

t “ *■' r 

L’intégrale définie s’y calculera par les procédés indiqués au ii° 338 4 
(p. i 58 *). Sa valeur, évidemment positive et d'autant moindre que 

la limite inférieure y est plus élevée, n’&tteint pas J e * dt — 

sauf lorsque la limite inférieure s’y annule. Ainsi, en appelant 

0( -rzr ) une fraction décroissante de 1 à zéro quand grandit de 
\v'W 

zéro à l’infini, l’expression ( 65 ) de s, pour £ positif, sera 

On voit que chaque température ^ r^const. comprise entre zéro et 
t* se propagera, suivant les ,rou /'positifs, d’autant plus vile qu’elle 
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dilïérera moins de w*ro, mais d'un mouvement, avant pour équation . 

• — -roonst., sans cesse relardé et où l'espace total parcouru r ne 
v 5I/ 

croîtra que comme la racine carrée du temps écoulé L 11 y aura donc, 
le long de la barre, une dissémination indéfinie de toutes les tempé¬ 
ratures intermédiaires entre zéro et e, quelque rapide qu'ait pu être 
leur succession à l'origine /■.. ; o. 

Ou donne û l'intégrale ( 04 ) une autre forme, plus avantageuse 
quand la fonction F {/ ) est nulle hors d’un intervalle restreint, en pre¬ 
nant pour variable d'intégration la fonction de a qui constitue, sous le 

signe /, la variable même dont F dépend, savoir • Posons 

V* 31 

ainsi 


t - 


i* 

àï« 


d’où 


/• 


r (h 


, ...... a -■ — _ - et i/a -.- — 

\‘dt T) ‘Â\( - • t ) v ,J ( f — ** ) 


11 viendra, en observant que *; croît de — x à t quand a grandit de 
zéro à i'iiilini, 


(bd) 


r r' l’171 ih 

‘iy 


Si, par exemple, la température donnée 1 : (/ ) ue diffère de zéro que 
durant l'instant dr compris entre <leux époques consécutives dont nous 
choisirons la première pour origine des temps, l’intégrale (GG), sans 
élément pour /< o et réduite ù un seul élément pour /> o, sera, 
en posant pour abréger F(o)rfr ?-<///, 

dti /• /■**] 

i G; i ( pour / ■ ci » o r--1», < pour / * ■ u j o == — — • e w I, 

‘ 'v* .n'/ J 

Telle est évidemment, aussi simplifiée que possible, la forme des 
éléments dont se compose l'expression plus générale (GG), ou, par 
suite, (64), de 9, 

On remarquera que, si l'on y pose . r- p, l'expression de 9 pour 

x 1 

/ > 0 devient 9 Kl le ne s'annule que pour p o et pour 

/ V “ 

p w, c'est-à-dire seulement aux deux extrémités r o cl r i r, de 
la barre. Dans l'intervalle, sa dérivée en i\ proportionnelle, pour une 
époque donnée /, {4 la dérivée en } du facteur pe*~? 4 , savoir, « 

e ?’ le — 2p 2 ) t s'annule et change de signe au point oi» p -- - l ~ } c'est- 

v* 
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à-dire où r ^-\ «f. Donc, en ce point, la température y atteint sa va¬ 
leur tnaxiimt, égale, diaprés (O7), à* i» et, par conséquent, sans 

y tune * 

cesse décru issu nie comme l'inverse du temps l . 

Ainsi, l'effet, sur la barre, du contact momentané, à sa buse æ =::o, 
d'un corps dont lu température différait de la température générale a 
été de produire une sorte d'onde calorifique, qui se propage en s'affai¬ 
blissant, et dont Je sommet parcourt des espuces totaux /• exprimés 

pur \ ttiou proportionnels à la racine carrée du temps l écoulé depuis 
riustaut du coutact, 

Celte sorte de propagation, avec ralentissement continu e\dissémi¬ 
nation indéfinie tant en avant qu'en arrière du point où le change¬ 
ment survenu atteint sou maximum, est analogue à celle que nous 
avons reconnue tout à l'heure, dans je transport de chaque valeur de 
f f le long d’une barre maintenue en contact, par son extrémité, avec 
un milieu plus chaud ou plus froid qu’elle. On voit combien l’une et 
l'autre diffèrent de la propagation, uniforme et sans dissémination 
antérieure ni même postérieure, impliquée pur l’équation du son dans 
les cas de une ou de trois coordonnées. Cette remarque s’appliquera, 
ci-après, ù tous les phéuomènes régis par les équations (39), (f\o), 
( il) [pp. 4 o 2* et 453 *], non homogènes quant à l'ordre des dérivées 
qui v figurent. 


407*. Deuxième exemple : échauffement d’un corps indéfini, à une, 
deux ou trois dimensions, par l’introduotion oontinue, en un de ses 
points, de quantités données de ohaleur ( 1 ). 

Passons au premier cas spécial qu’il nous reste à traiter (p. 4 ü 8 *), 
celui 0(1 la barre, occupant tout l’axe des .r positifs, reçoit par son ex¬ 
trémité ./■ ■ : o un llux do chaleur connu à chaque instant ; mais, pour 
plus de symétrie, et eu vue d’étendre la question aux corps u deux ou 
trois dimensions chauffés en un point intérieur, ajoutons une seconde 
barre pareille, disposée le long des æ négatifs et pourvue sans cesse, 
encore û travers sa base «r o, des memes quantités de chaleur que la 
première. 

Imaginons, en d’autres termes, une barre indéfinie suivant les deux 
sens, et supposons qu’une source calorifique, surgissant eu son point 
choisi comme origine des distances r, y verse par unité de temps un 


( l 1 Cette question me parait avoir été résolue, eu premier lieu, par liuiiumcl 
(Journal de / ’AVo/i* Polytechnique, XXXII' Cahier; iN^8). 
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débitf b(/), double du flux introduit à chaque instant dans la précé* 
dente considérée d’abord, afin que ce débit F(/)» sc partageant, par 
raison de symétrie, en deux flux égaux, un pour chacune dos deux 
barres ainsi accolées, y fasse naître aux diverses distances r les tem¬ 
pératures ? que l’on observerait dans une seule si l'autre n’existait pas. 

Sous cette forme, la question s'étend d’eUe-mêmeaux casde deux ou 
de trois coordonnées jet alors, à un point de vue général, elle consiste à 
chercher quelles températures successives 7, supposées milles partout 
primitivement (pour t r-r— cc), se produisent dans un milieu i\ m di¬ 
mensions {m étant 1, a 011 3 ), aux diverses distances r d’une source 
de chaleur située à l'origine et dont on donne à chaque instant le débit 
F(0 par unité de temps. 

Appelons 7 l’étendue de la figure de rayon r quelconque décrite 
dans le milieu autour de la source comme centre, étendue mesurée 
par 2, dans le cas tn —: 1 où elle comprend les deux sections normales 
iV r.”.:/*, de grandeur constante ,* par airr, dans le cas m *"*.2 d’une 
plaque, enfin par 4 “/** dans celui, m - : 3 , d’un solide : et le flux 
total qui traversera celte ligure durant l'unité de temps pourra être 

censé avoir l’expression — Donc, si l’on y fait tendre /* vers 

zéro, afin de rendre le flux en question identique au débit F(4) de la 
source absorbé à chaque instant autour de l’origine, il viendra, comme 
condition caractéristique du problème, 


108 1 


pour 


o » 


dr 


\ c I* 


Telle est la relation qui complétera la détermination de <s en s’ad¬ 
joignant aux équations, indéfinie ou autres, auxquelles nous avons 
trouvé, dans le cas m =n, l’intégrale (48) [p. 458 *], et, dans les autres 
cas, les deux intégrales (/,;) [p. .', 58 *], prises avec p~ a quand /«—, 
et avec — quand m -= 8. 

D ailleurs, si l’on se borne à ( 48 ) et à la première ( 4 ~), la première 
formule(i 7 )de la p. 187* et la seconde (19) de la p. 188*, où l’on rem- 

P"/(<-i;). V (?) l>» 

e * » ^ (aj P ar e ^ cl ^ par donneront, à la limite rr-. o : 
i° pour le cas m r-1, 
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a 0 pour le cas m ~: a, 


^ r* -S ( -S\* 

/•*“* -/-—,/(()( c * <fo ~ */{ ( ) \ —e * ) — *a/( f j; 


3 ° enfin, pour le cas /« r: 3 , en posant, dans Je résultat, r 3 a * 
c/a : ■: puis intégrant par parties et observant <jue le terme in- 

* *jî. 

tégré (- - [4e *) s’annule aux deux limites 3<>, 3 x, 


) f e ~ ï%, ' h - zA, \C‘ ht ( e ' ?) 

I /*» |ï* ‘Z 

f -/'</) / »“ t/? =-= | “/(O. 

« U I 

Multiplions ces trois valeurs de — r #w '" t » respectivement, par 2, 

ait, 4*:, afin quelles deviennent celles de — t ^ <» et égnlons-les alors, 

d'après ( 08 ), à F(/) t 11 en résultera aisément les expressions de la 
fonction arbitraire/, savoir 

* Fit } . 

I /(/;« - -r ($IM- 1), 

\ v*~ 

» - Fit 1 

< (ii j * fit) ri - t SI //? A). 

I :* 

[/</)=• 1 sim — 3 ); 

v.îî V *“ 

et la première intégrale (47) ou l'intégrale (4#) fourniront enfin les 
solutions cherchées : 


1 /•* / a* \ - -■* 

j 0 rr* — f ~=rr j F y —-- J c ï3t * cl% (pour 


m 1 ;, 


1 ro » ' ç 


ç — j*- jf F ^ c * 4 ” ? r /3 fpnur //? a), 

1 /** / j ' Îlî® 1 

? =— vil - ■ - ) c th ipour/«:. ï). 

U TT V ♦ O X *** ' 


On les ramène tt mie forme commune, en y changeant la variable 
d’intégration * ou p de manière que, sous le signe /, le facteur F de¬ 
vienne pareil dans toutes les trois. Donnons, par exemple, à ce fac¬ 
teur, la forme qu’il a clans (64)» en introduisant une nouvelle variable 
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• j 1 

d'intégration 7 toile, que a -- *01 s'agit de la première (70 b que 

/’ * < f- y 

? * l°» s’agit de la deuxieme, et que a ...- X s'il 

s’agit de lu troisième, dette quantité 7 aura à prendre, dans les trois 
cas, toutes les valeurs positives, ce qui donnera pour les deux limites, 
o, x; elles formules(70),multipliéesj>ardeviendront aisément 


r r 11 


/ i .Ht /** /*î \ ~ÎÎ 

»/•'"- >5i ) / *" 
\V ’/.TT / « u • ■ 




Appliquons cette formule comme nous avons fait au numéro précé¬ 
dent pour (G.| ), et nous obtiendrons des résultats analogues. 

Si, par exemple, le débit F(0 de la source de chaleur, après avoir 
été nul de l — x à / o, change rapidement, entre t :■ : o et t ~~ 
depuis zéro jusqu'à une valeur constante c, et reste ensuite invariable, 
le second membre de 17 c) m* contiendra, pour t < o, que des éléments 
nuis, et, à fort peu prés, pour (égal à un assez grand nombre de fois s, 

que des éléments où F(/ — ■ — j aura la valeur c, •* y variant de 

A 7 / 


_ — — à y 7 ou, sensiblement, de — à x. 11 viendra donc 

V / I t —î) \ *kt 

1 \ m /* w '* ■ 

( ) (pour /■ o j J I c / e * y *- 4 «A;. 

\ vît:/ •/#. 




Ainsi, le produit ou le quotient qui se réduit à ^ dans le cas 


/* 


d'une plaque, sera uniquement fonction du rapport eu sens iii- 

verse duquel il variera (pour la grandeur absolue, c'est-à-dire abs¬ 
traction faite du signe de r); et chacune de ses valeurs s’observera 
successivement u des distances /* de lu source croissantes comme la 
racine carrée du temps t écoulé depuis l'existence de celle-ci. Os lois 
de propagation et de dissémination sont bien pareilles à celles qu'im¬ 
pliquait, pour une barru chauffée par contact, lu formule ( 65 ; 
[p. -169*]; mais elles concernent ici la fonction vr m ~ % et non o. 

Prenons maintenant comme variable d'intégration, dans (71), l'ex¬ 
pression même/ — ~~ dont dépend sous le» signe f la fonction P, 

ou posons J - t, ainsi que nous avons fait (p, 170*) dans (6/jj. 
Nous trouverons, pareillement à ( 60 ), après quelques réductions im- 
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médiates, 


<-î> 


/ » V" Ç' ~;Cx Pi"'***- 

* " U«) /.* ÿr-,r 


Cette expression se compose évidemment de toutes celles qu'elle 
donnerait pour ? si le débit Ff/), nul en dehors de l'instant (h com¬ 
pris entre deux époques consécutives 7, *: - ih y avait, durant cet ins 

tant unique quelconque, sa valeur ell'eetive F(•:), Choisissons, pour 
simplifier, la première des deux époques considérée* *t~ comme 

origine des temps, ou posons ?-.-o dans le seul élément du second 
membre de (70) qui puisse alors différer de zéro; cl appelons dtj h» 
débit total correspondant, F(o )d‘, de In source, il viendra, pour 
exprimer sous la forme la plus réduite possible l'élément de la solu¬ 
tion générale 17^), de même (pie la double formule (O7) l'exprimait 
j jo ur (00), 

dtt 

( • j ) ( pour /•'<)) 0, ( pour t . o » *+ ~ .. - <■ « 

\‘A\r.t) 

A une époque positive quelconque/, le milieu contient bien la quan¬ 
tité dr/ de chaleur qu'on y avait, pour t - : u. confinée à l’origine des 
coordonnées : car la chaleur emmagasinée dans chaque espace annu¬ 
laire idr compris entre les distances /•, r - - dr de l’origine, et cor¬ 
respondant à l'augmentation v de sa température, est représentée par 
(;<j dr\ ce qui donne pour toute l'étendue du milieu l’accroissement 

/t»! 

total / wdi\ quantité que l’on reconnaît aisément avoir la valeur «y. 
* 'a 

Kn elle!, si l'on appelle encore (comme à la page '170*1 p le rapport 
— lu seconde expression (71) de ? change f zidr : i°dnnsb» 

- : 1 (011 9 a), en ? f t* w dans le cas m ■ : ? (oit 

ii s , a 


cas m 


V“ é o 


/•* 

r ■ : 9.71/*) t en ‘Àitq f 3 U enfin, dans le cas m ru: 3 (oîi 

* a 

7 ,:.jr r 5 ), en f e~Pfdp Or les deux premières de ces exprès- 

TT «/y 

sions, dont l'une contient l’intégrale de Poisson et, l'autre, une inté¬ 
grale immédiatement calculable, ont bien pour valeur dtp lût, (piaula 
la troisième, on peut, comme 011 l’a fait avant les formules (Ü91 pour 

P?--* p 

une expression analogue, y écrire l'intégrale, f - d[ - «rv ), puis 
intégrer par parties; ce qui conduit encore au résultat dtp 



Î 7 1 ‘* 
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Observons que nous aurions obtenu Ja même somme limite, c/7, en 
groupant à voïoul^de toute autre manière, les produits ?fM relatifs aux 
divers éléments f/m, infiniment petits eu tousseus.de l'espace indéfini 
considéré, Autrement dit, l'intégrale fv dm est finalement la mémo, 
(juelfe t/ue soit la forme attribuée à suu cliamp /dm de dimensions 
indéfiniment croissantes; et l’on u’en restreint pas la signification en 
limitant ce champ par une figure 7 d’égal rayon/* autour de l’origine, 
Car^ ayant, d'après la seconde formule (7a), partout le même signe, 
l’intégrale J'^clns constitue une série convergente à raison de la seule 
petitesse de ses ternies et dont, par suite, la somme ne dépend pas du 
mode de groupement de ceux-ci. Il n'en serait évidemment plus de 
meme, et la forme du vit amp f dm d'intégration influerait au con¬ 
traire sur (a somme limite, comme on Ta vu par un exemple nu 
n M 327 * (pp. 127* et !«j 8* ), si les éléments sc/w étaient, les uns posi¬ 
tifs, les autres négatifs, et avaient, dauschucune de ces deux catégories, 
une somme absolue indéfiniment croissante; car alors cette forme du 
champ d'intégration pourrait, au moins jusqu’à un certain point, 
régler la proportion mutuelle des éléments positifs et des éléments 
négatifs introduits, suivant laquelle l'excédent des uns sur les autres, 
c’est-à-dire leur somme algébrique, varie de l'infini négatif à l'infini 
positif. 

Il y a lieu de se demander comment chacune des couches 7 ydr, de 
grandeur constante, qui composent ensemble la quunlité f/7, se pro¬ 
page saus cesse à des distances rdc plus en plus grandes, ou, eu d'autres 
tenues, comment doit grandir d'instant en instant son rayon /*, pour 
que la figure 7 qui la limite intérieurement ait toujours en avant ou 

r” 

en dehors d’elle lu même partie, j wdr, de f/7. 


1 P 


Cette partie ayant encore comme expression, vu la seconde valeur 
(71) de s, 


175 1 


.A r <-r (--- i *—««*. 

WïrJr v--d' ' 


t V f 


OÙ est le nombre 2 pour mr=i, 27: pour ni 2 et /j* pour 
m -- 3 , on voit que son invariabilité équivaut à écrire 


—~ une const. p. 

2 \ft 

Donc toutes les couches de chaleur émanées à la fois de l'origine s'en 
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éloignent u des distances croissantes comme lu racine carrée ttu 
temps ty et, pur conséquent, leurs rayons r, ainsi que leurs épaisseurs 
tir y grandissent en gardant leurs rapports mutuels acquis dès le dé¬ 
but de la diffusion. L'analogie de ces lois avec celles que nous avions 
déjà obtenues dans l’étude d’autres phénomènes de conductibilité 
(pp. '17 i* et n'est pas moins évidente qtie leur contraste 

avec les lois de propagation exprimées par i’équnliou du son (p. /j'jiS' ), 
D'après la seconde formule qui revient à 


? (Ïviïij* 






z‘»e y, 

tu « 1 


lu température de chaque couche décroîtra en raison inverse île la 
puissance /M l * me de la distance r parcourue. 

11 faut distinguer spécialement la couche qui apporte t*n chaque en¬ 
droit la température la plus élevée qu'on y observe (tir/ étant supposé 
positif, pour fixer les idées). Nous la déterminerons en mettant en* 

core sous la forme quantité proportionnelle, pour 

{r\ t.) 

chaque point déterminé, c’est-à-dire quand r e*t constant, au fac¬ 
teur positif p m e~ï\ et en observant quecelui-ci, nul aux deux limites 
p 0, pr. -*x, ou i ~~~ oc, t o, devient maximum à l’instant t ou p, 

rapport de r à 2 \ 1 , annule sa dérivée '*(/// — uJ. Ainsi, à 

lu distance quelconque r de l’origine, le Maximum dont il s'agit se 

produit quand p atteint la valeur ^>. caractéristique d'une cer¬ 
taine couche élémentaire; et l’on voit, d'une part, que cette couche 

est celle dont le rayon r croît d'après la loi très simple / : -\ a tni\ 
d’autre part, qu’elle a sa température, partout la plus forte aux en¬ 
droits successivement atteints par elle, représentée, d’après la seconde 

relation (7/1 ), par la formule presque aussi simple 3 

\pYzei) m 

Dans le cas d’une plaque, ou de tu ~~ a et de l'expres¬ 

sion (70) s’évalue sous forme Unie : elle devient 

fit/ / — crP* \ m =s e w de/. 

\ / tft 

lîo y faisant /•--t'a/rt/ -..ai?, elle donnent c'est-à-dire ^— 

( ou sensiblement moins que j [jour lu partie de la chaleur totale </y 
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qui précède, en se diffusant* lu couche dont lu température est i\ cha¬ 
que instant lu plus forte observée aux points où elle passe. Cette cou¬ 
che, cuntetéri clique en quelque sorte du sont met t relatif h chaque 
endroit, de l'onde de chaleur propagée le long des ra von s se trouve 

«lotie en avant de celle qui correspondrait à la valeur * cle Pcxpres- 

simien et qui. précédée par autant ^'autres qu’il eu reste «prés elle, 
peut être appelée la couche moyenne* 


lift*. — Sur l’intégration des mêmes équations indéfinies dans d'autres 

cas, et notamment dans celui où le temps t est variable principale : 
application au problème du refroidissement des milieux. 

ha solution élémentaire ( 7'i) exprime les températures? d’im milieu 
illimité h m dimensions dont un point reçoit, à l'instant l =0, une 
petite quantité donnée <A/ de chaleur qui, pour l infiniment petit po¬ 
sitifs est déjà hors de ce point, quoiqu’elle soit, encore, presque en¬ 
tièrement concentrée dans un seul élément dm d’espace* La superpo¬ 
sition d'une infinité de solutions analogues successives * pour des 
quantités d #/ sans cesse renouvelées au meme point et sans cesse 
dissipées tout autour, devait donc bien nous fournir la solution, 
17*1) ou (70), relative au cas d’une source continue de chaleur qui 
sV trouverait fixée. Or il n'est pas moins naturel que la superposition 
d'une infinité de pareilles solutions non plus successives, mais 
simultanées ou plutôt contemporaines* spécifiées pour des quantités dq 
de chaleur introduites, de même,à une époque commune infiniment voi¬ 
sine de( — o, dans une infinité d’éléments d’espace dm voisins, donne 
pareillement la suite des températures ? produites dans tout le milieu 
pur (a diffusion d’une quantité arbitraire /dqdts chaleur, supposée avoir 
été tout entière* dès le début i "-o du phénomène, répartie à volonté 
«l’une manière connue entre les divers éléments d’une région fdm 
quelconque. Vit ce serait enfin, d'une uumière analogue, par la super¬ 
position «le solutions du tvpe (7.4), successives comme dans le premier 
«*us, mais se rapportant, comme «Inns le second* à des centres d’éma¬ 
nation multiples, rangés en une file continue le long d une trajec¬ 
toire donnée, que l’on exprimerait les températures dans un milieu 
indéfini sillonné par une source de chaleur mobile suivant cette tra- 
jecU»ir«\ 

Bornons-nous nu cas où l'on superpose une Infinité d«,* solutions 
«•«m temporal nés. Alors, en appelant, d’une part, ?, r ( , ... les coor¬ 
données «le l’élément d'espace dm. :d\dt\ ... dans lequel une quan- 
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tité<///«le chaleur aura été/ym-yf/c entièrement concentrée à uneépoque 
infiniment voisine dut ■- -- o; d'autre part, K(î,r f ,... », la fonction des 
coordonnées, arbitraire, mai» supposée continue, qui exprime nette 
quantité de chaleur par unité de volume, c'est-à-dire le rapport 

enfin, I *une intégrale étendue à toute la région donnée dénia- 
nation, l'on aura, d'après la seconde i-| j. 


C (i > 


(pour t ‘ * o ) 


l s “■ — • / e 4 * </</ 

1 ‘ t *\ 7 .t) W J 

! flM.î.r,, 

t (‘À \ zt) H *Jr7 


c 


Le dernier membre est évidemment une certaine intégrale définie; 
et si, lorsque l y tend vers zéro, lu concentration des quantités d(j 
dans les élément $ dm correspondants d’espace se fuit avec une rapi¬ 
dité suffisante, cette intégrale définie doit donner à Ju limite l ; o, 
pour toute étendue très petites, entourant un point (*r,j, ... \ quel¬ 
conque* 

/ <5 dr *ri - = / r/w| ss. 1'*( ./■, itvi. 

do.* 

l'J'oïi il suit que la moyenne des valeurs initiâtes de e autour de 
(.r, dans le très petit ruioit de l’espace **,, sera 


m. /„ • 

* «• <7, 


c'est-à-dire, précisément, F(.r f y ,... i. Ht il suffira, dans ces condi¬ 
tions, que, à la limite / **-o, le troisième membre de (7b) reste une 
fonction continue de .r, y, pour que l'expression (7O) de y 
joigne à la propriété de vérifier l'équation indéfinie des températures 

d~ 

celle de se réduire initialement ù la fonction arbitraire 
dt 

F(.r, r,des coordonnées, L'expression (7O) de •; constituera 

,/ 0 

ainsi l’intégrale de l’équation A a o pour le cas où il y a une va¬ 
riable principale et ou cette variable est le temps t ; de sorte que 
l'on puisse se donner arbitrairement v eu tous les points de l'espace 
quand l reçoit sa valeur initiale choisie zéro, 

11 y a donc lieu de voir si, en effet, à la limite t .z o, le troisième 
membre de (7O) reste continu et se réduit ù .,. J. Four le 
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reconnaître, remplaçons-} tfa par le produit d{ dr K par 

(ï —r) 4 

et, d’ailleurs» simplifions l'expression des limites d'intégration en 
étendant l'intégrale f ù tout l’espace, ce que permettra la présence 

drt 

du facteur l-\î,r |t ...) nul hors de lu région cl’émnnutiou. 11 viendra 
aisément 

i n* *JAr.i2! ,/î /•»_ TllL Ü ,/ y 

:;i tiMiur^-u) / ü u - / * if • 

* V 4 —* u y f */._# u y/ 

Ivnfin» changeant les variables d’intégration, de manière à simpli¬ 
fier les exponentielles et surtout à luire disparaître les dénominateurs 
a \ 1 évanouissants avec l y posons 


: JL 


d'où 

Nous aurons 


'**\ f *i r*jr •--!*? v À 

^». * *) “*av ïdin, / — 


(;H) {pour / ; • u; o-* - -L ~ f £“**{{% f .. FLr— a» v L}' 

• V' TrJ * * 4 -'—« 


Sous cette forme, découverte pur Lapluce et utilisée par Fuurier, 
l’expression considérée de ? reste visiblement finie et continue même 


a la limite l .:o;et comme, à celte limite, le facteur F, sous les 
signes f t se réduit ù F(.r,y,...), sauf dans les éléments (pour *, 
ou {L... infinis) qu'annihilent les expoueutidles alors évanouissantes 
multipliant aussi ch, ou «/JJ, ..il vient bien 


( pour /-tii 

I 



L’équation de la dm leur == «Vf est seulement du premier ordre 

par rapport ù t. Donc son intégrale, quand t o le rôle de variable 
principale, ne doit contenir qu’une seule fonction arbitraire, permet¬ 
tant de se donner ù velouté en ur, y, ..pour la valeur initiale 
de t\ et les expressions (78) ou (76) de © constituent précisément 
cette intégrale générale. 
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L r no aussi granité fécondité de la solution élémentaire (7/,), pour 

les problèmes concernant la propagation de la chaleur, porte naturel* 
lement ù demander des services analogues, dans le cas de l'équation 
générale (40 [p« 433 *], à la première solution (4a), dont (74) a été 

déduite par la réduction du double signe rb ù — devant 2Î et par 

l'hypothèse que la fonction arbitraire / s'annule dès que sa variable 
diffère sensiblement de zéro. Or, introduisons la même restriction et 
la mémo hypothèse dans cette première formule (4a), en adoptant 

encore comme variable d'intégration ? la variable même l~- ~ dont 

Jî 

dépend /, c’est-à-dire en posant 


d où 

et 




«/' 

A 


J i \ l„îîî 

a .-ï a" 1 1 / — t;? « a * (/ — ? ) "‘ 



Comme l'intégrale définie considérée f se réduira, par hypothèse, à 
ses éléments dont le champ / dx sera infiniment voisin de l'origine 
t rr o, nous trouverons, à un facteur constant près : i° y z=: 0 pour les 
valeurs négatives de car x, variable entre les limites — <x> et n'aura 
pas à y passer par les valeurs très voisines de zéro, les seules qui «'an¬ 
nulent pas la fonction /; et, a 0 , pour les valeurs positives de t , 




où //(~)<fr est une intégrale constante, ù champ très restreint mais 
embrassant toutes les valeurs de/(-r) qui ne sont pas milles. Dési¬ 
gnons par dq cette intégrale, parce que sa valeur, arbitraire d’ail¬ 
leurs, sera, en général, infiniment petite ; et supposons la fonction 
choisie, comme il a été indiqué, de manière ù annuler identiquement 
l’expression ( 43 ) [p, 4 ^ 4 * ou à faire vérifier par l’expression ob¬ 
tenue ÿ l'équation proposée ( 4 *). Nous aurons alors la solution cher¬ 
chée de ( 40 , analogue u (74), 


( 79 ) 


(pour/>o) o 



Elle ne diffère de (74)1 à un facteur constant prés, que pi r la sub- 
13 . — lï. Partie complémentaire, 3 i 
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stitution de ^ à une exponentielle. Or, comme, dans le problème des 
températures, (74) a dè son caractère d'élément naturel de la solution 
générale pour le cas ofi / est variable principale, à celte circonstance, 
qu'elle rendait finies les Intégrales, alors équivalentes,/? dm ou f jvdr 
étendues à tout l’espace, c’est-à-dire l’intégrale proportionnelle 


f ?r wl “ l dr, 

« 'a 


de même, ici, la superposition d'une infinité de solutions élémen¬ 
taires (79), dans lesquelles les distances r seront comptées à partir de 
tout autant de centres distincts, aura chance de conduire simplement 
a l’intégrale générale de (40 quand / sera variable principale, si 
l’expression (79) de <p rend, de même, finie et déterminée la somme 
fycim étendue à tout l’espace, ou, du moins, ne la rend pas infinie. 

Cela arrivera surtout si l'intégrale considérée J'^dm admet une va¬ 
leur limite indépendante de la forme de son champ fdm t et peut 
ainsi s'évaluer par décomposition de l’espace en bandes ou couches 

concentriques idr, donnant /? dm — f qutr. Alors, en appelant K 

* 0 

le rapport constant de 7 à rapport égal à a, à iaz, ou ù 4 r., 

suivant que le nombre m des dimensions de l’espace sera 1, 9 ou 3, 
l’on aura, vu (79), 


j*—‘**Ç ♦(Stàptà) 


en désignant encore par p le rapport —p* 

% y f 

Dans le cas dont il s’agit, l’expression f sera donc 

«* 0 

finie et déterminée, comme fydm qu’elle représentera au facteur 
près Kdq; et chacun de ses éléments exprimera, avec la même res¬ 
triction, une partie toujours égale de la quantité invariable 

mais une partie réalisée à des distances r m 2 \jïp f de l’origine, d’au¬ 
tant plus faibfts que les temps l seront eux-mêmes plus voisins de 
zéro. Ainsi l’on pourra dire que, dans chaque solution élémentaire 
(79), la quantité /?</©, égale au dernier membre de (79 à&), sc 
trouve, pour t infiniment petit, concentrée presque entièrement dans 
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uu seul élément de volume dm entourant l'origine des distances /\ lût 
si, après avoir divisé en éléments dm une région donnée quelconque 
d’émanation, puis marqué u l’intérieur de chacun d’eu* un point 
«*)> ou veut, par la superposition d’une infinité de solutions 
contemporaines (7g) dont les centres origines des distances r soient 
en ces points (£, n,...), former une solution plus générale 

(«o) ( pour t > o) ?- (T ^S/♦(£)* 

où ^ reçoive initialement, en (£,*;, ,.une valeur arbitraire 

K(£,r„ 


il sera naturel d’admettre que, pour l évanouissant, les éléments y dm. 
ou F(x, r, *..) dm } de la somme / y dm relative ù cette solution plus 
générale, se réduiront, dans chaque petit espace dm y à la part, 

(dq) K f , \{p i )p m ~' x ( fy> û fort peu près fournie par la solution élé- 

menluire ayant sou centre dans cet élément* On se trouvera donc 
conduit à poser, pour l’endroilquelconque dta y à coordonnées £, r iy ..., 
de la région d'émanation, 

Jo 


ou 11 prendre dq ~~ —— . et, par suite, comme solution 


K J 


plus générale cherchée, 
) (pour />o) ÿ 


/** ~ / /j\m r <» * * f'T#) 

K f \*vO J ' /{f ' 

*4 


U reste ù vérifier si cette intégrale sera une fonction de x, * 

continue même a la limite 4 o, et si elle se réduira bien alors à 
F(jr,y ,...). Dans ce but, posons, comme tout à l’heure quand nous 
avons transformé (76) ou (77) en (78), 


{ssx-t-a*pï, v; =/*+• 2?• ••» d(*, r 4 , 


et, aussi, en appelant p la dlstauce, u l'origine, d’un élément 


dm 


dm 1 — da d )*.. 
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d'espace dont les coordonnées seraient a, jj, .. 


</w = rfr,,.. =3 ( a ft) m (î» //)"' dm’. 

Le second membre de ( 81 ), oii le dénominateur K f ♦}(?*) 

vp 

n’csl autre cliose que l'intégrale /4>(p*)rfo' étendue à tout l'espace, 
deviendra 

(8vi) (pour / > o) <? = yç^ïy^jF(* + a*t/?,r+*?v'?.. 

Or, sous cette forme, généralisée de (78), il est visible que, pour 
l = o, la valeur de <p reste finie et déterminée si les fonctions F, <J< 
le sont elles-mêmes, et qu’elle so réduit bien, identiquement, ù 
b (r,j, « •,), 

Enfin, comme L’équation différentielle obtenue en annulant ( 43 ) 
[p. 454 *] est du «'*“• ordre et donnera n expressions distinctes pour 
î, on conçoit que la superposition des n solutions particulières cor¬ 
respondantes de la forme (8a), avec tout autant de fonctions arbi¬ 
traires F, puisse permettre de choisir à volonté les valeurs initiales 
(c’est-à-dire relatives à * = 0) de la fonction ç et de ses « —1 pre¬ 
mières dérivées par rapport au temps t\ ce qui suffira pour que la 
solution à /1 fonctions arbitraires ainsi formée soit l’intégrale géné¬ 
rale de l’équation proposée ( 4 i) [p. 453 *], de l’ordre //“'»« seulement 
en i. 

Le problème du refroidissement d’un milieu indéfini, ou de la 
dissipation, au sein d'un te! milieu, d’une quantité de chaleur initia¬ 
lement réunie dans certaines de ses régions, nous fournirait l’applica¬ 
tion la plus facile de ces principes, si nous n’avions préféré le traiter 
d’abord et arriver par voie de généralisation aux principes dont il 
s’agit. Il est donc inutile de revenir à cette question. 

469*. —* Application an problème de la dissémination dn mouvement 
transversal, le long d'une barre indéfinie. 

Une deuxième application, presque aussi simple, des mômes prin¬ 
cipes, se trouve dans le problème de la dissémination du mou¬ 
vement transversal le long d’une barre indéfinie suivant les s tant 
négatifs que positifs, à la suite de certains déplacements initiaux 
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connus y =:/(x) et do certaines vitesses initiales également données 
r=/*(#). Nous supposerons celles-ci nulles en moyenne, ou telles» 

que f / t (#)</# — o : cette restriction, nécessaire pour que les inlé- 

gralcs résultant de la formule (8a) soient convergentes, revient à 
admettre qu'aucun mouvement d'ensemble n'est imprimé a la barre. 
Nous verrons à la tin du numéro suivant ( pp. 494* et 49$*) comment 
on peut l'écarter, en donnant à une partie de la solution une forme 
qui implique, de plus que (8a), une intégration par rapport au temps. 

Les deux fonctions/(^r),/i(^)i ainsi caractéristiques de l'état ini¬ 
tial, seront continues mais d'ailleurs arbitraires, sous les réserves : i°de 
devenir la première, constante, et la seconde, nulle, pour x », 
par suite de la limitation supposée des régions d'ébranlement; a 0 de 

réduire à zéro l’intégrale J* /t (#)</»**> comme il vient d’ètre dit. 

Nous avons vu (p. 4^8*) que ÿ est alors, a volonté, soit la fonction 
sinus, soit la fonction cosinus; et comme, de plus, m se réduisant à i, 

Ton a K = 2 , = d'oii aussi^ŸCp 4 )^® 7 — J* +(**)</*=■= 

d'après les formules (38) du n w 330* (p. i3a 4 )J, la somme des deux 

solutions de la forme(8a) donne, en appelant F, la deuxième fonction 
arbitraire F, 


(83) 


»- Vît F {x 4- aa y fï) sin a* (h 
•+* Vit l*i a a //) cos a* (h . 


Fn diiTéren liant par rapport a l cette expression de o, il vient aisé¬ 
ment 

l a-^î=; f F' /7)dcosaS 

) (il 

| -s- — L zz f F|(apH-aa ^ï) d sin a*, 

y'2 ut «/J*--* 


ou encore, grâce a une intégration par parties qui ne donnera rien 
aux deux limites si F'(±oo) r=o et F’, (± oo) =r o comme nous l'ad- 
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mettrons, 

<7/ ” t AL F* (x h- a ot //) cos« s r/a 

I - VI £ FJ (.r H-aa/f) sîrt«* ch. 


(« 1 ) 


Pour / ro les seconds membres de (83) et (84) sont respective¬ 
ment F(jp) 4- F|(/r), F'(#) — FJ (jr*). On satisfera donc ù l'état ini¬ 
tial en les égalant, l’un, l’autre, à et il viendra, pour 

déterminer les fonctions arbitraires F, Fj, 


(83 ) 


Ft>) +■ Fj(^) —/(►rj* F'(#) — FJ (x) z=/ t (r). 


Or la deuxième de ces relations, multipliée par r/ur*, puis intégrée à 
partir de la valeur æ = — x qui annule F', FJ, devient 


(85 F'(ar) —Fi(a?)s= T fi(x)dx\ 

et l’on peut observer que celle-ci, combinée avec la première (85) 
diflerentiée, savoir, avec F' (a*) 4- FJ (4?) =/'(#), donnerait bien 
pour F'(#), FJ (#*) des valeurs milles aux deux limites # = ±oo où 

s’évanouissent, par hypothèse,/'(«**),/J (^) et f /, (x)dx t Enfin, 

une seconde multiplication par r/.r, suivie d’une nouvelle intégration 
en x, déduira de (85 bis), à une constante arbitraire près ne, la dif¬ 
férence des deux fonctions F(#), F,(.i.'), dont la première équation 
(85) détermine déjà la somme f(x) ; en sorte que, sauf le terme 4* c 
dans F(.r), — c dans F|(*r), l’on connaîtra, d’abord, ces deux fonc¬ 
tions, puis l’expression cherchée (83) de doù s’élimineront les deux 
tcvmes en c, savoir, 


si»x *</2 = c y — c i/l£ cosa*i/ars — c, 

dès lors sans importance. 

On remarquera qu’une nouvelle différentiation par rapport au 
temps, effectuée sur (84) et suivie d’intégrations par parties comme 
celles qui ont permis de déduire (84) de (83), donnerait une dérivée 
deuxième de ? en / identique à ce que devient Je second membre de 
(83) quand on y remplace F par — F ,v et F, par — F 1 ,*, ou égale et con¬ 
traire à la dérivée quatrième de ÿ en a?, à t X t z. Ainsi se trouve véri¬ 
fiée directement par (83) l'équation indéfinie du problème. 




01» LE TBJtPS t A LK note DE VARUtïtH PRINCIPALE. /|8}* 


47ti*. — Application à la dissémination du mouvement transversal 

dans une plaque indéfinie. 

La méthode se complique un peu ou, du moins, devient d'un emploi 
assez délicat, lorsqu'il s'agit, non plus d’une barre, mais d'une plaque 
indéfinie couvrant tout le plan horizontal des arv, et dont les divers 
points ($,r,) compris dans une région limitée d'ébranlement ont ini¬ 
tialement éprouvé certains déplacements verticaux/(£,?;), graduelle¬ 
ment variables partout, en môme temps qu'ils ont reçu certaines 
vitesses verticales non moins continues/^,v 4 ), supposées milles en 
moyenne comme daus le cas de la barre. 

Alors la fonction est encore (pp. /|58* et /| 5 y*) un simple sinus 
ou cosinus. Mais, m valant a (d’où K nan), il vient 


/*(?«)</«»' = >c /*“(.inp« ou cos ? >j ? tf ? = ! •« t 

*' 0 ( soit rsinp 1 avec p infini. 


Ici, l'intégrale n'est donc plus déterminée, oit n'a pas 

une valeur limite indépendante de la forme du champ, Toutefois, 
comme, dans l'hypothèse d'un champ fedr circulaire, elle oscille 
indéfiniment soit entre zéro et ar, soit entre ~iî et it, de manière à 
rester finie, l'on peut espérer que la mise en commun, pour ainsi 
dire, d'une infinité de solutions élémentaires ù centres différents, em¬ 
pruntées à chacun des deux types, produira une certaine régularisation, 
ou une destruction mutuelle d'inégalités, propre à rendre les deux 
types encore utilisables. De plus, comme le premier, où ^(p*) — smp* 
et pour lequel 4 /*<Kp , )aitp</p oscille entre zéro et ait, c'est-à-dire de 
part et d’autre de it, semble ainsi devoir donner en moyenne 

nous pourrons, sauf vérification ultérieure, y attribuer la valeur rc 
au dénominateur du second membre de ( 8 a). Quant au second type, 
où ’Kp*) = cosp* et où, /4(p*)ftK? r/p oscillant de — k à *k, la valeur 
moyenne qui semble devoir être attribuée à *)</©' se réduit à 
zéro, il paraît, à première vue, pouvoir servir seulement quand l'ex¬ 
pression de s'annulera à la limite t^zo. L'on n'a pas, dès lors, 
à y chercher pour cette fonction <p des valeurs initiales arbitraires 
î el il est sans inconvénient de lui attribuer, afin de main¬ 
tenir sa symétrie avec la précédente, le dénomiualeur r. t à la place de 

Si doncF^r,) désigne une fonction arbitraire continue, s'annulant 
pour 5 ou v, infinis, la formule ( 8 a) fournira les deux solutions parti- 
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calières, que nous appellerons respectivement y et y lt 

j ? * ~ f F(# h- * * /F, / •+• 'i 3 t^F) #in p J </ra\ 

(86) (pour f >o) - * 

1*1 = £ f *(*+**& ?+ a ? vÆ)ci»p«</w\ 

oiu/w'désigne le produit </* r/p, p* la somme a*-i-J3 8 et où l'annula¬ 
tion de la fonction F pour *, p infinis permet d'étendre les intégra» 
lions à tout un plan dont les coordonnées seraient », JL 
Nous avons, en premier lieu, à reconnaître que les deux fonctions 
?, ÿi se réduisent bien, respectivement, pour t infiniment petit, à 
?= F(#»/) «là <pi=o. 

A cet effet, supposant £ extrêmement petit, et x t y quelconques 
mais fixes, imaginons qu’on ajoute d’abord ensemble les éléments 
dont le champ (fad$ est compris entre deux circonférences de rayons ? 
et p4-^p décrites autour du point (#,/), choisi comme origine des 

coordonnées », {L Les valeurs de F(j? 4 -ast^F, /4 -afl \ft) qui y 
figureront seront évidemment celles que reçoit la fonction F($,r,) en 
des points (î,r,) uniformément répartis le long de Ja circonférence 

qui a pour centre (x,y) et le rayon /• = (a y7)p. Alors, si nous ap¬ 
pelons ^(r) ou j(apy/7) moyenne de ces valeurs, fonction bien 
continue de r (*), évidemment égale à l*(x,y) pour r o et à zéro 
pour r infini, les éléments des seconds membres de (8G) dont le 


(*) On remarquera que ccttc continuité de rf(y), sans laquelle, d'après les rai¬ 
sonnements ci-après, ? et 9, ne se réduiraient pas initialement à K(a?, y) et à 
zéro, subsiste, en général, même quand ia fonction V(x t y) n’est pas continue 
partout, notamment quand, au sortir de la région d’ébranlement, elle passe brus¬ 
quement d'une valeur sensible à la valeur zéro. En effet, il sufüt alors, pour lu 
graduelle variation dcj(r)avcc r, que Ja partie des circonférences concentriques 
ats/* intérieure à celte région décroisse peu à peu jusqu’à zéro de l’une à l’autre, 
au delà du moins d’une certaine valeur de r; ce qui aura lieu, sauf quand ia ré¬ 
gion dont il s’agit sera totalement ou partiellement circulaire, et que, de plus, 
Je point choisi (d?, y) coïncidera avec Je centre d’une portion circulaire sensible 
de son bord» 

Mais pour les points [x,y) du contour sur lequel !’’(#,y) s’annule ainsi brus¬ 
quement, ou de toute autre ligne de discontinuité, la fonction $(r) ne se réduit 
plus, quand rest infiniment petit, à F{x,y) ; car il est clair que les valeurs de K 
spéciales aux deux régions contiguës que sépare ia ligne de discontinuité entrent 
alors pour part égale dans la formation de cette moyenne : J(r) y devient donc 
ta demi-somme des deux valeurs de F{x,y) de part et d'autre de la ligne de 
discontinuité. 
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champ total est une zone infiniment étroite atrpr/p, ou rr/(p*), auront 
pour sommes respectives 

^(■apy/7) sinp*rf(p*) et (ap v^) cosp*c/(p*). 

Donc, en posant p* — X, puis faisant grandir X de zéro à l'infini, ou du 
moins jusqu'à une valeur au-dessus de laquelle la fonction 

,j(r) ~ $('?. ]/Tk) 

soit identiquement nulle, il viendra 

(80 Ois) <p « f .f(a //X) sinX </X, ^ //X ) cosX </X, 


Faisons successivement eroUre X, dans la première intégrale, de 
zéro à iî, de rr u 3r, de ar à 3rr, « « «, et, dans la seconde, de • à » 

Ü *A 

*% » 

de — à *••» en y négligeant provisoirement un premier inter¬ 


valle, moitié moindre, compris entre zéro et~* Connue le facteur 

Z^ïs/ÏÏ) variera, d’un intervalle à Fa titre, avec une lenteur infinie 
si t est infiniment petit, et que l’autre facteur sinX ou cosX prendra 
dans tous les mêmes suites de valeurs absolues, mais avec signes 
contraires dans deux, consécutifs, les intégrales partielles successives 
ainsi obtenues seront en général finies et à signes alternés, mais de 
valeurs absolues infiniment peu variables d’un intervalle à l’autre. 
Par suite, chacune des deux intégrales (86 bis) constituera, si l'on 
fait, dans la seconde, abstraction d'une première partie 


ril * * 

j J(0)C0$X</X M rf(0) SS= F(r,/), 


une série a termes successifs de signes généralement contraires, mais 
presque de même grandeur absolue. D'ailleurs, le dernier de tous 
ces ternies sera nul, cl le premier vaudra, respectivement, 



o; sin X d\ = ( ») — a F (a?, 


y) 


371 

a 

.f (o) cosX (fa = — a^(o) — — a F (#,/)* 
ï 



et 



Î9“ 


è 
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Or il est facile de montrer que, dans ces conditions, chaque série se 
réduit à la moitié de sort premier terme, 

En effet, Tune quelconque des deux séries se compose généralement, 
si l‘on y considère les termes dans l’ordre môme o(i ils se suivent, d’un 
nombre fini de séries partielles, dont chacune, comprenant toujours, 
pour fixer les idées, un nombre pair de termes, aura ses termes de 
rang impair (le premier, le troisième, etc,) soit constamment décrois¬ 
sants de fun à l’autre, pour la grandeur et le signe ou entre 4-w et 
— oo, soit constamment croissants, et, dans les deux cas, en nombre 
infini à la limite; vu que la dilférence des valeurs absolues de deux 
termes consécutifs de chaque série partielle ne doit, en général, va¬ 
rier d’un intervalle u l’autre que d’une fraction infiniment petite de 
sa propre valeur, par raison de continuité. 

Cela posé, nppelous la somme de l’une des séries partielles, S et, ses 
divers termes, 

a, — b, r, -- cl , t\ .... —A, /, —y, 


après avoir toutefois détaché de lu tète et de lu queue de la série, 
quand la valeur absolue des termes y devient maximum ou minimum 
et que, par suite, la différence de deux d'entre eux consécutifs y tend 
vers zéro, assez de paires de termes (en nombre aussi grand qu’on 
voudra, mais fixe ou indépendant de t) } pour ne laisser subsister que 
ceux dont les voleurs absolues ont déjà, de fun à l’autre, une diffé¬ 
rence ne changeant successivement que très peu par rapport à elle- 
même . Alors les dilférences consécutives de ces valeurs absolues, 
entre a et i\ seront (au facteur commun près rfc t) 

a — b, b ~ c, c — d % d — e, « • •, A *— t. 


Elles se trouveront d’ailleurs, par hypothèse, soit toutes positives, soit 
toutes négatives. Donc, en raisonnant comme à la page n du tome J, 

on déduira, des rapports presque identi¬ 

ques à l’unité, le nouveau rapport 


Cl 0 *•* f! —■ (l 4 ~. ,. ff — A 

~b - * c — d — e -r*... -r h — i s 


infiniment peu différent, lui aussi, de i« Enfin, comme le numérateur 
et le dénominateur de ce rapport sont identiquement S — % + / et 
u — S —y, il viendra S — i4 -y = a — S — y, c’est-à-dire 
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ou, u très peu près, S — ~(<ï —y)* Ainsi, la série se réduit ci (a 

demi-somme algébrique de ses deux termes extrêmes, Kt l'on peut 
observer qu’il en est encore de meme : i° quand elle a un nombre 
impair de termes, cas oû, si i désigne son dernier terme, le rapport 

précédent, sensiblement égal « i, s’écrit -—-• et donne S = 

u —* ô M 

y" quand on restitue à la série les termes allant par couples, en nombre 
relativement insignifiant, qu’on avait supprimés à la tête et à la queue, 
termes, à somme algébrique négligeable, sensiblement identiques 
pour la voleur absolue, le premier, à a et, le dernier, à —y ou à i. 
Appliquons maintenant cette régie simple à la sommation de toutes 
les séries partielles dont se compose une même des cleuv séries con¬ 
sidérées, et observons que, pour t infiniment petit, le dernier terme 
d’une série partielle égale le premier de la série suivante changé de 
signe. 11 ne restera évidemment dans chaque somme définitive que la 
moitié, F(#,y) ou —• F(a? Î4 )'), du terme évalué ci-dessus dont le 


«s* 'i 

champ s'étend soit de ). ~~ o à soit de /. — ~ u À 7 = • *> plus la 

51 Jl 

moitié, ici nulle, d’un dernier terme correspondant ù /. très grand ou 
infini. Kt si, d’ailleurs, à la seconde série qui doit donner la valeur 


ir 

1 


initiale de l’on ajoute la partie f J(o) cosXc/)., égale à F(^, r), 

«/ç 

on aura bien 


(£G ter) (pourra) o,rro. 


Ainsi, les deux solutions particulières ( 8 G) conviendront, l'une, 
quand il y aura des déplacements initiaux/(*,r,), l’autre, quand 
il n’y en aura pas et que le mouvement sera dû exclusivement ù des 
vitesses initiales/,(r,) imprimées aux divers points (?, r,) de la ré¬ 
gion d’ébranlement* Nous achèverons de préciser les conditions de 
leur emploi en cherchant, pour chacune, l'expression de la vitesse 
do doi 

dt dt 


Ces dérivées en t des seconds membres de ( 8 G) peuvent s’obtenir 
en procédant comme on l’a fait au n° précédent pour déduire ( 84 ) de 
(83), c’est-à-dire au moyen de différentiations sous les signes //. 
suivies d intégrations par parties en vue desquelles on observerait, 
par exemple, que « cosp* et {J cosp* sont les demi-dérivées de sinp* en a 
et jh Mais il est beaucoup plus simple de prendre 7 et sous leur 
forme primitive, en les réduisant môme à un seul élément ( 79 ) 
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[p* 48i *]; ce qui, sans avoir seulement besoin de spécifier le nombre m 
des coordonnées figurant dans l'équation indéfinie — A t A,*, 

donne, à un facteur constant prés, 

* s si« |* pour 9 et / *cos— pour o,. 


La dérivée en t de ces expressions est 

' *(-i7* eo *4Î“ü-4#) ct ' 

(juantités dont on reconnaît aisément l'identité ù 


m /** 

-- eos - 
u 4 


»• 


<*•(*” ^os^) 

c'est-à-dire, ù 



w 

7 


\ <//•* 


m 

t- — 


/■ 


1 

(// 


•) 


cos 


47 


et u 


M 

S 


\ <//’* 


m — i d \ . /•* 

- r ] sm^. 

dtj 4 / 


On aura donc, en général, pour des expressions analogues i\ y et 


(«;) 


ou des deux formes respectives 

/ç 

f/o / . /•* 

( sm—, cos 
-W 

i ± r. 

du 

/’* 



1 < 

r" •*—. >iïi 

H 

J 

'(.//)“ 4 /’ 

I- C- 

ilq 


— \ . J 

r si.. 

! d 'J{ 

"Z“ 1 tUs 

a <Jt) m 

r# *”* 


’ (a v//r R 


relations qui, pour le dire en passant, montrent l'équivalence, sur ces 
sortes de fonctions, de deux difTérenliations successives en /, avec 
l'opération indiquée par le symbole — A* A It conformément û l'équa- 

lion aux dérivées partielles posée rr — A* Aj?. ICt, quand on se 

borne au cas d'une coordonnée Pou reconnaît bien, en effet, dans 
chaque terme du second membre de la formule (84) ebdessus 

[p, 486*], la dérivée A*~ ~ t > changée ou non de signe, du terme 

correspondant de ( 83 ) où Ton aurait substitué sina* à cosa* ou vice 
versa . 

Ainsi, les dérivées en t des seconds membres de (86) [p. 488 *] seront 


th 

Tiï 







(87 bis) 
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Qt y ù ift limite * = o oii <p 4 s’annule, tandis que y y vaut F(ar, y), il 
viendra 

(»7lei ) (pour t r= O) =o, - - *,F(r,j>) -= - (P; !- F; ). 


Oïl voit que la fonction ?, en y prenant F($, r 4 ) =/( *, r 4 ), exprime 
la solution cherchée, dans le cas particulier de déplacements initiaux 
bien continus/(Ç, r t ) communiqués aux divers points d’une région res* 
trcintc 7 d’ébranlement, sons adjonction de vitesses initiales; et que la 
fonction 9, constituera de même la solution dans lo cas contraire de 
déplacements initiaux nuis et de vitesses initiales/j(?, r 4 ) données 
pour une telle région ?, si l’on y détermine V{x t y) par la condition 


Or, pour vérifier celle-ci, il suffira, d’après la propriété caractéris¬ 
tique des premiers potentiels cylindriques ou logarithmiques ù 
deux variables (p» 220* ), d’égaler F(*, y) au potentiel 


—~ 'i- «C 

F(r,r> ~f ( /(«—' 1 7 HF- V* A *,) <(; <h, 


d’uue couche fictive / dm de matière étalée sur le pian des xy f et 

dont la densité superficielle, exprimée par — ~ /,(*, n) en chaque 

point (5, r t ) de lo région 7 d ébranlement, serait nulle partout ailleurs. 
Celle valeur de F(a?, y) tendra bien vers »éro pour x ou y infinis, 
comme on a dù l'admettre afin de vérifier la condition 9,-0 a la 
limite *r=:o; car, l'annulation de l'intégrale r,)d* donnant 

fdm o, le tenue principal du potentiel cylindrique aux grandes 

distances t de l’origine, savoir (/ dm) log* = (fdm) log \û* -r r 1 , 
disparaîtra ici, pour y donner 


\ 


F<*>*r.) -/[log v(r — r 4 >*~ log y*\tlm 



quantité tout au plus de Tordre de 

V 

Ainsi, la solution partielle 91, formée au moyen de la fonction F 
définie par (88), ne sera pas moins satisfaisante que la solution par¬ 
tielle 9 obtenue en posant F—/; et leur superposition donnera 
évidemment celle qui convient quand les ébranlements initiaux sont 
quelconques, sous la condition admise, toutefois, qu’aucune vitesse 
d’ensemble ne soit imprimée à la plaque. 

Le problème abordé était, on le voit, plus difficile dans le cas du 
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at * 

mouvement produit pur des impulsions, c'est-à-dire par des vitesses 
initiales, que dans le cas de mouvements consécutifs à de simples 
déplacements initiaux. Taudis que les intégrales définies de InXXXÎIl® 
Leçon suffisaient pour résoudre celui-ci, l'autre a demandé, en outre, 
la mise en œuvre d'un potentiel logarithmique. Nous sommes donc 
conduits il des questions ofi il y a lieu d'employer simultanément des 
potentiels et des intégrales de iaXXXIJP Leçon. Les plus intéressantes 
de ces questions feront l'objet de la Leçon suivante. 

Terminons celle-ci en observant qu’on pourrait, au prix d’une inté¬ 
gration, par rapport au temps, entre les limites y.éro et t dont la 
seconde est variable, éliminer le potentiel logarithmique (88), c'est- 
à-dire éviter les deux intégrations qu'il implique, dans l'espace, 

entre des limites/^. En effet, la dérivée égale à —A, ed après 

(87 bis) ou, identiquement, vu la première ( 80 ) [p, 488 É ], à • 

— i f±î K(* 4- a % /t, y 4 - * JJ / J ) sin dm\ 

1 • 


ne contient pus le potentiel (88), car la fonction A,F n'y est autre 
que —y* t . Doue la dérivée se trouve immédiatement donnée par 
la formule 


i $8 bis) ss 1 j f % (a* -f* a % \/ 7 t y 4- <j J fi) .«in p* dm ; 


et une intégration par rapport a t t effectuée, après avoir multiplié 
par dt , à partir de la limite i = o où s'annule, en déduit 

(<!8 ter) ?i = ^ f rf///,(x -f-sa y -4- aji //) sin p» dm. 

C'est sous cette forme, facile à déduire directement de celle de 9 (*), 


( ‘ ) Kn elfet, si l’on admet qu’ou ait remplacé, dans ?, K( r t ) par /, ( », y, ), celle 
expression (88 ter) de 9, ne sera autre que 9, == f ?dt. Or, d’une part, comme la 

dit 

dérhcc ^ s’annule pour / = 0 , une telle vulcur de 9 , donne identiquement 
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c)uo Poisson à obtenu l'intégrale particulière appelée ici <pj» en même 
temps que Future, plus simple, y (*). 

il est ù remarquer que, débarrassée ainsi de tout potentiel, mais 
compliquée d’une intégration en t t elle reste utilisable quand la fonc- 
cesse d’annuler l’intégrale //, pourvu qu’elle 

continue toujours à s’annuler elle-même aux distances in Unies 

y/S* 4 “ V de l’origine. On formerait aisément une intégrale analogue 
en æ et l t pour le cas d’une barre qui auruît initialement reçu des vi¬ 
tesses transversales ne s’annulant pas en moyenne et tendant même, 
aux très grandes distances de l’origine, vers une valeur constante 
autre que zéro. 


ce qui revient à dire qu'elle vérifie l'équation indéfinie - 1 ^ — «J d'autre 

pari, elle s'annule bien pour t :« et a su dérivée c'est-à-dire y, égale à 


mi P°ur t -- o. 

(') Par des méthodes basées principalement sur l'application de transformations 

imaginaires à l’intégrale générale (78) de l'équation des températures jjj ; A/f 

{Mémoires de l'Acadân'.e des Sciences, t. Ht, p. 1Ô4; 1 8-j<i) , Fouricr avait trouvé 
«le son côté lu solution 9 en se servant de su célébré formule, comme on verra à 
lu fin de la XLIV Leçon; cl il en avait déduit l'autre, telle aussi que lu 
donne (88 ter). 





QUARANTE-HUITIÈME LEÇON. 


SUITE DES PROCÉDÉS D'INTÉGRATION, POUR LES PKOHLÈMES .DE 
PHYSIQUE MATHÉMATIQUE RELATIFS AUX COUPS D’ÉTENDUE INFI¬ 
NIE : ÉQUATIONS QUI S'INTÉGRENT PAU L'EMPLOI SIMULTANÉ DES 
POTENTIELS ET DES INTÉGRALES DÉFINIES DE LA XXMIP LEÇON. 


471*. — Intégrations effectuâmes par l'emploi simultané des potentiels 
et des intégrales définies de la XXXIIP Lagon. — Équations du prin¬ 
cipal problème où elles se présentent, et qui est celui des ondes pro¬ 
duites, à la surface d'un liquide pesant, par l'émersion d'un solide ou 
par une impulsion superficielle. 

* U nous reste encore à intégrer les équations des ondes produites à 
la surface d'un liquide pesant par l'émersion d’un solide ou par une 
impulsion comme celle d’un coup de vent. Ce sont les deux relations 
Indéfinies (fa), réductibles, comme on a vu (p. /j 53 *), à 


(«y J 



(/** 


-h A,o =2 o. 


où parait, pour définir le mouvement, une fonction ? de l, x et z , ou 
de /, x y y y Zy finie et continue dans tout l’espace occupé par le fluide, 
savoir, du côté des z positifs, c’est-à-dire au-dessous de la surface 
libre de repos du liquide choisie comme plan des .*■/, et où, de plus, 
Ajÿ désigne le paramètre différentiel du second ordre de « pris seule¬ 
ment par rapport aux coordonnées <r, y> c’est-à-dire dans le plan 
horizontal de chaque point (.r, y, s). La fonction o se trouve, en 
outre, astreinte à s’annuler asymptotiquement quand l’une quel¬ 
conque de ses variables x, z et /, ou y, croît sans limite en 
valeur absolue. Enfin, elle vérifie les conditions initiales suivantes 


VU 0 ) \ 


1 (/ÎQ 

| (pour / = o et quel que soit 5 ) 0=0, =0; 


I fés 

f (pour / =s o et z au) s=s une fonction donnée F(a?) ou F(ar,jQ, 
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la fonction F, mille pour les valeurs infinies soit de x, soit îles deux 
coordonnées liomontales x t y> mais d'ailleurs arbitraire, exprimant: 
1° dans le cas des ondes par émersion, t'ordonnée initiale; de la sur¬ 
face libre, ordonnée égale a zéro aux endroits que n'occupait pas le 
solide primitivement immergé, mais égale à la profondeur connue 
d'immersion de celui-ci aux parties de In surface qu'il occupait, et, 
dans le cas des ondes par impulsion, {'impulsion totale (à un fac¬ 
teur constant près) exercée, ù l'époque t = o, sur l'unité d’aire delà 
surface libre eu chaque point (.r,y*) de celle-ci, 

Quant aux circonstances du mouvement, la fonction ^ les repré¬ 
sente au moven de ses dérivées partielles premières —,—^—* dans 
* 1 1 </<»%/, ;» t) 

le cas des ondes par émersion, et au moyen des dérivées analogues 

-7—“-t- -yf de sa dérivée première en t dans le cas des ondes par 

impulsion. En .effet, ces dérivées respectives en a*, y, t de s ou de 
^ expriment, savoir, les trois premières, les vitesses actuelles, sui¬ 
vant les x, y y de chaque molécule, supposée désignée ou définie 
par les coordonnées x, y , ; de sa situation finale de repos, et, la qun- 

triume, ou > sa dénivellation actuelle, c'est-a-dire son abais¬ 
sement, ù l'époque t } au-dessous de cette siluatiou finale. L'équation 
de la surface libre, qu’il suffira d'obtenir et de discuter pour con¬ 
naître ù chaque inslaut les ondes produites, se formera, sauf erreur 
négligeable, en calculant la dénivellation pour les molécules super¬ 
ficielles (x,y, o), et en la regardant comme identique à la petite or¬ 
donnée; de lu surface sur la verticale même du point(^,y,o). Si donc 

l’on appelle h lu valeur de pour; ~u, ou si l’on définit celle fonc¬ 
tion de Xy y y /, dès lors la plus importante u déterminer dans le pro¬ 
blème, en posau l 

(i)t> h = (pour s»- o), 


l’équation de la surface libre sera ;rz /i, lorsqu'il s'agira d'ondes 
par émersion, et ; = quand il s’agira d'ondes par impulsion. 

Les relations (89) et (90), avec les conditions que <p s'annule soit 
pour Xy 5 ou l infinis, soit pour x, y y ; ou / infinis, constituent un 
système plus difficile à intégrer que tous ceux dont nous nous étions 
occupés. Aussi devrons-nous y employer à la fois les deux sortes 
Ii. — IL Partie complémentaire. 3a 
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d’intégrales définies qui, jusqu’ici» sauf dans une partie de lu dernière 
question traitée (p. 4 y 3 *), nous avaient suffi séparément; et, dans le 
cas général où dépendra des deux coordonnées horizontales æ, y, 
nous aurons même à y mettre en œuvre deux potentiels, sans compter 
deux intégrales de la forme ( 4 ‘a) [p. 454 *]* Au contraire, un de ces 
potentiels, le plus compliqué, devient inutile quand <p est fonction 
d’une seule des deux coordonnées horizontales, de x pur exemple, 
circonstance se produisant pour les ondes cylindriques où tout est 
pareil aux divers points d’une parallèle quelconque à l’axe des y 
(comme il arrive fréquemment à l’intérieur des canaux de largeur 
constante dont les bords sont normaux à cet axe). Commençons donc 
par traiter ce cas moins épineux, où <? dépend seulement de x, z et t . 


472*. — Premier cas, n’exigeant pas de potentiel sphérique: ondes pro¬ 
duites dans un canal étroit ou propagées suivant un seul sens hori¬ 
zontal. 


La première équation indéfinie (89), alors réduiteù ^2 ~.-2 — o, 

et les deux premières conditions initiales (90), savoir 5 r - 0 et 
^- 5 . = 0 (pour t o), régissent les valeurs de « relatives au niveaux, 


ou à un plan horizontal quelconque, indépendamment des valeurs 
analogues aux niveaux voisins ; car aucune dérivée de <p en z 11’v 
parait. U y a donc Heu de former, pour ces relations prises à part, 
une intégrale aussi simple que possible, où z figure uniquement sous 
un signe de fonction arbitraire, en qualité de paramètre destiné à ne 
varier que lorsqu’on s’occupera des autres équations du problème. 
Or telle est précisément l’intégrale ( 54 ) [p. 46 o*] de l’équation indé¬ 
finie ( 53 ), quaud on y permute x et l, ou que, changeant ( 53 ) en 




et faisant d’ailleurs figurer explicitement 


comme 


il vient d’ètre dit, dans la fonction arbitraire/, l’on pose 


w ? =£ 4 ) +/ (*'“ ï’ *)]♦ {ù) ,h - 

En effet, comme la fonction [évaluable parles relations ( 56 ), (03), 
(66) des pp. 267* et 269*] a été choisie de manière que <j*(o) = o et 
<J/(o) =0, l’expression (92) de <p, différentiée deux fois en / parla 
règle du n° 346 * (p. 179*), rendra bien <p et sa dérivée seconde rela¬ 
tive à t nulle» pour t =0. Mais, d’après une remarque terminant le 
n° 463 * (p. 460* ), cette expression (93 ) de <p ne vérifiera effectivement 
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çfitr rft ^ 

l’équation indéfinie ^ -h ~o que si Ion u/'(~oo,$)=/'(«>,3), 

relation où/(a*» s) désigne la dérivée de/(#, 3) par rapport & a. Or, 
c’est bien ce qui aura lieu en prenont/(± co, 5 ) = 0, comme il faudra 
Je faire pour que, dans (9a), la fonction sous le signe/ puisse, quami 
œ sera infini, s’annuler d’une manière continue et donner * r^o. 
Déterminons maintenant la fonction/, au moyen de celte condition 
spéciale/!±00, s) = o, de la relation non moins évidente 



sans laquelle o ne s'annulerait pas pour 3 = oc, de la dernière coud»* 
lion (90), ^ ~i*(r) pour l et 3 mils, enfin, surtout, de la seconde 


équation indéfinie (&)), devenue -T-* 4- — o. Or celle-ci sera sa- 

(♦ 3 * tfJC* 

tisfaite de in manière la plus simple, savoir, par cha(|uc élément 
f(a % ± de ?» e« prenant la fonction / telle, que lu 

somme algébrique de ses deuv dérivées secondes directes, par rapport 

♦ 511 

à ses deuv variables r ± — et 3, soit identiquement nulle. Cela re¬ 


viendra, si Ion considère la fonction de point f(a' } 3) dans toute la 
partie du plan des æz où 3 est positif, à y annuler son paramètre dif¬ 
férentiel du second ordre, Quant auv conditions /( ± oo, 3 ) rr o, 
/(.r, oc) =0, elles signifieront que cette même fonction /(a?, 3) 
devra, en outre, s'annuler aux distances infinies de l’origine. 

Pour achever de lu déterminer au moyen d’une relation la concer¬ 
nant sur tout le reste 3 = 0 du contour de l’espace où elle existe, 
nous avons enfin la dernière condition (90). Cherchons donc ce que 
devient celle-ci avec l’expression (93) de <?; et, à cet effet, évaluons, 
par la règle du n° 3 V 0 * (p, 179* ), la dérivée première en l du second 
membre de (9a). Nous trouverons 



et, par conséquent, à la limite t ~o, 


//o /** f v 

(gj) (|>our / =0) = if(x, z)j <|•'{-)<!*■ 

Or l’intégrale de s'obtient en observant que, d’après la for- 
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mule de <$'(*() déduite immédiatement de celle, ( 50 ) [p, 3(17* J, de 
savoir 

/\ r v 

| y ( Y ) ~ / coü( y — wi* )d«i 

J ,v 

| rr cu« 7 T'*ce* m* <//« -f du f ^ sinm* cfo<, 

« ' U » y 

ou 0 identiquement 

(<ro ■}'(* j- ~,s t.X ro *" irf *) •■ ) 

et, par suite, vu, iiuulotmjnL les formules Dto 1 de lu page 117*, 

i .f o 

fijfîi ' 

(./ ,,hs (f siuw* c///i j =t -..y,. 




Donc la relation u/j j se réduit *‘i 
MC) 


(h 

( pour / ^ 01 j*. 


<» 


• -- s 1; 

U 


et la dernière condition (qo), spéciale «; = u, devient, si on la résout 
par rapport a/(.r, s), 


M»H) 


r -, .. 

l* ( J* ). 


Kn résumé, pour déterminer la fonction/( .r, s ; dans toute la partie 
du plan des ats oti 5 est positif, Ion a, comme équation indéfinie, 
l'égalité à zéro du paramétre i, de cette fonction, et comme condi¬ 
tions définies, l'égalité de/à 9 y F( .r), sur la partie 5 — o du cou- 

tour tlo cet espace, avec son amuilation (immplo tique; sur tout le 
reste. Or nous avons vu à la fin du n« 3oï‘~(p. •»*♦) cjue la dérivée 
en s du potentiel logaritlimique /(log r)dm d’une traînée j dm de 
matière, alignée le long de l'axe des ,r, et d’une densité linéaire par- 

y r~ 

tout exptimée P ai *( J *)» vériliera toutes ces conditions au con¬ 
tour. Kn particulier, cette dérivée du potentiel logarithmique par 
rapport ù z sera, pour chaque point de la traînée, celle que nous 



fcT PAtt IMPULSION : CAS U't’NR SEULE COOIIOONNÉB H.>ÏUZONTAI.R X. Sot* 

appelions (p. îim*) ou dont lu valeur égale le produit de tv par la 

i* 

densité linéaire, c'est-à-dire, ici* par~iF(a*). Kl, de plus, en tous 

les points (j*, -5), elle aura bien son paramétre A, identiquement égal 
à zéro, comme dérivée partielle du paramètre A,, qu’on sait être nul, 
du potentiel /(log/*) dm lui-même. 

Appelons \ l’abscisse x, d’un point quelconque de Taxe des x, et, 

par suite, F( î)f/ 5 , lu masse dm de lYdément de traînée compris 

entre ce point et celui dont l’abscisse est $-w/ç. Le potentiel loga¬ 
rithmique f {{{}%/•)dm sera évidemment 


-y- J ( logr ) K( î ) </$, UUV /• rr: -j- ( \ ~ #)*, 

* —« 

Il viendra doue 

| /( r, 5 ) - *j- Ç ( log/- ) I* 1 ' ) d\ 

MKP ' _ 

I r^ Flîlrf5=: ^ r -JïiïuG-. 

TT* t / ^ dz * ' îï* , Z* X ) s 

Comme lu fouet Uni l*\ 5 j s’uuuuleru en dehors d’intervalles limités, 
celle valeur de /(.r, 5), évidemment de l’ordre de z~ l aux grandes 
profondeurs s, se trouvera, de plus, comparable à l’inverse de x* 
aux très grandes distances horizontales ±.r de l’axe des z . Or il 
résulte de lu que l’expression (gît) de 0 constituera une intégrale finie 
et parfaitement déterminée ; car, si Ion y fait abstraction, sous le 
signe /, du facteur toujours compris entre des limites restreintes, 

la fonction j[x 4- 5) -+-/(.r — *% v) sera, pour zt « 4 très grand, 

de l'ordre de a - *, alors qu’il lui suffirait d’ètre d’un ordre de peti¬ 
tesse supérieur à celui de *“* pour assurer au second membre de 
(92) une valeur finie. Ce second membre admettra, d’ailleurs, ut» 
nombre quelconque de fois, malgré retendue infinie de son champ 
d’intégration, la règle de différendation en l donnée dans le n° 34 G* 
(p. 17g*), tantôt, à cause des changements de plus en plus fréquents 

de signe de ou de *W — J > Y ( ~ J* *“ quand «grandit, tantôt. 

ù cause du rapide décroissement de la fonction j(æ±: zj, ou de 

scs dérivées partielles, pour ces valeurs croissantes de «. Et elle l’ail- 
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mettra aussi quoique, à partir de la troisième différentiation en /, il 
s'y introduise sous le signe / un facteur ^ ou <(/% ..infini à une 
des deux limites j car, en même temps, il y figurera un autre facteur, 
somme ou différence de fonctions/', ou J\ ... qui deviendront ù 
celte limite incomparablement plus petites que ne sera grand le fac¬ 
teur ou y .... On pourra, de meme, différentiel’ indéfiniment 
en a* et en 5, sous le signe /, l'expression (gu) de <p ; cnr de telles dif¬ 
férentiations y introduiront, au lieu de /, ses dérivées partielles, de 
plus en plus petites pour les grandes valeurs absolues de ses variables. 
Il ne reste plus qu'à s'assurer si, pour s ou l infinis, lu fonction 5 
et ses dérivées, ainsi obtenues, s'annulent. Cet évanouissement asym¬ 
ptotique résulte, quand z est très grand, de la petitesse indéfinie que 
présentent alors /ou ses dérivées. 11 résulte, lorsque ±.jc est très 

grand, de ce que les deux fonctions/(.r rq - , si, ou les deux fonç¬ 
ai ' A 1 

tions/(.r qp ~• zj } n'ont de valeurs sensibles que pour des valeurs 

modérées de x q: ou de u*qi t ~ 9 lesquelles, existant seulement 

quand il s'agît de celle des deux fonctions considérées où le signe ^ 
est contraire a celui de u?, correspondent ù des valeurs de a toutes 


comprises, dans le voisinage de la valeur particulière xœ ou 
l 

sj ^ ' xx ’ ** rintérieur d'un clinmp d’intégration de plus en plus étroit, 

tic l’ordre de v'= a* ( ~ I —i/ —. ou de (— ) et, dons 

ce dernier cas, incomparablement plus petit même que l'intervalle 
existant entre 0 et —f.— * 

y 

fin lin, quand / devient infini, les fonctions /,/', *.. sous le signe/, 
ne sont sensibles que pour des valeurs de * ou finies ou très grandes, 

a, ,« 

suivant que ces fonctions ont les variables z* ou x ±:—, z\ 

u «a* 


* 4 H « 1 ) 

et il suit de là que, dans les deux cas, la variable ~ ou — du facteur 

*2 a* Tl 


’V) ou Vt ou ’Vt • •• est extrêmement grande et incomparablement 
plus vite changeante que a. Par suite, ce facteur passe à tout instant 
du signe positif au signe négatif. L'intégrale est donc une somme de 
termes très petits, à signes alternés, se décomposant en un nombre 
fini de groupes dans chacun desquels la valeur absolue des termes va 
en croissant ou en décroissant, groupes qui, respectivement compa¬ 
rables a leur moins faible terme, donnent un total insensible. 
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Ainsi l'expression (9a) de y remplit bien toutes les conditions dé¬ 
sirées, Kliminons-en la fonction/, dont la valeur est représentée par 
le dernier membre de (99); mais, auparavant, simplifions celui-ci en 
substituant à 5, sous le signe /, une nouvelle variable d'intégration, 
r t9 définie par la formule | rr: 4?-+-$*, (d'oft <t\ = 2 */r,), variable qui 
grandira, comme $, de — 00 ti 4-3?, car z est positif en un point quel¬ 
conque (a*, 2) de la partie considérée du plan des Il viendra 


(100) 






dr t 

1 --V 


« 


Hemplaeons-y.r par x zt - et substituons enfin dans (93), A Insomnie 

/ + -~»îj 4 -/(.r— t sa valeur obtenu u. Un changement dans 

Tordre des intégrations donnera l'expression définitive cherchée de % : 

) ? = *Û £ r ^_ ( Ç [l£- t - s ,) ■*+■ k(* - £ -H sr, )]* ( J 


a* 


t73*. — Équation qui y régit le» déformation» de la surface libre 

et la marche des ondes. 

Contentons-nous ici d'en déduire l'expression de la quantité particu¬ 
lièrement importante/*, définie par (91), et dont dépend la forme de 
la surface libre. Pour 3=:o, l'intégrale double, dans (toi), se réduit 
évidemment au produit de deux intégrales simples, dont Tune, 

J T ^Tt (ttre longt,)^ ouït; et, en difierentiant (Tailleurs 

l'autre par rapport i\ l y Ton trouve 

«-> * ■ -PjC M—£)* f (— A)] <■■(?) *• 

expression qui, pour <=o, se réduit bien a F(#), vu la valeur (96) de 

!>(?)- 

Afin d'obtenir In forme naturelle de ses éléments, dédoublons-la en 
deux intégrales, avant sous le signe /, Tune, le facteur F (4 4- ^ )> 

l'autre, le facteur F (jt — et, dans chacune, appelons pour eu 

faire la variable d'intégration, le binùme ,r± dont dépend la fonc* 
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tion F. Comme ce binôme varie de ±îo{u' quand * croit de zéro 
« «x, et que, d'ailleurs, si /• désigne în distance \?{j : —TT* des deux 

[joints de Taxe des x dont les abscisses sont *r, ï, la relation *r i; ~ ; 

a** 

donne respectivement, 

1 « - ~ l ±: (. ; - a-1]“ 1 r- _ L, 

\ V* \f'A r 


*V< '2 /' 

il viendra, toutes réductions faites, en appelant (maternent ely la rfr- 
pression élémentaire ou Vimpulsion élémentaire F($) <t% produite 
initialement sur chaque bande superficielle comprise entre deux 
abscisses consécutives $, $ 4- ci\> 

(.«i. = i 

U' 1 / r v > *J*VirJry/ï 

Ainsi, l'élément naturel de la solutiou eu ce qui concerne /#, savoir, 
l’expression de h pour le cas d’une simple dépression ou impulsion 
initiale <lfj localisée sur une bande horizontale mince perpendiculaire 

aux x 9 est, à toute distance sensible /* de celle bande, <)/ / — u 

nr v^r M 

Hemplaçons-v la dérivée */ soit par son développement en série dé¬ 
duit de la formule (CG) de la page 2G9*, soit par son expression asym¬ 
ptotique résultant déjà formule ( 5 ^) de la page 2(>~* ; et nous aurons, 
pour ce cas simple, 


I 7 £, 

(** 1 » 

//S-ilM-t “1 

' *2 /* / 

' *2 /* * 

. w> ! 

1 

1 . i , j 

. 


I ou, * ~ est très grand, h = jjL [t/-^-cosf ~ — ? ) I * 
Xf ÿvr* IV 4>* VI/' 4/J 

Ces formules, dont la deuxième servira quand le calcul approché 
de h par la première serait trop laborieux, sont précisément celles 
que Poisson et Cauchy avaient obtenues vers le commencement de ce 
siècle, dans leurs grands Mémoires sur les ondes liquides (*), mats par 


{*) Publics aux Tomes I des deux itecueils de l'Académie des Sciences de 
Paris, savoir, celui de Poisson, au Tome I des Mémoires des Membres, et, celui 
de Cauchy, au Tome I des Mémoires des Savants étrangets. 
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des procèdes compliqués, très délicats et d’une intelligence difficile. 
L'étude de leurs conséquences et de celles de la relation plus géné¬ 
rale (soi) nous mènerait trop loin ; elle appartient d’ailleurs à l*lfv- 
drodyna inique (* ). 

47iV - Deuxième cas, où devient nécessaire un potentiel sphérique: 
ondes produites dans un bassin et propagées suivant les deux sers 
horizontaux. 

Passons maintenant au cas où, dans les deux équations indéfinies 
(89) [p. 49 ®*]» complétées par les relations spéciales (90) et les con¬ 
ditions d’évanouissement asymptotique de ? quand une quelconque 
des variables proposées devient infinie, la fonction y dépend des deux 
coordonnées horizontales x et /. Alors Je second membre de (99) 
[p. 498* ] a besoin d’ètre généralisé; car x ne peut évidemment plus 
y figurer d une manière aussi simple. A cet effet, remplaçons*)' x par 
une variable indépendante auxiliaire T, et, laissant provisoirement 
indéterminée la manière dont /dépendra de x, y, 3, écrivons cette 

louciion, sous le signe /,/^T x t y, zj, Prenons, en d'autres 

termes, 



Il est vrai que, de la sorte, la fonction ? dépend d'une variable de 
trop, mais on y obviera, en attribuant finalement, dans (to5), à cette 
variable T, une valeur constante, savoir, la valeur zéro, plus propre 
que toute autre à simplifier les formules; ce qui, au fond, revient à 
fuire porter les changements de la première variable de la fonction/, 

ilans (io 5 ), sur la partie ± ■* i\ laquelle seule, en définitive, il y aura 

lieu de donner diverses valeurs. Par contre, la forme ainsi conservée 
(to 5 ) offrira les avantages qu’a voit précédemment (99). D’une part, 
elle satisfera identiquement aux deux premières conditions (90) et 

donnera de plus, d’après (97), à In dérivée l'expression initiale 
simple ,r, y t c). D’autre part, elle vérifiera l’équation 


(’) On la trouve aux pages Gu8 à fi-lg et G' ( 8 à Gii du Volume Intitulé Applica¬ 
tion des potentiels à l'étude de l'équilibre et du mouvement, des solides élas¬ 
tiques, avec des Notes étendues sur divers points de Physique mathématique 
et d*Analyse. 
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tf(\ 55 ÿp [ Sl moins/ T (x, v) —/r(«*% v, 5)] et per¬ 
mettra ainsi tïabaisser ait second ordre la première des deux équa¬ 
tions indéfinies proposées (89), en la ramenant à la forme do celle du 
son, intégrable par des potentiels sphériques, 


d*% 

rff»= a»?. 


W* 


d*v 

_L 

tfa* 


<[** 

dj* 


t loi») — r£ ~ OU, (Ci» 

Donc, A'/'dce d /</ variable en excès T, qui permet d'égaler la dé- 
rivée correspondante successivement, à — à i,e, /a rf</- 

Jicutté que présentait l’intégration de ta première équation (89) sc 
^/oMce </m«« «m /KHflf rfV/re résolue, car cette intégration se dé¬ 
double en eettes de deux équations déjà traitées. El, chose digne 
de remarque, le mode de variation de l’inconnue unique •> en fonc¬ 
tion des trots variables », T, /, considérées à tour de rôle comme 
principales, se trouve réglé par tout autant d’équations indéfinies, 
dont deux, savoir, la dernière (89) et (106), rattachent, séparément. 
les dérivées secondes de ? soit en 5, soit en T, à son paramètre diffé¬ 
rentiel i, pris en x et en v, tandis que In troisième, —<■ 

relie enfin la quatrième dérivée de ^ en t à sa dérivée seconde en T. 
Autrement dit, à chaque variable indépendante autre que les coor¬ 
données horizontales x, /, il correspond une équation distincte 0C1 
elle joue le rôle de variable principale; et ce n’est pas le nombre des 
fonctions inconnues, mats seulement le nombre de ces sortes de va¬ 
riables, ou des sens suivant lesquels on fait varier ? d'une manière 
déterminée, qu’on accroît en introduisant la nouvelle relation (106). 
Quant à la possibilité d’accorder ensemble les trois manières dis¬ 
tinctes dont y devra changer, avec *, T et /, d’après les trois équa¬ 
tions indéfinies posées et les conditions définies qu’on y adjoint, elle 
résultera de la formation même de la fonction 
ht d abord, l’équation (io6) sera satisfaite par l’expression adoptée 
(io 5 ) de y, si elle l’est par chacun de ses éléments; ce qui aura lieu 

en posant (-fîr; — T± &$y% zj =o, c’est-à-dire, 


(107) 


l ^ C /T* *) — «, 

* » 


« OU. ICI. 


I <t\fÇV.x,y. s) _ <f*/(T, x,y, 3 ) , d*/(T,x, r, 3 ) 

■ dis ^ - H- jÿf -» 
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pelotions dans lesquelles T désigne la première variable tout entière 
de la fonction y, savoir, ce que nous réduirons finalement, dans (loo), 

a ± — ♦ 

* 


On voit que, si $ et, par suite, / ne dépendaient pas de y, la ma¬ 
nière dont # et T entreraient dans/serait déterminée par l'équation 

dfî = 7 È* ^ a( l ue ^ e 0,1 satisferait Icplus simplement possible en pre¬ 


nant/de la forme/(a'- hT, 5)j et i) n'y aurait plus qu'à poser en¬ 
suite, comme il a été dit, T — odans(io 5 ) où les fonctions/seraient 

/(•!"+' T ± zj } pour retomber sur l'expression (93) qui nous a 

précédemment suffi. 

Or une telle solution particulière de (107), où ne figurera qu'une 
seule fonction arbitraire des coordonnées, continuera à suffire, car un 
choix convenable de cette fonction permettra encore de faire vérifier 
par l'expression de <p obtenue la seconde équation indéfinie (89) 
[p. 49 ®*] avec la troisième condition spéciale (90), pour T nul, et 
celles d'évanouissement asymptotique pour a?, y, z ou t infinis. Xous 
pourrons donc prendre comme intégrale de (107) un seul des deux 
termes du second membre de ( 38 ) [p. 4 ^ 6 *], oit il faudra d'ailleurs, 
ainsi qu’on l’a vu à la fin du n° 459 * (p. 44 /*) pour le cas de la der¬ 
nière équation (107), ne considérer sous les signes //, dans les fonc¬ 
tions F et/, que les deux premières variables a? 4* /*cosp cosO, 
y-H/‘cos ja sinO, c'est-à-dire réduire la troisième, «M-rsinjA, à z* Le 
terme à garder sera celui qui est une fonction paire de la variable r, 
dont le nom, ici, est T, savoir, le premier terme, devenu 


18) 


JL JL 
*r. <n 


n 

f i 

cos p dp / K( x 4 T vos p cos 0, y 4 T cos ja sin 0,3) r /0 


tën eflet, comme nous devons finalement poser, dans (io 5 ), T = 0, 
le binôme entre crochets, sous Je signe /, s'y réduit à 



a* \ 

a > - j» 


» 4 


fonction essentiellement paire de la première variable et dans la¬ 


quelle une partie de /impaire par rapport a cette variable, savoir, le 
dernier terme de ( 38 ), s'entre-détruirait identiquement* 
Rappelons-nous d'ailleurs (p, 444 *) que, pour T = 0, l'expression 
(108) de /(T, a?, y, 5) se réduit à F (a?, y, 5), de sorte que la fonction 
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arbitraire F(>, 3) cst/(o,.r, y t z)\ et, eu définitive, vu d'ailleurs 

l’égalité de/(-- ,v, jr,z) a/(~**lu formule utilisable, 

ttûduitu du (u>">}, à adopter pour f sur 


(•«J) 




avec I expression suivante de la fonction f t quant ù sa première va¬ 
riable, 


t: 


» 1 (/ /*j /1 ttî 

ü 10 i l\r ,s i - - ~ ( f\' f T«»;a</ja / /uvr+Teos «a cos 0,r-:-T co.< ja sin 0, 

•■0 , '0 

Déterminons maintenant /(o, **’, J', 3) au moyeu des conditions non 
encore employées, et, notamment, de la seconde équation indéfinie (89), 
On voit que celle-ci sera satisfaite par chaque élément de l'intégrale 
(io 5 ) et, pur suite, de l'intégrale (109), si les trois dérivées secondes 

directes en r,v, ; du lu fonction f(j±~> x, y, z \ ou J\ T, .r, y, 5) 

tml leur somme algébrique uulle; ce qui, d'après (noj, aura égale¬ 
ment lieu, pourvu qu'il en soit de même des trois dérivées seconde* 
directes de la fonction 


/t O, J' -t- T cos ja cos I), y - r T cos ja sia 0,3 1. 


ou, évidemment, de/^o, u*, s v, z ), par rapport à leurs trois dernières 
variables» 

Ainsi la seconde équation indéfinie (89^ se trouvera vérifiée par 
(100), si le paramètre dlirérenliei i s , en */*, r, 3, de la fonction de 
pointy*(o, u*, yp z), est identiquement nul. 

D'ailleurs, la dérivée se réduisant, pour T = o et /rro, à 


“r/(o,a*,r,3) d'après ce que Tou u vu un peu avant (îotij, la 
dernière condition spéciale (90), qu’il restait à remplir, devient 

/(o,»r, v, o):= F(a\y). Donc la fonction de point/(o,.r, r, si, 

ii paramètre nul dans tout l’espace où z est positif, devra, a 
la surface 3 = 0 de cet espace, se réduire à la fonction donnée 

'A l/u A 

" elle sera enfin tenue de s'évanouir en tous les points 


(<iî?, y, 3 ) du même espace infiniment éloignés de l’origine, pour y as¬ 
surer l’annulation asymptotique des expressions (110) de /et (io 5 ) 


k/o. 



(MIJ 
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ou (109) de f, Or, 011 sait (p. •Aa'j*) que le potentiel ordinaire ou in- 

verse / — dune couche fdm étalée sur le plan des xv, et dont 

la densité superficielle en chaque point (£, vj) de ce plan serait 
./* 

— ^7 F($, \), aurait, du côté des z positifs, au sortir de la couche, 
sa dérivée en z égale au produit de celte densité pour — ar, c’est-à- 

dire précisément, en (.r,r,n), à la fonction donnée a F y)* et 
comme, dune part, la meme dérivée ~ j *~ vérifierait l’équation 

^ (hj ~F i,l l uivn!enle u Jfë S * ) ~ ~° *d«MUqueiueiit sa¬ 
tisfaite à cause de A, / ~ r:o; comme, d’autre part, elle s’éva- 

nouirait aux distances infinies de la couche fdm, on remplira toutes 
les conditions voulues en prenant effectivement pour /(o, .r, r, z) la 
dérivée dont il s'agit, c'est-à-dire en posant 

• ) /.«,*,/,„= '! =-^ •/- 77 "_ 

Grâce à celle expression de/(o,.t-, r, s)> qui sera de l’ordre de 
petitesse de aux grandes profondeurs 5 et de l’ordre encore plus 

élevé cle (\>*h -/ s )“ 3 aux grandes distances horizontales de l’axe des 
-5, 1 évanouissement de/(T,#, r, s) et de s, pow\?\jou ; infinis, se 
trouvera bien assuré. 

De plus, la valeur (110), paire en T, de/(T, .r, y, 3), s’évanouira 
si T y croit indéfiniment, et elle tendra ainsi vers une limite détermi¬ 
née /(± 5), circonstance d’oü résultera, en appelant /' la dé¬ 

rivée de/(T, 5) par rapport à T, l'égalité 

/'(-+•»,a?,/, Si = /' <— 9Ç, jr,/, 5 ». 

reconnue indispensable pour la vérification par (io.j) de l’équation 

z/itj 

jfï ■+* — °- F-11 effet, quand T est très grand, l’intégrale double 

qui paraît dans Je second membre de (mo) peut être réduite à ses 

éléments correspondant aux très petites valeurs de cosp, ou aux va- 

_ 

leurs de p comprises entre ~ et toute limite fixe |a 4 choisie peu infé¬ 


rieure u car, pour les autres valeurs de p, la fonction / y est de 
l’ordre de/(o,T, T, 3), c’est-à-dire comparable à T~ s , et les éléments 
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de l'intégrale double, de champ invariable, où se trouve en outre le 
facteur T, ont en tout leur somme comparable ù T~*, c’est*ù-dire seu¬ 
lement du second ordre de petitesse. Or, pour les très petites valeurs 
de cosp, la différentielle ou, sensiblement, sinj&r/p, revient h 

— c/cospj et, si Ion pose Tcos(x = ': ^doù yj, la nou¬ 

velle variable *: décroîtra, T étant supposé assez grand, depuis une va¬ 


leur très élevée jusqu'à zéro, pendant que p grandira de jjl, ù *- • Donc 


les éléments en question donneront à fort peu prés le quotient, par T, 
de l'intégrale 



æ -h 7 cos 0 ,y -h % si» 0 , $) d% 


finie et déterminée par suite de ce que 

*:/io, a* + : cos 0,^ h-t sinO, v) 

est de l’ordre de quand ? devient très grand. Ainsi, pour les fortes 
valeurs absolues de T, l'intégrale dont la dérivée en T figure au second 
membre de (110 ) se trouve comparable ù T~ ! , comme la somme de 
ses éléments les plus influents; d'où il suit que ce second membre 
doit être, lui-même, comparable à T~ s , et, la fonction/, dans (100), 
de l'ordre de pour * très grand, ainsi qu’il arrivait (p. joi* ) sous 
le signe / de (93), clans le cas précédent d’une seule coordonnée hori¬ 
zontale. La détermination parfaite des intégrales figurant aux seconds 
membres de (100) et de (109) est donc, de même, assurée, comme 
la légitimité des règles de dilTérentiation suivies, telles quelles ont 
été données au n° 340 * (p. 179*). 

Lnfin, l'annulation du second membre de (iof>) ou, par suite, de 
(109) pour / infini s’expliquera par les inômes raisons que dans ce cas 
précédent (p. 5o3*). 


473* — Équation qui y règle lef déformations de la surface libre 
et le transport apparent des ondes. 

Bornons-nous à former complètement l'expression de la dérivée h 
de <?u» / à la limite z ~ o, fonction de or, y t t dont dépendent les dé¬ 
formations de la surface libre et la marche des ondes superficielles. 
La dérivée du second membre de (109) par rapport a t étant, pour 
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il suffira de prendre aussi z *i= o dans la formule (in), qui donnera 
= ~i— l'(^N r )î «près quoi il résultera, de (no), 

,/ /*? /»« 

./1T, ;r,o ) = 3- -Tj, I T eos jà dp I F (* -+- T eos ;a eosQ. y -t- T cos [A sin 0 »</0, 

“ " * ■ Q 4 '(I 

4 T /* 

ou, en posant 1 =. —, 

^ 51 


7 Î 


iu3> 


. ( /* \ V * '/ Ç* /* . 

y (jns • = sr -wi-j[ ^ «• !* <':* 

* \ •>.«*/ 

f /*** r/ Z 1 cos ja f / a rosu . . 

f x l 1 (*+ ~Tir cos0 ^' - “Tir- f, "V ,/0 - 

Or, le temps l n eutre dans l'intégrale double du second membre 
que par la première des trois variables ~ » x } y dont dépend celte 

intégrale, et l’on peut obtenir sa dérivée relative à —; en faisant 

‘A 3l s 

croître t de dt sans que a, *r, ni y varient, puis, eu divisant l'accrois- 
semeut obtenu par celui, ou ~ cil, de ~ • Autrement dit, le 

signe de difl'éreudation ---- - y revient à ~ r j-* Alors, le facteur ** 

^ ( i ** ) 

* 

pouvant meme passer sous le signe et sous le suivant, /, d'intégra- 
lion, qui ne s’v rapportent pas, on trouve 

x f F (x -f* ~ p *- cos 0, y -r- f m Ü1 dU . 

d n \ ' 1 % U a / 


<114.1 


Donc l'expression (us) de /* devient, eu groupant sous le dernier 
signe f tous les facteurs variables de la fonction à intégrer, 


| * f <*co.M'(f) v(x;- 


Il 


(i. 5 ; 
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t*our simplifier celte expression, adaptons au lieu de *, comme 
variable de lu première intégration, tu quantité que nous ap¬ 

pellerons r, et qui décroît de l'infini à zéro quand % grand il de 

zito àl’mlmi. L'égalité/•— ~~~< o« * ~.t r~*,donnant 

(hr~ — ~~.s (/f y | intégrale en fi et %, dans (no), prend In forme 

vrÿ'jLr 1 


M 


,1* P** tu /** //* rosu'i * ,,//* rosu i 

J n e> J ~jH.r-r-reusÙ, j- 


On voit que, si /% sur le plan des ay*, désigne la droite de jonction 
du point considéré (.r, v) aux divers autres points, dont j’appellerai {, 
r t les coordonnées, et si 0 désigne l'angle de cette droite /■ avec Taxe 
des vr, l'intégrale double 




oit / cl ;a seraient deux constantes, deviendra précisément (i i0) parla 
substitution, aux coordonnées rectangles $, y, , de coordonnées polaires 
/\ 0 comptées à partir du point (u, /) comme pôle. Donc cette inté¬ 
grale double ( ii 7) peut remplacer (i tG ) dans ( 11 5 ) ; et, en appelant <fy 
lu dépression élémentaire ou Y impulsion élémentaire \ : {; } r^d^ch, 
produite initialement en chaque endroit (ï, y,) de la surface, la for¬ 
mule (im) de U sera enfin, sous une forme aussi réduite que possible, 


*• 



oïl le premier signe / de sommation s'étend à toutes les dépressions 
ou impulsions élémentaires, rfy, produites initialement (c'est-à-dire 
pour / ~o) sur la surface libre, aux diverses distances r du point 
quelconque (.r, y) de celle-ci. 

Ainsi, l’élément naturel de la solution cherchée, expression de h 
pour le cas dune seule dépression ou impulsion initiale dq localisée 
à l'origine des distances r, est 


« 


u hj) h 


\dq 
rSt i dt 


d r* 
Tt / 

t'Q 


*/) d;x, si Koii pose 


/* 

V = COS JA. 
4 .* /• * 


Développons-la suivant les puissances impaires de et, dans ce 
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but, remplaçons y (7), sous le signe /, par sa valeur déduite de la 
formule ( 60 ) de la page 369*. H viendra 

,î*./v>- 1 pjiiî _ <rüi.+ -h _ <k J)' n Ti _- 1 

f V U) - 4 L . 1.3.3 - l .3.î...(i«-rl) T ' J 

Substituons-y — cosp è «7, pws multiplions par c/ja et intégrons en 
nous souvenant (p. Co) que 


x 


cos«»+«;i </jt = - i ? •.. ' 

* ‘ ‘A a 1 


u n -r* a 


Nous aurons 


,?. . r(S)’ (iy 

/ V-ipr- 


/ fî ' S« - ï 
* 'A/*/ 


’ ' a.4«..(,a/< *)('xn — -MJ * 1 ~‘ * 

série dont la dérivée en /, portée dans (119), donne finalement 

(11)' 

«s/* L \ a/ 7 

^ 1 jt0J i / /ï 1*14-1 "1 

± _ h) _ I 

( 2.4 ,a« - 1 * J jci/i -r- -T- il ^ “ * J 

Celle formule est, comme la première (toi) [p* ÔoV], d’un calcul 
laborieux quand Je rapport — devient considérable. Mais alors sous 
le signe / de la première (119), le devient lui-même, sauf près de la 

a 

limite supérieure où la fonction 7* •}'(7) cesse d’élre grande et finit 
même par s'annuler. Or, eu égard surtout a la forte valeur de l'in lé- 
grille, on peut bien négliger ces.éléments, voisins de la limite 

p, et dont le champ total est très faible, < v >uanl aux autres, le facteur 

ÿ(7), exprimé, d'après lu formule (07) de la page «07*, par 


y change de signe à chaque instant, eide plus en plus souvent u me* 
fl, — U. Partie complémentaire . 33 




5 l$* JNTÉQIIAT. t>K 9 ÉQÜAT. Mïfc DIBIUY. PART. 1 >K 5 0 S 1 >BB PAU HMEU 910 X 

suie que y. grandit ou que cos(i varie plus vite. Comme d'ailleurs 7 
décroît en meme temps, ces éléments forment une série de termes ù 
signes alternés, dont la valeur absolue diminue, de l'un a l'autre, très 
graduellement, dès que \x devient sensible, et dont ceux d'un ordre un 
peu élevé sont absolument négligeables devant les premiers. 

On peut donc se borner a ceux-ci, c'est-à-dire aux éléments cor¬ 
respondant aux petites valeurs de p, qui font varier co*;xet V(ï) 
avec une rapidité bien moindre que les autres. Or ces valeurs rendent 

7 sensiblement égal ù ~ (1 — ou à expression dont 

le second terme acquerra, si est assez grand, des valeurs sensibles 

quelconque*, malgré la petitesse de »x, Do plus ^'(7) y est réduc¬ 
tible à 

[ yfc // 3 r /***\ 

) x ° \ 4 '* 4 «/J 

! ~ fcos/ - 7 leos^-T- - 7^ sin^l* 

v * L W* 4/ »/■ \î/- 4/ 8/- J 


Par suite, l'intégrale paraissant dans la première (119) devient, ù une 

3 ! fi \ a 

faible erreur relative près, vu que le facteur y* ou ( —y cos \iJ * se con- 


/* 


fond presque avec -—— pour les éléments principaux, considérés, 


jW - 

16/ 


r /** Z\ r* . //* r . z ** 3 . 1 


ou bien, par l’emploi des formules ( 3 a) de la page tu;*, dans lesquelles 


ft 


on fera ./• =r u, 0 = g-, 

r.n r /<* Iî\ . //* t:\1 t: //* . /« \ 

tôt. r (ït - +s,n (ï7-- m - ^ ( 47 ^ 47 .)- 

Et la dérivée de celte fonction par rapport à t sera sensiblement, â 
cause de la très grande valeur supposée de 7- > —f 7- cos 7- ) — • 

4/’ *y'* \< r 4*7 a*’ 

On aura donc, en définitive, comme forme asymptotique de l’expres¬ 
sion (il9,J de //, 

/ * 3 , A . 1 dn (t * /*\ 

U*0 (!•<>«•• - *rcs grandj h - v ^ (7.J?) * 
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Telle est la formule qui, analogue à la seconde (io/j) [p. 5o{*], 
tiendra lieu de la série (fao) quand celle-ci sera trop lentement con¬ 
vergente. 

Les deux expressions (iao) et (121) de h concordent avec celles que 
Poisson et Cauchy avaient obtenues par des méthodes bien plus lon¬ 
gues et très difficiles à comprendre. La première, (iao), est due ù 
Poisson, fjui Ta établie ( l ) en supposant l'expression initiale de //, 
du second degré en x et y clans la petite étendue où on la donne 
différente de zéro ; on voit qu'elle s'applique au cas d'une dépression 
ou d'une Impulsion élémentaires dq quelconques. La seconde, (iai), 
est précisément celle dont Cauchy, après y être parvenu, a déduit, 
par voie de superposition (*), les lois des ondes d'émersion circulaires, 
ou autres ti profil horizontal également courbe, pour diverses formes 
du solide immergé et, eu particulier, pour celle d'un paraholoïde 
ayant son axe vertical, qu'avait déjà considérée Poisson. 


(*) A la page »53 de son Mémoire sur tes ondes (i I du Jtecaeii de ('Aca¬ 
démie). 

( l ) Voir les | âges y J a à a 79 de s m Mémoire sur (es ondes (dans le t. I du 
Itecueil de* Savants étrangers ) ou tes pages y $7 à dut. I des Œuvres com¬ 
plètes de Cauchy , éditées par MM. OauUùer-ViHiirsct fils. 




RESULTATS GÉNÉRAUX CONCERNANT I.A NATURE DES INTÉGRAJJiS» 
DANS LES PROBLÈMES DE PHYSIQUE .MATHÉMATIQUE BEDATIKS AUX 
COUPS OU MILIEUX INDÉFINIS; EMPLOI DK LA FORMULE DK FOUIUFK 
POUR RÉSOUDRE CES PROBLÈMES. 


170*. — Dss solutions simples naturelles» dans les problèmes 
relatifs aux corps ou milieux indéfinis. 

Jetons maintenant un coup do?il d’ensemble sur les nombreux pro¬ 
blèmes traités dans les trois dernières Leçons, afin de dégager le ca- 
uicterc le plus générai des solutions obtenues. Si Ton excepte les cas 
de potentiels sphériques, où figurent des intégrations s'étendant à 
une surface» mobile et variable, ces solutions, exprimées par îles po¬ 
tentiels ou par d’autres intégrales définies, se sont trouvées soit dès 
l’abord, soit finalement (après des calculs plus ou moins longs), d'un 
degré de multiplicité égal au nombre des variables indépendantes 
non principales du problème, qui sont, par exemple, les coordon¬ 
nées .r, r parallèles à un plan, ou même les trois coordonnées *r, r, 
dans l’étude d'états permanents se réglant à partir soit de ce plan 
vo (pp* -fay* « V 1 i*)j soit d'un espace triplement étendu (pp. \\\' 
a -|.| 3 *). Mais une plus grande variété de cas se produit dans l'étude 
d états non permanents; car les variables non principales y sont, tan¬ 
tôt, les coordonnées des divers points de l'espace comprenant et en¬ 
tourant une région assignée d'émanation (pp. /,;8* à ',q.V), tantôt 
seulement, même dans un espace triplement étendu, Jes coordonnées 
.r, v parallèles à un plan o, quand la région d’émanation se trouve 
toute sur ce plan (n* V 52 % , pp. 43 o% 444* ; et n™ V 71 * à 475*, 
pp. .|<)G à oio ), cas où z a autant que t le rôle de variable princi¬ 
pale, tantôt enfin le temps t lui-même (pp. ,'|(ïo* à .'178*), lorsque les 
laits dont il s'agit dépendent d’une succession donnée de circon¬ 
stances produites en un seul endroit. 

Ij ai Heu is, dans tous ces cas, les variables indépendantes non prin¬ 
cipales sont celles qui définissent, par diverses de leurs valeurs, les 
differentes parties de la région d } cmctnctlton ou de la durée de 
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création du pliétiouièiH? ; mais, supposées ici variables de—ooucc* 
elles peuvent sortir et, d’ordinaire, sortent en effet du champ géné¬ 
ralement restreint de cette région ou de cette durée. C’est donc 
des variables non principales, en nombre égul au degré de multi¬ 
plicité des intégrales fournissant lu solution, que dépendent les fonc¬ 
tions arbitraires par lesquelles s'exprime» pour la valeur zéro des 
variables principales s t t ou r (quand il y en a de telles), l’étal 
initial, c'est-à-dire relatif ti l’instant ou au lieu de départ, étal que 
Ton peut regarder comme la cause et la source du phénomène. Seu¬ 
lement, il nous a fallu leur donner» dans les fonctions arbitraires 
dont il s’agit, des désignations spéciales, telles que ;, r,, -, t à la 

place de ,r, p*, /, pour éviter de confondre les circonstances pri¬ 

mitives. censée* connues a priori et susceptibles detre choisies ù 
volonté, avec les circonstances dérivées ou consécutives, qui consti¬ 
tuent les faits cherchés à l'expression desquels ou consacre les lettres 
-r, y t 5 , /. Kl nous avons reconnu que Ton pouvait prendre justement 
comme variables d’intégration les quantités £, v .ou après quoi 
chaque terme Infiniment petit de la solution était le produit d’une va¬ 
leur F(ï. y t , ... ), ou 1 7 (*î), de l’une des fonctions arbitraires, par le 
champ élémentaire d\ dr t ,. «, ou d ~,où celle valeur se réalise, cl par une 
certaine fonction, déterminée pour chaque problème, des variables 
'principales, 5, /, ou /*, et des différences a- — on i —t. La 

solution sc compose ainsi d’autant de ces solutions élémentaires, qu’il 
v a de fonctions arbitraires, et que la région totale d’émanation 
. <iX dr t ...» ou la durée totale de création ftfc, comprend d’élé¬ 
ments 0(1 les fonctions arbitraires diffèrent de zéro ( 1 ). 


(*) Exemple d'un problème d'état non permanent où il n'y a pas de variable 
principale : températures d'un milieu sillonné par une source calorifique* 

Certains problèmes d’état non permanent oit, comme dans lu plupart de ceux 
d'étal permanent, aucune variable principale ne ligure, offrent ce caractère, 
seule tics variables Indépendantes s*y trouve non principale au sens où 
nous l'entendons ici, toutes pouvant, il est vrai, se suppléer dans ce rôle, quoique 
Tune d’elles le temps t par exemple, le remplisse plus naturellement que tes 
uulrcs, qui sont alors les coordonnées x,y .Le seul exemple de ce cas ren¬ 

contré plus haut, et que même nous «vous seulement indiqué (n° -10$*, p. '178*), 
est le problème des températures dans un milieu indéfini à m dimensions, sillonné 
par une source calorifique, mobile suivant mie trajectoire donnée. Alors, en effet, 
si v t ,. ♦fonctions connues de t, désignent les coordonnées qu'avait celte source 
ù l'époque ?, alors que son débit par unité de temps, également connu, était F( v), 
la solution se forme, comme on a dit, en superposant des solutions élémentaires 
successives (-{) [p. h après y avoir remplacé ( par t — t et dq par V'{t)ds. 




5|g* NOTE 6Uft DES QUESTIONS D’ÉTAT SON FEUMAN. NK COMPOItTAST PAS 

G’ost naturellement chacun dâ ces éléments de l'intégrale générale 
qu'il conviendra d'appeler tme solution simple de la question* On voit 


On obtient ainsi une intégrale de lu forme (73), savoir 


(«J 


« « C* -T—r F(ï)dt 

? -■ — -- — § e *ï“Ti * — . 

o»«ry_- w~ 


tuais uù l'origine des ru ) on s \ ce leurs r, u« lieu d'être fixe, u maintenant scs coor¬ 
données q, r 4 ,,,. fonctions de ?. Dans ia fraction négative affectant l’cxponcu- 
liclic, te rayon r, exprimé par 


ne peut donc plus se substituer « x, y*.. » comme variable indépendante et cesse 
par conséquent d'être variable principale, sans qu’aucune coordonnée le de¬ 
vienne, la Jonction arbitraire K(t)uc se rapportant à une valeur initiale constante 
d aucune. I) autre part, le temps I, qui joue le rêle de variable indépendante 
non principale , puisqu'il parait seul (sous le nom de ?) dans lu fonction arbi¬ 
traire du problème, pourrait céder ce rôle à Tune quelconque des coordonnées 5 , 
r «< *■ • f a source, qui lui sont liées. Donc la question n'admet aucune variable 
principale et comporte une seule variable non principale , qui peut être l'une 
quelconque des coordonnées ou le temps, niais* est de préférence ce dernier. 

Il faut s'assurer toutefois, par une vérification directe, si le second membre 
de {a) constitue bien une intégrale simple déterminée, cl satisfaisant aux condi¬ 
tions du problème. D'une part, ce second membre est déterminé et fini, malgré 

te dénominateur (| t — t)"* nul à lu limite supérieure t-/; car l'exponentielle 
a exposant négatif qui figure au uumérutcur s’y annule aussi, et nous savons 
quelle devient alors inümuicut plus petite que tout dénominateur algébrique. 11 
no reste donc qua voir si la même intégrale définie exprime bien ia tempéra¬ 
ture, primitivement égale à zéro, d'un milieu où se trouve créée à chaque instant v, 
par unité de temps, la quantité de chaleur ù l'endroit alors défini par les 
coordonnées r „.... 

Pour le reconnaître, nous aurons A différent ier le second membre de («;; et il 
sera utile d’introduire dans ce second membre une continuité parfaite, eu rem¬ 
plaçant provisoirement, a la limite supérieure, l'époque actuelle ( par une autre 
un peu antérieure t — *, «lin d'éviter la valeur critique t-t qui rend la fonrtion 
nous le signe / inlinic au point (a; = y v,,,,,) présentement occupé par la 
source. .Vous appellerons, à l'occasion, T celte nouvelle limite supérieure t — i, 
caractéristique d’une époque infiniment récente par rapport à Y époque actuelle 
/, et, H, la distance du point quelconque (x t y ,de J'espace â ta situation cor¬ 
respondante ( ;,r 4> ...) que vient de quitter la source, ou que celle-ci occupait pour 
t *3 t i. Ayant ainsi posé provisoirement, au lieu de (a ), 


<«') 


? 



_ r* 

e h-tj 


F (?)</? 

w-lr 


» 


nous obtiendrons évidemment le paramétre différentiel par la différentiation 
sous le signe /; et, vu l'équation A,? ~ que vérifie la solution élémentaire 
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qu’i! constituerait, t\ lui seul, la véritable solution du problème, si 
toutes les fonctions arbitraires A considérer s'annulaient identique¬ 
ment ù l'exception de celle, F, qui y figure, et si, même, celle-ci se 


(7 ; i ) employée dans («'), ce paramétre A a ? épilera le résultat de la diffé¬ 
rentiation de ÿ par rapport A t effectuée également sous le signe /, c'est- 

à-dire la dérivée diminuée du terme aux limites qu'y ajoute la variation de 


b limite supérieure t — t. Comme cc terme est évidemment, en supposant t in- 
FU-î) Jü 

dépettduiU de t, -——; e «, la fonction ? définie par ( a ' ) satisfait en réalité, 

dans tout l’espace, à l’équation 


«*) 


(U 


PCT) - 




n* 

U 


(où f- ï). 


Or c’est l’équation aux dérivées partielles de la température quand on suppose 
créée sans cesse par unités d’espace et de temps, en chaque endroit (x,,y,...) 
une quantité de chaleur égale au second membre, dans lequel H désigne la dis- 
tanco du point fixe (je?,/, ...) au point mobile (5, r ( , ...) considéré à l’époque 
récente •» « t —. D'ailleurs celle chaleur, ainsi produite actuellement dans le 
milieu en couches concentriques de rayon H, d'épaisseur </!t cl d'étendue 

a comme valeur totale par unité de temps, si Don pose finalc- 

, H 

ment —- — p, 



(j?-\ n n r *-**'«* 


Kt elle sc trouve, avec une erreur relative évanouissante, infiaiment condensée 
autour du point ($,r„ ...), considéré, comme on vient de dire, à l'époque ré- 

„ . n 

rente T; car, pour e asse* petit, la valeur —- de p dépasse déjà toute grandeur 

3 \- t 

assignable dés que les distances H sont même à peine sensibles. Ainsi, on peut 
admettre que la chaleur créée à l'époque t l’est tout entière à l’endroit que quitte 
à l’instant le point mobile; et vu d'ailleurs, d’une part, les trois valeurs respec¬ 
tives 

dans les cas m = i, m=a, m = 3 , d’autre part, les trois valeurs corrcs- 

pondantes a, az* fr, du rapport celte chaleur totale créée par unité de 

temps égale bien F(T) ou, à la limite, K( 0 > c'est-à-dire, comme il s'agissait de 
le démontrer, le déhit même que la source déverse à chaque instant dans le mi¬ 
lieu à l’endroit qu'elle occupe momentanément. 

En quittant les applications des solutions élémentaires, telles que les secondes 

(;'l) [p. .'175*] et (Ü7) [p. {70*], de l’équation de la chaleur r= A,? pour les 

milieux indéfinis, je remarquerai que la présence, dans ces solutions rclatircs à 


i/^l gr A* «M /I I 

-7- 9 -t V~ trouvées au bas de la page $7.1* pour l’intégrale / 

^ ^ I c/rt 


e“ f * p*-» dp 


5îT0* CAiUCTÈUE* DE» SOLUTIONS SIMPLES NATURELLES, 

trouvait nulle sauf dans une iiifiiiimeiu petite partie <t$di \.. ou cfe, 
de $on champ de variation» 

Le produit F( 5 » n> » » * J d\dr t .. ou auquel une telle solu¬ 

tion simple est proportionnelle, produit que nous avons appelé (sauf 
parfois un facteur constant) dm quand il était représenté par une 
masse potentiante (pp. '| 3 o É , 433 *, 43 j% 436 *» 4 *fa\ etc.), dq dans les 
autres cas (pp. \yo* f 4 ; 5 *, 48i*, 5 o/| 4 , etc.), mesure, en quelque sorte, 
l'importance des phénomènes émanés de l'élément de champ d\ih t ... 
ou d r dont il s'agit. Ce produit, que Tou pourra toujours désigner 
par dfjy constitue pour ainsi dire l'élément do la quantité totale fdq 
d'action eu jeu dans l'espace et la durée oii se déroule le phénomène, 
action dont les effets totaux, calculables (vu la forme linéaire des 
équations) en superposant algébriquement des solutions simples, va¬ 
rient suivant son mode de répartition aux divers points (?, r 4 , ... ) 
ou *r de la région ou de la durée qui la manifestent, lit l’on s'explique 
d'ailleurs que ces effets soient exprimés par une meme fonction de z y 
/, our, eide œ —• $, y ~ r ty ..ou t — pour chaque action élémen¬ 
taire dq t quels que soient l'endroit (5 , y,, ... ) de la région d'émana¬ 
tion et Tinstant ? du temps oit elle se révèle; car tous ces endroits ou 
instants sc trouvent dans les mêmes conditions et jouissent des mêmes 
propriétés, tous étant pareillement, c'est-à-dire (par hypothèse) in¬ 
finiment, éloignés des limites du corps ou du temps à considérer. 
Donc, si l'on prend pour origine des espaces ou des temps l'endroit 
on l'instant d'une action élémentaire quelconque dej , la fonction qui 
représentera ses effets, c'est-à-dire la solution élémentaire, aura bien 
une expression indépendante de cet endroit ou de cet instant. 

On s’explique également que cette fonction soit assca simple et 
d'une interprétation abordable, même dans des cas difficiles, comme 


/ >o, cl sauf au point d’urigiuc r = o, dune exponentielle dont l'exposant né¬ 
gatif est proportionnel ù l'inverse de /, leur procure, clans leurs rapports avec lu 
solution *f =• o propre aux époques antérieures, un de ccs contacts d’ordre infini, 
ou de cas raccorde me fit s par/ails entre les deux parties d’un phénomène régies 
par deux lois différentes, qui s’étaient offerts à notre attention dès le «* U*2 (t, I. 
p. i$8). Nous les y avions, en effet, reconnus sur des exponentielles ù exposant 
affecté de l’inverse d’une puissanccdc la variable, exponentielles que peut évidem¬ 
ment multiplier, sans rendre fini l’ordre du contact, un facteur algébrique quel¬ 
conque. Il est d’ailleurs aisé de voir, par la différentiation, relative b f, des for¬ 
mules ( 65 ) [p. W ] et (;a*) [p. que celles-ci jouissent, encore pour 
l'époque i = o, de la même propriété'; ce qui montre que les solutions élémen¬ 
taires (fi;) et l a communiquent b certaines, tout au moins, des intégrales 
plus ou moins complexes formées par leur superposition en nombre infini. 
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celui îles ondes liquides [formules (ioj), (120) et (i ai)> PP* 5 ° 4 *> 
et 5i4 k ]| car elle exprime, pur ainsi dire, la propagation, dans des 
espaces ou des temps de plus en plus étendus mais toujours sembla¬ 
bles « eux-mêmes^ de faits issus d'un endroit ou d’un instant uniques. 
Or on sent quelle puissante cause de simplification doit être l’absence 
de toute hétérogénéité, de toute limite, qui, inégalement distante des 
diverses parties du champ d’action, établirait entre elles des diffé¬ 
rences et modifierait à son approche les phénomènes. 

Ces considérations, évidemment générales dans le cas d’un corps à 


dimensions indéfinies, s’appliquent meme aux phénomènes régis par 
l’équation du son ou par d’autres analogues, quoique alors les inté¬ 
grales exprimant la solution ne concernent, à chaque instant, qu’une 

section, sans cesse variable, de la région d’émanation, c’est-à-dire 

- - # * ' ^ - 1 — . • 


rendre nettement compte de la signification des formules, l’on ne peut 
s’empêcher, comme on a vu (pp. 4W* et 45 o*), d’y supposer d’abord 
la région d’ébranlement infiniment petite en tous sens, pour passer de 
là, pat* superposition de solutions analogues, au cas d’une région d’é¬ 


branlement quelconque. 

C’est ce que l’on fait môme dans les problèmes dont les équations 
aux dérivées partielles s’intégrent sous forme finie, comme celui des 
cordes vibrantes (p. 363 * ). On y considère, en effet, comment se dé¬ 
place d’un instant à l’autre chaque valeur de l’une quelconque, 
f(x±at) t etc,, des fonctions arbitraires de point introduites par 
l'intégration ; ce qui revient à abstraire, pour un moment, les autres 
valeurs, comme si celle-là était la seule différente de zéro, pour s'oc¬ 


cuper ensuite de ces autres valeurs à leur tour et superposer enfin toutes 
les solutions élémentaires qu’elles fournissent en étant ainsi prisesà part. 


Seulement, dans ces cas où il n’y a pas, sur le chemin suivi par le 


phénomène, dissémination des effets, chaque solution simple reste in¬ 
définiment discontinue, puisque la fonction qui la représente ne 


diffère à chaque instant de zéro que dans une étendue infiniment 
petite où elle passe brusquement à scs plus grandes valeurs ; et la 
superposition d’une infinité de solutions simples est nécessaire, pour 
établir, dans les formules, une continuité que supposent toujours les 


équations aux dérivées partielles et même les circonstances physiques» 
Au contraire, dans tous les autres cas étudiés ici, où la solution 


générale se trouve exprimée par des intégrales à limites constantes 
s’étendant à la totalité de la région d’émanation ou de la durée de pro¬ 
duction du phénomène, la solution simple constitue une fonction bien 
continue, sauf au premier moment ou au point de départ, quelquefois 
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aussi aux grandes distances ou aux époques éloignées (comme on 
verra ci-après). En d'autres termes, elle ne s’annule pas identique* 
ment, dès que Tou sort de régions restreintes; et elle implique, par le 
fait même, une dissémination u tout instant infinie du phénomène 
primitivement localisé en un point. Ce n’est donc qu’au début et 
aussi, parfois, au loin dans l’espace ou dans la durée, qu’elle a besoin 
d’être unie à d’autres pour donner une solution continue réalisable. 

Cette ci rcons lance, reiuarquons-le, facilite Information do la solution 
générale pour un état primitif quelconque : elle permet de l’obtenir en 
superposant des solutions simples dont la somme ne corresponde pas à 
l’état initial proposé, mais seulement a un autre dont les écarts d’avec 
le proposé ne s’annulent qu'en moyenne daus toute petite partie de la 
région d’émanatiou ou de la durée de création du phénomène. En efiet, 
grâce à la dissémination , infiniment active au début ou au départ, il 
arrivera que les inégalités d’état initial, même très grandes, mais de 
signes contraires pour des points ou des instants voisins, s'eilaceronl 
pour ainsi dire en un clin dVd, par neutralisation mutuelle; ce qui 
n'aurait pas Heu, comme on sait (p. 4 - 19 *)» dans les phénomènes de pro¬ 
pagation régis par l’équation du son ou par d’autres du même genre. 

Toutefois, cette remarque, pleinement applicable quand les solu¬ 
tions simples sont affectées, comme dans la théorie de la chaleur, 
d’exponentielles décroissantes, sans intérêt au-dessous d’un cer¬ 
tain degré de petitesse, est sujette à quelques restrictions, pour 
les fortes valeurs des variables, quand ces solutions simples con¬ 
tiennent des fonctions, comme sin (p, ?\ÿ\*) f cos (p. etc., 

à variations rapides lorsque r ou l deviennent très grands. Alors, en 
eflet, de légers écarts sur r ou t qui sont élevés au carré, c’est-à- 
dire de petites erreurs sur la situation (dans l’espace ou daus le temps) 
du point origine de chaque solution simple et, par conséquent, sur 
celle des inégalités de l'étal initial, modifient notablement le résultat 
et finiraient meme, sans les neutralisations mutuelles ducs aux solu¬ 
tions simples superposées, par le rendre pratiquement discontinu, à 
moins que, en réalité, des circonstances négligées dans les équations 
admises (telles que frottements, etc.) n’éteignent ou n’altèrent aupa¬ 
ravant le phénomène. 


177*. — Double raison de la différence de nature existant entre ces solu¬ 
tions simples et celles des problèmes relatifs aux corps limités. 

On comprend aisément pourquoi les solutions simples dont il vient 
d’èlre parlé, ou qui figurent naturellement et utilement dans les $olu~ 
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lions générales des problèmes relatifs aux corps indéfinis, ue convie»* 
uent pas pour des corps limités* Dans ceux-ci, en effet, les différents 
points de la région dite d'émanation sont inégalement distants des 
surfaces qui la bornent ou qui terminent le corps dans les divers sens, 
l J ar suite, les phénomènes produits à partir de ces points n’évoluent 
pas de la mémo manière, influencés qu'ils sont parle voisinage plus 
ou moins grand de lu surface, par sa forme et par les circonstances 
extérieures. 11 n’y a donc plus de formule commune pour exprimer 
les faits issus d'une région infiniment petite <yw eiconyae. 

On s'explique avec une facilité égale que les solutions simples 
convenant aux corps limités perdent leur importance quand il s'agit 
de corps indéfinis. Ces solutions simples représentent, au moins dans 
les questions assez peu complexes (pp. 38 «j* et ), des cas oit 
les fonctions qui expriment l'état initial, c'est-à-dire relatif u la 
valeur zéro de la variable principale / ou z, ne s'annulent sur aucune 
fraction finie de toute lu région possible d'émanation, mais se trouvent 
choisies, d'après la forme du corps et les conditions régissant sa sur¬ 
face, de manière que les rapports de leurs valeurs respectives aux 
divers points (.c, y, z) ou (x, y) de cette région, soient gardés par 
les valeurs correspondantes mêmes des fonctions inconnues à des 
distances t ou z quelconques, dans le temps ou dans l'espace, de 
l'époque ou de ht surface prises pour origine de la variable princi¬ 
pale / ou z : en d'autres termes, les effets étudiés s'y transforment, 
à partir de l'instant initial frrro, ou s'v propagent, à partir du plau 
z rr o, sans que leurs rapports pour les divers systèmes de valeurs clés 
variables non principales a*,y, v, oii.r,y f , s'altèrent jamais. Or, quand 
le corps devient indéfini, scs limites et celles de la région possible 
d'émanation perdent, en s'évanouissant, toute forme distincte. Donc 
les solutions simples appropriées à chaque forme déterminée de la 
surface, et a des conditions définies telles que l'annulation, sur cette 
surface, de chaque fonction inconnue, cessent d'avoir aucun rapport 
spécial avec le phénomène, qui, pour ainsi dire, les accepte indiffé¬ 
remment toutes. 

On ne peut pas même, en superposant un nombre très grand, mais 
fixé, de pareilles solutions simples formées pour un corps de dimen¬ 
sions finies, espérer reproduire avec quelque approximation la solu¬ 
tion simple qtiiconvicut au cas du corps indéfini. Car celle-ci implique, 
pour la valeur zéro do la variable principale t ou 3, l'annulation de 
chaque fonction inconnue, en tous les points (#, y t s)ou (,r,y), hor¬ 
mis an sent , d'un réseau à mailles étroites et uniformes s'étendant à 
tout l'espace solide ou plan: condition à laquelle, évidemment, on 11c 
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satisfera, môme d'une manière approximative, que si Ton dispose d'un 
nombre illimité de constantes arbitraires ou d'une infinité de solutions 
particulières convenablement choisies. 

Toutefois, si les solutions simples propres aux corps indéfinis sont 
ainsi irréductibles à celles qui concernent les corps limités, jusqu'à ne 
pouvoir pas s’v ramener, par approximation, au sensoù la somme limite 
de toute série sensiblement convergente se ramène a un nombre assi¬ 
gnable de ses termes, ü n’en est pas de même quand on les compose 
de telles solutions simples, mais infiniment petites et ayant leur forme 
graduellement variable de l'une à l’autre j ce qui en fait, à volonté, soit 
des intégrales définies, soit des séries dont la convergence est infini¬ 
ment faible et ne commence, en général, qu’après une infinité de 
termes. En eflet, comme il revient au mèmc(p, $37*) de supposer 
le milieu indéfini, et les phénomènes, émanés d’une région finie, 
avec extinction asymptotique aux grandes distances de cette région, 
ou, au contraire, le corps de dimensions finies, et les phénomènes 
localisés, soit à son intérieur, soit près de sa surface z £=0, clans une 
étendue infiniment restreinte, la solution simple pour le milieu indé¬ 
fini n’est pas autre chose qu'un cas limite de l’intégrale générale 
relative au corps de dimensions finies, savoir, le cas oii les fonctions 
arbitraires qui y expriment l'état initial sont nulles partout, sauf eu 
un point (S, y ( ,£) de l'intérieur ou (Ê,r # ) de la surface. Or, un état ini¬ 
tial aussi discontinu, surtout aussi localisé , s'éloignant infiniment de 
tous ceux qu’expriment une solution simple quelconque et même lu 
somme, essentiellement continua de tout ensemble jini de solutions 
simples rangées suivant l’ordre des valeurs croissantes de leur para¬ 
mètre caractéristique $ (pp. 3 <)i* et 4o4*), l’intégrale correspon¬ 
dante, supposée formée d'abord dans l'hypothèse d'une localisation 
moins grande de l’état initial, ne fera, à mesure que se complétera 
celte localisation, qu'emprunter de plus en plus ses éléments aux so¬ 
lutions simples rapidement variables dont le ranges! infiniment élevé, 
et les répartir sur un nombre aussi de plus en plus grand de ces solu¬ 
tions; ce qui la transformera bien, à la limite, eu séries d'une conver¬ 
gence infiniment peu accusée et à termes infiniment petits. 


478*. — Leur formation possible, par la formule do Fourier, au moyeu 
de certaines des solutions simples convenant aux corps limités. 

La possibilité d'attribuer au milieu que I on veut rendre indéfini 
une forme quelconque et do choisir, pour les conditions concernant 
les parties éloignées de sa surface, toute relation susceptible d'en- 
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traîner 1 évanouissement asyniptotique des fondions inconnues, permet 
souvent d'y faire servir la formule de Fourier (pp. 1G9* et 170*) à 

l’expression tle l'état initial et à la recherche des solutions simples 
naturelles, 


Supposons, par exemple, que, les variables non principales étant a?, 
y, et la variable principale s'appelant t y il y ait à déterminer une 
seule fonction inconnue, et que l'équation indéfinie en 9, linéaire ù 
coefficients constants, contienne, dans tous ses termes, soit la fonc¬ 
tion 7, soit un de ses paramétres différentiels d’ordre pair, A^, ou 
A 3 o, ..., soit enfin des dérivées, en t y de ? ou de ces paramètres* 
Si nous appelons «I* toute fonction des variables non principales x t 
J** • • • & laquelle soit proportion 11ei son paramètre différentiel S it ou 
telle que A 2 <s vaille le produit d'une constante — A* par *l s , nous 
pourrons vérifier l'équation Indéfinie au moyen de solutions simples 
de la forme « =T 4 * f où T désignera certaines fonctions de i et de k 
ayant soit leur valeur initiale (pour i nul) égale a 1, soit leur dérivée 
première en /, ou telle autre dérivée eu 1 qu'on voudra, initialement 
égale à i, Fn effet, vu la relation VI» = — A* 4 » (d’où A a A,«l*:= A* 1 !», 

toute dérivée de la forme r devient ( — A) (~~ A ). . . <i> 

par la substitution de 1 «I* ù ^ j et l’équation indéfinie, apres qu’au en a 
Mipprimé le facteur commun *!», se réduit à une équation linéaire en T, 
<ans second membre, dont les coefficients dépendent de A. D'ailleurs 
le. solutions simples de celle-ci étant généralement soit de la forme 
c Kf , soit delà forme double <? K ' (cos ht ou $inU)avecK, L fonctionsde 

A, il suffira de prendre tantôt T c K/ ou T=- e K, cosLl, tantôt T—- 

K 

<>u T = «*' -î" 1 -, etc., tantôt T -- -~ t ou T - e K ' etc., .... 


,n 


pour que, initialement, T, ou sa dérivée première T'~ ou sa dè- 

1 ut 


rivée seconde T*' - ■ » » * •» >e réduisent à l’unité. 


Cela posé, attribuons au corps la forme rectangulaire, avec des 
limites dont les équations s'obtiennent eu égalant ar, v, ... à des 
confiantes d’une très grande valeur absolue : et, d’une part, la rela¬ 
tion -Vt» = — A<J> se trouvera identiquement satisfaite, quelles que 
soient les constantes x, ÿ, r n ..par l’expression 


«I» .*= c«hx(^- — ;)cos t 3 (y ~ r t )..,, pourvu que l’on prenne A « ., 

d’autre jinrt, nous pourrons, au moins provisoirement, regarder la 
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môme expression (12a) comme vérifiant in condition *b = o uux li¬ 
mites æ* ~ ± rx 9 y =. ± oc,..., soit parce que les facteurs cos» [x —£)* 
ou cos J (y— t,), ... s’y annuleront e/i moyenne, soit parce qu’il 
suffirait de modifier infiniment peu « et 5» ou ? et t;, .,tout on les 
laissant indépendants de *r, y, ,pour rendre, a ces très grandes 
limites respectives, les produits «(a*—5)>oup(j—r, ),,,,, des imilti- 


pies impairs exacts de -♦ Une telle manière de procéder se justifie 

par cette circonstance, que les solutions simples u introduire en 
nombre infini sont tenues, non pas de vérifier elles-mêmes lu con¬ 
dition <? •--- o aux limites du corps infiniment éloignées, mais seule¬ 
ment de fournir des sommes qui y satisfassent; ce que suffisent à 
faire augurer les considérations précédentes, eu attendant, dans 
chaque cas, une vérification directe, qui semble indispensable (*). 


(’) Sur l'intégration générale, en séries d'exponentielles et par la formule 
de Four ter, de certains systèmes d'équations aux dérivées partielles. 

Ces sorte* de solutions* dont les facteurs sont des exponentielles, cosinus ou 
sinus de fonctions linéaires des variables, s’obtiennent de Ja manière la plus gé¬ 
nérale, pour un système quelconque d équations aux dérivées partielles à coeffi¬ 
cient.-» constants et sans seconds membres, en égalant les diverses fonctions incon¬ 
nues y ,..qui y figurent, au produit de tout autant de constantes imaginaires 
M, N,par une même exponentielle, e**+h .* l, f dont l'exposant soit une fonc¬ 

tion linéaire, à coefficients a, b,,., t k imaginaires aussi, des variables indépen¬ 
dantes proposées x, y,t. Celte exponentielle s'élimine, comme facteur com¬ 
mun, de toutes les équations, qui deviennent de simples relations algébriques 
(eu M, N, *.., <1* b*. propres généralement à déterminer k et les rapports 
mutuels de M, N,..en fonction de a, h,.,, restés arbitraires. Si alors ou sépare 
dans s, y,... les parties réelles et les parties imaginaires, Jes premières vérifient 
séparément les équations, et les secondes les vérifient de même après suppression 

du facteur \—i : car il est évident que chaque équation du système prendra 
lu forme l T -r Xy — 1 --0, le terme Use trouvant fourni par les premières seules, 
le terme V \ —j, par les secondes seules; et Ton sait d’ailleurs qu* l’équation 
t h-VU— 1 • = 0 implique, par définition, celles-ci, t ^0, V . * o. Or les parties 

soit réelles, soit affectées de U^i»dans ?, y...., constituent justement les solu¬ 
tions cherchées, û facteurs exponentiels ou irigonométriqucs. 

bornons-nous au cas de deux variables indépendantes or, t , et admettons que 
l'une dVIles, t, puisse jouer le rôle tic variable principale; oc qui aura permis 
d'abaisser au premier ordre, par rapport « t, toutes les équations du système, 
en introduisant au besoin des fonctions inconnues auxiliaires, égales aux dérivées 
les moins haute* (en t ) des inconnues proposées. Le coefficient a de x, dans i‘ex¬ 
ponentiel le, étant arbitraire, prcnons-lc de Ja forme avec » réel, et sub¬ 

stituons d'ailleurs *r — \ à x t par un déplacement d'origine qui ne modifie pa¬ 
les équations aux dérivées partielles, ou par un changement deM, N,... dans un 





DK CERTAIN*» SYSTÈMES dVqÜATIOX» AUX DÉRIVÉES PARTIKtLBB. 597* 

Cela posé, si Ç, r tf ... désignent les coordonnées des divers points 
d'une région limitée démanation et F($,q,.une fonction arbi- 
traire à l'intérieur de cette région, mais nulle au dehors, il sera pos¬ 
sible, grâce ù la formule de Fourier, de composer avec les solutions 
simples précédentes T*l> une solution plus complète, soit égale initia¬ 
lement ù F(vC, r,...), soit avant ou sa dérivée première en £, ou su 
dérivée seconde, etc., égale de même à F(*r, r,...), pour t~o. 
Appelons, en effet, c la constante arbitraire infiniment petite (fonc¬ 
tion de *, \i t ... et de .. .) que nous attribuerons ù chaque so¬ 
lution élémentaire T*l»; et, d'après le choix que nous aurons fait de T, 
ou bien la solution plus complète obtenue 9 £c*T<J* se réduira, 

pour t —o, ù Sc 1 !*, ou bien ce sera soit sa dérivée première en /, soit 
sa dérivée seconde, etc., qui alors deviendra 2c f l*. Dans tous les cas. 


même rapport quelconque. Les parties soit réelles, soit imaginaires, de 9,/,,,, 
sc réduiront évidemment, pour lu valeur initiale zéro de /, ù des binâmes ayant 
comme termes les produits respectifs de co$»(#«— Ç) et de sin*(x — Ç) par des 
coeflicieuts tous proportionnels à une constante arbitraire commune c; et les unes 
ou les autres de ces parties, ù volonté, composeront une solution simple du système. 

Or, si p désigne le nombre des équations du système ou le nombre des fonc¬ 
tions 9, /, on conçoit qu'en ajoutant les •sp solutions analogues, formées 
avec mêmes valeurs de % et de niais avec les différentes racines k de 1 Viywa- 
(ion caractéristique, du degré p y qui donnera ce paramétre, on disposera pré¬ 
cisément des ip constantes arbitraires généralement indispensables pour pouvoir 
annuler initialement les deux termes en co$a(a? —»$) et sina(a? — \) de toutes le< 

fonctions inconnues 9, ..à l'exception d’une seule d’entre elles, désignée à 

volonté, ç par exemple, et pour y réduire même celle-ci ù la forme ccos*(# — Ç). 
Alors il suffira de superposer une infinité de telles solutions oit, successivement, 
| recevra toutes les valeurs de — «c à 4- n et * toutes les valeurs positives, pour 


que l'attribution, ù c, de l'expression («a$ ) ci-aprês, c’est-à-dire 


Hf \)d\ . 

*——— «a, assigne 


dans cette solution plus générale, à l'inconnue choisie 9, la valeur initiale arbi¬ 
traire F(x), celle des autres, /, ..., étant encore nulle. Kt, après en avoir formé 
d'analogues où u leur tour, soient initialement arbitraires, il 11c restera 

évidemment qu’à les ajouter toutes, pour obtenir la solution générale du système, 
savoir celle où les fonctions inconnues 9, y_, ... se réduisent, pour t =s 0, à tout 
autant de fonctions quelconques données de x. Mais les intégrales doubles expri¬ 
mant ces solutions devront, quand t différera de zéro, admettre des valeurs finies, 
bien déterminées; sans quoi les formules obtenues de 9,/,... seraient illusoires. 

Nous jetterons ci-après, dans une seconde note (p. 5 a 8 * J, un coup d'œil sur le 
cas particuliérement important où le système sc réduit, par l'élimination de p — 1 
fu net ions inconnues, ù une seule équation, en 9, aux dérivées partielles, d'ordre p : 
c'csi précisément le casdontlraitc ienuméro actuel t?8*du lcxte,mais en supposant 
plus de deux variables x, t et seulement au point de vue de la formation d'iu- 
tégralcs qui uesont pas toujours générales, quoique pourvues d'une fonction arbi¬ 
traire. 



SOLUTIONS SIMPLES NATURELLES POUR LES MILIEUX INOKVINIS. 


il s’agira donc de déterminer c, de manière qu’on oit 

Sc<l> *= F (a?, /, ,.,), 


m'i) 


2c co$a(.r — cos[i( !•(*•,/,...) 


Or la formule de Kourier (pp. 1G8* et 170* ), toujours applicable quand 
la fonction finie F(;, r t) ,.. ) ne diffère, comme ici, de zéro que dans 
une certaine étendue, montre qu'on y parviendra si, faisant « avec 
continuité, croître £, r t , de —00 u 4 *oc, mais *, p, ,,. depuis 
zéro jusqu’il des valeurs infinies constantes (c'est-à-dire indépen¬ 
dantes, chacune, des autres variables), l’on prend, pour tout système 
de valeursde *, p, t,, ..., 


11 A | ) 


1‘ ( V ( , ... 1 </; (h t ... t ^ 

= --"* af'.', 


où m désigne un exposant égal au nombre des variables non princi¬ 
pales *r, vj .... Le signe 2 devient d’ailleurs l'équivalent du système 

f ... I f ..., indiquant que 

« X-~i> - x «- 7* ( :r—oe 

l’expression cT 4 » est alors l’élément d’une intégrale de l'ordre de 
multiplicité >m ('). 


(*) Plaçons ici quelques réflexions analogues ù celles qui terminent la note 
précédente (p. 027*), et propres a les éclaircir en tes spécifiant , quoique la pré¬ 
sence, dans l'équation unique actuellement considérée, de plusieurs variables non 
principales X, y .... (qui, il est vrai, y figurent seulement par le symbole A,) 
doive les rendre à un certain point de vue plus générales. 

Si p désigne l’ordre, par rapport ù f, de l’équation proposée aux dérivées par¬ 
tielles, et, par suite, de l’équation différentielle en T obtenue, on pourra évi¬ 
demment, en choisissant pour T une solution non pus toujours simple, mais plus 
ou moins complexe, de cette éqttulion différentielle, réduire initialement à zéro 
p — 1 quelconques des quantités T,T, TT,..., T'f-O , clé l’unité la p'*™*. Alors lu 
solution correspondante, en intégrale définie aw u “*, de l’équation aux dérivées 
partielles, avec fonction arbitraire K({,T lf . jouira évidemment, quand elle 
ne sera pas illusoire, de la propriété d'annuler, pour t ~ o, p — 1 des fouettons 

4m d. t » •• •> et d’v rendre la p'* m * égale ü K(z?,y,Uonc la super- 

position des p solutions formées de la sorte, si elles sont toutes bien détermi¬ 
nées et finies, constituera l’intégrale générale de l’équation aux dérivées par¬ 
tielles, dans riiypotbésc que le temps / joue le rôle de variable principale. 

Mais il est des cas, par exemple celui du numéro suivant ( 47 Î 1 *), où la seule so¬ 
lution (avec fonction arbitraire), utile ù former, n’annule, pour t « o, aucune 

des fonctions 5, >••*> tandis que des solutions où s'umiuleraît iniltale- 

• al al* 
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Ce mode de formation d’une solution *ÿ affectée d’une fonction arbi¬ 
traire a été découvert par Pourier. Mais comme le résultat y con¬ 
stitue une intégrale très complexe, d’une signification difficile à saisir 
et souvent même douteuse tant qu’on n’en a pus notablement abaissé 
l’ordre, son emploi devra être spécialement justifié sur chaque ré¬ 
sultat. 


C’est ce qu’il sera facile de faire quand l'intégrale deviendra acces¬ 
sible dans le cas de la solution simple propre nu corps indéfini, savoir, 
dans l'hypothèse que la fonction F(Ç,r„ ...) s’annule hors d’un élé¬ 
ment c%<h .... de la région d’émanation. Alors, en appelant */</, 

comme il a été convenu (p. 5io* ), le produit F($, r,_)<# cfy ... de 

cette valeur par l'élément d’espace d\dr, ... où elle existe initiale¬ 
ment, et en choisissant celui-ci comme origine des coordonnées afin 


de réduire fcjr^v, , les différences — r ( , ..., l’expression 

SeT<l>ile« se réduira elle-même, évidemment, à l'intégrale du m iètM 
degré de multiplicité, 


(l'AÎ I ? “ z!n f * • • / f cos «a? cos ... (h d'} .... 


Il faudra donc pouvoir effectuer les m intégrations eu pour 

rendre réellement utilisable la solution simple ainsi formée. Alors ou 
s’assurera si, pour J quelconque, ÿ s’annule bien aux limites xz=. ±zt: % 
y ~ ± a, etc. ; ce que l’on n’a pu faire, grâce u la formule de Fourier, 
que pour t o. 

Voici quatre exemples, relatifs, le premier, ù un état permanent, 
les trois autres, à des états variables, où les intégrations dont il s’agit 
sont assea faciles. Elles n’y conduisent d’ailleurs qu’à des solutions 
simples auxquelles nous étions parvenus plus directement par les po¬ 
tentiels ou par les intégrales définies de la XXXIIl* Leçon, 


479*. — Exemple de cette formation dans la problème de températures 

stationnaires résolu au n’ 432*. 

Notre premier exemple aura pour sujet la question du n" 4o2*, où 
les variables non principales sont les deux coordonnées .r, y, la variable 
principale, que nous appelons ici une ordonnée positive z normale 


ment Tune de celle-ci, exigeraient remploi, sous les signes /, d'exponentielles 
croissantes de nature à rendre illusoires, ou du (notas bien difficiles à interpré¬ 
ter, les intégrales définies introduites. 

B* — II, Partie complémentaire. 


3$ 
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au plan îles .rr, sur (ouïe l'étendue duquel {, r, désigneront les coor- 
données x, y r et où, enfin» l'équation indéfinie étant avec nos nota- 

Q 

tions actuelles —j- -f- rz o, la dérivée première de en / (c’cst-A- 

A-dire en z) égale du plus, initialement, une fonction donnée 

—/(£*».)• 

La substitution deT*l» à 7 dans l'équation indéfinie donne rz: AT, 
équation dont les solutions simples, A dérivée initialement égale A 1. 

j»Kf 1. .. i 

ont la forme > avec K “-±:y 7 ::"±: /** -r p s * Mais les valeurs de 

K positives sont exclues par une des conditions du problème, savoir, 
par la relation o.-o pour / = x (c’est-à-dire pour z = sc), non moins 
obligée (pie les conditions 5 i~o pourr ou y infinis. Ivn effet, le pro¬ 
duit T<1>, nul asymptotiquement quand l'exposant K t devient infini 
négatif, croit, au contraire, sans limite (en valeur absolue), quand le 
même exposant devient infini positif. II faudra donc prendre, dans 
,.W* «-s /***♦*?* 

(m 5 ), T = • —■zr — : —■ —- • • « Si l'on y remplace d’ailleurs l’ex- 

posant m par 1», et d</ } ou F ($,*,) (/; <lt n c'est-à-dire —-/( y 4 ) d\ dr t , 
par —dm, en faisant ainsi d\dr t =zdm, il viendra, comme 

solution simple cherchée, 


U'-iO ï 


? “ w* JJ fà+fi* 


cosar cosjjy</« tfp. 


Assimilant les variables d'intégration a et p aux deux coordonnées 
rectangles d'un plan, étendons, A tout le plan, l’intégration qui n’est 
indiquée que pour l’angle des coordonnées positives; ce qui, vu l'ex¬ 
pression, paire en a et p, de la fonction sous les signes f, reviendra A 
multiplier l'intégrale par 4» Puis dédoublons-la en deux, par la substi¬ 
tution, A cos sur cospy, de ^ cos(xa?-r-pj) *+* ^ co$(«.r— P/); et, dans 

chacune, remplaçons tant les coordonnées rectangles ,r,y, que celles 
d'intégration x, p, par des coordonnées polaires H et 0, p et w, don¬ 
nant 

x rr. H eosO, y — H sinO; a = p cos w, p = p sin w. 

» 

11 faudra donc substituer p dut dp A dxd}, p a enfin, 

pHcos(w r:0) A aa?± py. D'ailleurs, comme l'exponentielle décrois¬ 
sante placée sous les signes f y assure la convergence de la somme des 
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éléments même pris en valeur absolue, lu forme du champ infini d'in 
tégration est indifférente, et l'on peut y remplacer les côtés rectilignes 
* ~ const. ± oc, [I =: consi. ~ ±: x>, par une circonférence 

a* 4- 3 * rz une eonsL p* = % ; 

ce qui donnera comme nouvelles limites, aussi constantes, Orroct 
0 = u*stî, p ~ o et p *=sx, Enfin, les intégrations, relatives à w, d'expres¬ 
sions périodiques par rapport ù t«q:0, et dans toute rétendue d'une 
période ait, pourront se faire de ojrrG à w = 04*a«, dans la pre¬ 
mière intégrale, ou figurera le facteur cos(w — 0), et de to^z —Où 
c«—— (M-ait dans lu seconde, où paraîtra, ou contraire, le facteur 
eos(w 4-0); de manière ù permettre, en posant tu q: 0 r - o/et <h» ~ </<*/, 
d'intégrer, dans les deux cas, depuis w f r~ o jusqu'à w' -= an. Si l'on ob¬ 
serve alors que les fonctions sous les signes J seront paires par rapport 
àcoso/, ou que le quart de chaque intégrale, entre les limites zéro et 

3r, s'obtiendra eu faisant varier u/ seulement de zéro à l'expression 
(iî»G) de ? sera, eu définitive, 


r. 


( r<7) * Ç (M f cos(pH custv'; dp. 

L'intégrale relative a p s’y trouve de la forme f e~ u P cos bp dp, 

t/o 

avec <y Z?,/; r;: H cos w', et sa valeur [p. 68, formules ( no )] est — 

<r 

c'est-à-dire - - On a donc, au lieu de (127), 

ua#) 



eosW 


r'csl-û-dire, d'après la formule (%>) de la page .d>, 

dm |* (z lange»/VI w ~ï dm 

*- wcïs r'" ,s tjr»)L» ” wiffps. 


1t 


Et si, enfin, fou observe que y.'R*4- s* exprime la distance r du point 
quelconque (***,/, 5) du corps ù l élément plan cfêrfv, choisi comme ori¬ 
gine des coordonnées, il vient 
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ce qui est bien Pélément du potentiel inverse employé au n° 432* 
[formule (i), p. 43o*]. 


480*. — Exemples de la meme formation, dans les problèmes du refroi¬ 
dissement des milieux et de la dissémination du mouvement transversal 
le long d'une barre ou à la surface d'une plaque. 


Fourier lui-même a obtenu, par le procédé indiqué ici et qu’il a 
découvert à cette occasion ( l ), les intégrales de trois problèmes d’états 
variables, traités dans les n w 4C8* (p. 479 *), 409*, 470‘, auxquels nous 
nous proposons encore d’appliquer la formule (laô). 

Le premier est celui de la diffusion de la chaleur à Fin teneur d’un 
milieu de une, deux ou trois dimensions. On y a comme équation in- 

définie — A*? et, comme relation d’état initial, *r- F(*,v ( . ...) 

pour l -~o. Donc la substitution de T«i* à ? donne 






et, afin que, de plus, T se réduise à 1 pour / no, il faut prendre 
7=:e-***■*$*+ ' — La formule ( 120 ) devient immédia¬ 


tement 


Mo) ,-gf e^*(cosa'a)(h f .,. 

*’ *»'a */n 


Le second membre se décompose ainsi, de lui-méme, en facteurs 
qui sont des intégrales sim pies. Appliquons à chacune d’elles la seconde 
formule ( 37 ) du n°328*[p. i3t*j, après avoir, dans celle-ci, introduit 
un paramètre positif a, d’ailleurs quelconque, et un second para¬ 


mètre, fc, entièrement arbitraire, grûcc aux substitutions æ = 

a — —— , qui h changent en celte autre 
2 y a 


Mt) 



cos bu du 


fi ~r 

J— a 4 « 

2 fil 


Nous aurons, en nous rappelant finalement que ^* 4 -... est le 
carré de la distance r du point quelconque (x.r ,.ù l’élêmenl 


(*) Théorie naofy(if/ue de (a chaleur; i 8 aa. Voir notamment les 3 ÿ 7 cl 
308,105 et 4L6, 41! et 412 (pp. 463, 476 , 487 de l'édition de i 88 S). 
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d’espace d%dn ... pris pour origine, 


03a) 




*t 


résultat bien identique à celui que donne la seconde formule () 
[p* 4/5*]. 

Notre second exemple d'état variable concernera la dissémination, 
Je long d’une barre s'étendant à l'infini suivantl'axc des .r, du mou ve¬ 
inent transversal que provoquent, sans l’adjonction d’aucune vitesse 
initiale f des déplacements initiaux donnés ts s'étendant à une 

région de longueur finie dont £ désigne les abscisses. L’équation indé¬ 
finie étant -h Aj Ajo avec m = i, la substitution de T*!* a ^ 


donne 


di T 


j.. / rr 




égale à i et tenue d'ailleurs (vu l'absence supposée de vitesses ini¬ 
tiales) d’avoir sa dérivée première en l nulle, T=: cos/Y = cosz*L 
Donc la formule ( 120 ) se réduit à 


<i3l) 



cos/a* eusxx dt t 


où d(f désigne l'élément d'action, différent de zéro, /(*) supposé 
avoir eu son champ d\ choisi pour origine des %i\ 

L’intégrale définie s'y évalue par l'une des deux formules (4a) delà 

page i34*, qui, en posant, comme quand on a obtenu ( i3i ), xæ u\fa 


et se = - > deviennent 

u y u 


034) f (ros ««* ou fin« ik 1 )cos6«t du « i t/ — rhsin 

<_ (j, ^ K JE \ *| O/ 


La première de celles-ci réduit, en effet, la formule (i33), où Ion 
peut finalement remplacer x par ± y7*, à 


fi35i 



r* , . 

COS ■ Hh S|)| 

4 f 



Or celle expression de est identique a la solution simple résultant 
de la formule (83) [p. /|8o *], où, en vertu de (85) et (85 bis) [p, 480*]% 
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l’annulutiou de* vitesse* initiale*/,(£) conduit à prendre 


Fa; = f»(5i «{/a>, 

et, par suite, gvûcc à la substitution de sous les signes/ de (83), ù 

v Af [ dv». ■!- - - ?: 


X -f- 2* 


’oii (h = —■ > s ! 
a 


— 11** _ 

4 * "4/ 

AA- 


(136) 




I ~ f ( uos T, •+■ si " T) ) 

,/ a/arf % 4* 4'. 


somme d'éléments qui ont bien la forme (i35 j. 

Après avoir ainsi obtenu, povir une barre, l'intégrale (i 3 G), Fourier 
a traité la question analogue pour une plaque élastique couvrant tout 
le plan horizontal des xy et mise transversalement cm vibration par 
des déplacements initiaux ^ /(î, r,), connus en fouctiou des coor¬ 

données horizontales \ de la région (rébranlement. Comme l'expres¬ 
sion de T, encore égale à cos/,'/, est alors cos (a*/ h fi*/), la relation 
( 120 ) v devient, en appelant dq le produit/(;,r,) d\dr^ 


( 137 ) ? — f f cos ( < a* — / {t* ) cos x a co*)- Ji th r/JJ. 


En vertu de la formule même de Fourier, qui a conduit à cette 
expression (13;) de ç, l'intégrale double doit s'v évaluer dans J'hjpo- 
thèse d’une forme rectangulaire du champ ffrhdfa c'esUft-diro en 
attribuant, aux limites supérieures, des valeurs a, ji constantes, que 
l'on fait croître à l'infini. Alors, vu, d’une part, la réduction de l'in¬ 
tégrale double à la différence de deux autres par la substitution de 
cos/a* cos*{l*— sinla'siiUfP u cos{/**-+. /£*), d'autre part, la décom¬ 
position immédiate de chacune de celles-ci en un produit d'intégrales 
simples évaluables par les formules (i34), il vient, tous calculs faits, 


pour l'intégrale double dont il s'agit, — sin — 7 -/— ou 

1 • 4« 

leur d'où résulte, d’après (t3y), la solution simple 



/•* 

4' 


y 


va- 


<138; 


dq . r * 
<? = ~ sm Ti » 

T 4*/ 4/ 


bien d'accord avec celle qu’implique la première formule ( 86 ) 
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[j>, 4$8‘] o(i ion a vu qu'il fallait faire P(t,Y,) — Eu effet, la 

substitution, è * et u fl, des deux variables d'intégration 5=a*+ a* yfi, 
r, ~ y + » ? donne à la première ( 80), en observant que p* y devient 

— et, dur, -~- J i la forme 

?" r rb.A*" v< é '- 

composée d'‘éléments tout pareils à (i38j. 



COMPLÉMENT A LA CINQUANTIÈME LEÇON. 


APPLICATION DU CALCUL DES VARIATIONS AUX P HO BLÊMES DES 
SU H PAC ES A Al RK MINIMA, DES COURUES DOUÉES DE DIVERSES 
PROPRIÉTÉS DE MAXIMUM OU DK MINIMUM ET A EXTRÉMITÉS MO¬ 
BILES, DES LIGNES GÉODÉSIQl'KS, DE LA MOINDRE ACTION, DK LA 
STABILITÉ DE FORME DH L’ONDE SOLITAIRE, DES TEMPÉRATURES 
PERMANENTES D’UN SOLIDE, ETC. 


—* Justification directe do la méthode des variations ( J j. 

toutefois, 1 application, ainsi faite, de la règle usuelle des maximn 
et minima démontrée pour les fonctions d’un nombre fini de variables 
entièrement indépendantes, à une fonction d'une infinité de variables 
<jui, sans être liées par aucune relation précise, sont les valeurs suc¬ 
cessives d'une même fonction continue, peut laisser quelques doutes 
dans l'esprit. 11 suffirait, pour les lever, de considérer dabord, au 

lieu de l'intégrale f /(•**, y, y') dx, une des sommes, de la forme 

*'U 

2 /^* r ** v ‘ ^}^ l 't d 0,, l ®M® constitue la limite, somme pour laquelle 

on formerait sans difficulté des conditions de maximum ou de mi¬ 
nimum finalement confondues avec l’équation différentielle ( 7 ) ou (B) 
[p, 25 i] que nous avons trouvée* Mais on peut aussi justifier comme 
il suit ce résultat. 

Et d'abord, la manière luémedontou a obtenu la formule (0) du clian- 

r b 

gement élémentaire que font éprouver à l'intégrale / /( a*,y ,/) dx 

*■« 

les très petites variations quelconques £y de la fonction y dé¬ 
montre l'exactitude de cette formule, quant à la partie du change¬ 
ment en question qui est du premier ordre de petitesse, c'est-à-dire 

comparable à f cy. Or il n’est pas moins aisé de reconnaître di~ 

J.VZ ïf* 

rectemenl que l’annulation du coefficient de $y, dans (G), est néees- 
0 ) Voir la Partie élémentaire, p. j'm. 
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sa ire tout le long de la courbe cherchée AMU \ sans quoi l'intégrale 
correspondante J f(#,y>y } ) dx ne sérail ni un maximum ni un mi¬ 
nimum* Mu effet, si, entre certaines valeurs de jr, ce coefficient dif¬ 
férait de '/.éro, il suffirait d’y prendre les §v, qui sont arbitraires, une 
première fois, partout de même signe que lui, puis, une seconde fois, 
partout de signe contraire, pour que le second membre de (G) se com¬ 
posât d’éléments tous positifs dans le premier cas, tous négatifs dans 
le second, et eût ainsi des valeurs totales de signes varié a*, expri¬ 
mant à très peu près les changements correspondants de l'intégrale 
(' U 

I f('*>y>y r }dx. Kn conséquence, celle-ci, dans son état actuel, 

* ’a 

ne se trouverait pas soit constamment plus grande, soit constamment 
plus petite, que dans tous ses étals infiniment voisins : elle ne sérail ni 
maximum, ut minimum. 

La règle ordinaire des maxima et des mmima n'est donc rendue 
nullement inapplicable par cette circonstance, que la fonction, de¬ 
venue a la limite une intégrale définie, a besoin, pour y conserver un 
sens précis malgré l'infinité du nombre de ses variables PM, Q.\, ... 
(p. 2 .| 8 ), que leur ensemble forme sans cesse une série bien continue 
et même graduellement variable au passage d’un ternie à l'autre. Or 
une telle continuité apporte, il est bon de le voir, une restriction 
A l’indépendance des variables PM, QN, . supposée absolue dans 
la règle ordinaire des maxima ou des tmuima; et cette restric¬ 
tion a d’ailleurs les plus heureuses conséquences sur les résultats, par 
la graduelle variation qu’elle y introduit et qui condense en une équa¬ 
tion différentielle unique ( 7 ) [p. a5i] une infinité de conditions de 
maximum ou de minimum, dont la complexité serait, sans cela, géné¬ 
ralement inextricable. 

Nous avons vu au ii° Wd) fc (p. 379 *) comment une condition de 
continuité analogue s’introduit dans les systèmes d’une infinité 
d'équations différentielles qu’on peut, â la limite, changer en un 
nombre fini d’équations aux dérivées partielles. 

On conçoit aisément que de pareilles restrictions ou conditions de 
continuité, assez larges pour n’introduire aucune relation précise et 
pour permettre, ici, V annulation des variations partout , sauf dans 
telle petite région que Con veut, n’empèchent pas d’appliquer, u ces 
cas d'une infinité de variables, une propriété qui, pour le cas d'un 
nombre fini de variables, avait été justement démontrée (t. 1 , p. 172 ) 
en annulant toutes leurs différentielles , sauf une seule . Aussi ver¬ 
rons-nous bientôt que la règle usuelle des maxima et miniina relatifs 
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(l. I, p, 180 ) ne s applique pus moins que celle des muxinia el mi« 
nima absolus aux intégrales définies, quami les fonctions donl celles- 
ci dépendent cessent d'ètre arbitraires (au moins entre certaines 
limites), pour s'astreindre i\ vérifier certaines relations. 


18>“. — Extension de la méthode an cas d'une intégrale multiple; 
problème général des surraces à aire minime, reliant un contour 
donné. 

Pour montrer comment le calcul des variations, exposé au n° 482 
sur une intégrale simple, s'étend de lui-même au cas d'une intégrale 
multiple el à lu recherche de ses maxima ou initütna, généralisons lu 
question precedente ( l ), eu cessant de nous borner aux surfaces de 
révolution *, et proposons-nous le problème, célèbre depuis que La¬ 
grange Ta abordé vers i; 6 o, de faire passer par un contour fermé 
quelconque la surface continue dont faire, à l'intérieur de ce contour, 
est la plus petite possible. 

Une telle surface d'aire minimum existe évidemment ou, du moins, 
il y u toujours une surface, reliant les diverses parties du contour 
proposé, telle, que nulle autre terminée au meme cou tou m'a une aire 
moindre ; et il est clair aussi que toute portion de celle surface con¬ 
stitue egalement la superficie la plus restreinte qui joigne ses bords. 
Si donc, alm de simplifier et de fixer les idées, nous considérons seu¬ 
lement une de ces parties, choisie, autour d'un point quelconque de 
la surface, assez petite dans tous les sens pour que chacune de ses 
ordonnées construite par rapport u un système d'uxes rectangles des 
y* * ^ prolongée indéfiniment, ne la rencontre qu'en un seul 
point, celte partie aura faire la moins étendue possible terminée à 
son contour. D'ailleurs son expression, en appelant ih un élément 

quelconque de sa projection totale s sur le plan des xy cl J une 
somme relative a toute cette projection, sera l'intégrale double 

fa’ 2 J I ^1 -T-/>-t q*<h % 


où p et y désignent les deux dérivées premières en a? et y de l'or¬ 
donnée z qui est la fonction inconnue, à déterminer, de jc et dey* 

Or, si l'on allonge (positivement ou négativement) chaque ordonnée 
s, d une variation arbitraire infiniment petite 05, qui changera, 

O Voir le n* 48Î de la Partie clêmenlaiix, p. a5$. 
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comme z t avec & et y t les dérivées partielle» p et q s'accroîtront des 
variations o p r= oy =.*= *— * et l élément; \/i -H/>* ~hy* ch, de la 
surface aura Jui-mémc pour accroissement ou pour variation 

I « (-p £_• ( ‘-p. + -==2^ *. 

Comme» d’ailleurs, -7--:sont les cosinus des anales a, Si faits 

\/i^p*-~</t 

avec les u- el les y positifs par la normale menée â la surface du 
cùté des z positifs, cette variation d’un élément de l'aire pourra 

s’écrire, un peu plus brièvement, — (eosa -r-coi%~^ \(h\ et 

l’on aura, pour lu variation de l'intégrale (pi), la formule 

, .. ^ r /-;—, , ri ta* \ / 

11J 1 *> J \f 1 1- p* ~ //* ch -- j ( rosx ■■■ cos .1 “^7* ) 


• * ' 


H manque au second membre, comme plus haut à la dernière partie 
de (a) [p, s'19], pour être une différentielle totale réduite à sa forme 
la plus simple, clone contenir explicitement que des variations arbi¬ 
traires, savoir, les diverses valeurs de oj seules. 11 y a donc lieu de 
transformer chaque partie de ce second membre de (i 3 ), comme on 
l’a fait pour le dernier terme de (2), de manière à en éliminer la déri¬ 
vée partielle de 3 ? qui y figure* A cet effet, on emploiera encore, soit, 
après avoir remplacé ch par dj.'dy> le procédé intuitif suivi (p. a 5 oi 
pour le dernier terme de (2), soit plus simplement celui de l’intégra- 
lion par parties, que nous avons vu revenir au même, et qui consistera 

ici à dédoubler — (cos*) — ( cos jÜ) en 


r/t'cnsa.os» dcosse % 

*->-H *—.— *4 z 

ci J! cl J* 


di cos 3 .05 1 //cosîi * 

el en —-/- n— . *- o;, 

dy dy 


puis a intégrer séparément, dans chaque cas, les deux termes ainsi 

obtenus. Or le premier,-— dn ou-ÿ— */*» se 

trouve exactement intégrable une fois après la substitution de dxdy 
à ch et donne, par le procédé dun° 313 * (p. 92*), une intégrale simple 
prise tout le long du contour de <r. 

Appliquons, pour plus de simplicité, cette mélhodede l’intégration 
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\mv parties; et comme* sur tout le contour «le *, le terme exactement 
Intégré une fois, savoir, — (cosa .^z)dy ou — (eosfJ.$$)</*r, se trou¬ 
vera nul u raison de la fixité admise, dans l'espace, du bord donné qui 
s\ projette et pour tout lequel on a ainsi os = o* il ne restera que les 

deux termes J* ■ g 3 s th f Donc la variation cher¬ 

chée de (la) sera, sous sa forme définitive uh le coefficient de chaque 
variation arbitraire £5 est mis en évideuce, 

, l(l •> fr ---7 / r l 1 % g «3 fi cos 3 \ \ , 

*i I yi *?“/'* -r-7 1 fh s=s / ( —-f *4“* 

• V Jrj \ dr dy J 

La régie générale des inoxima et des minima, ou bien le raisonne¬ 
ment direct exposé au n° 483 * (p. 53 ^*), montrent qu'il faut annuler ce 
coefficient de oz dans tout l'intérieur du champ *, c'est-à-dire en tous 
les points de la surface. L'équation indéfinie de celle-ci sera donc 

-, d cos « d cos % 


ou encore, après substitution des valeurs —^—/î*_IT-~ 5 tA_ h cosz, cos3, 

V I “T* f/ 1 *4 </* 

suivie du calcul de leurs dérivées respectives en x et /et de la niulti- 

plicalion du résultat par le facteur — ( 1 ~-//* -f* //-)•*, toujours difFé- 
rent de zéro, 

1 >0) (t 4- q*)r—'Apqs~*- ( 1 — p i )t — ci, 


/*, a*, i désignant, suivant i‘usage, les trois dérivées partielles se¬ 
condes de ou les quatre dérivées partielles premières respectives de 
p et de <( en .r et y. 

ieile est réquation aux dérivées partielles du second ordre obtenue 
par Lagrange pour caractériser les surfaces à aire minima. Elle c.r- 


prime, comme fa remarqué Meusnier, i*annulation , partout, de la 
courbure moyenne, c'est-à-dire, l'égalité, en valeur absolue, arec 
signes contraires , des deux rayons principaux de courbure de la 
surface en tous ses points. Il suffît, pour le reconnaître, de se repor¬ 
ter aux expressions de Ja somme des deux courbures principales que 
nous avons obtenues dans le tome l vp (p. 36a*), et dont Tune se con¬ 
fond, au signe près, avec le premier membre de (10). 

Les considérations exposées au n° 440 4 (p. 378*) font d’ailleurs 
comprendre comment, celle équation indéfinie ( 1G ) a u x dérivées par¬ 
tielles étant du second ordre en x et y. Ton n'aura, pour déterminer 


i 

ï. 

ï 



usuit couwouhk noykxxk m xme. 


Mi* 


les deux, fonctions arbitraires introduites par sou intégration» qu'u lut 
adjoindre une relation définie concernant tout h contour du champ 7 , 
comme sera, par exemple, de s’y donner directement la fonction z 
elle-même* Or, celle-ci, on effet, s’y trouve bien connue, quand le 
contour de <s est justement la projection, sur le plan des ry t de lu 
courbe fermée dont lu surface minima eu question doit relier les di¬ 
verses parties. 

Malheureusement, l’intégration générale de (iG) sous forme finie, 
que Monge, Legendre, etc., ont effectuée au moyen des procédés ex¬ 
posés clans la XL111* Leçon («"• 431* et 43V*), n’a pu aboutir qu a la 
manière de celle de l'équation très simple /•-+-/ = o par des termes 

empruntés à l’expression symbolique /(/:+: jc \ ; — 1 ) [p, 368*]. Son 
résultat se trouve, de même, compliqué d’imaginaires dont l'élimum- 
tion n’est possible qu'aprés spécification de la forme des fonctions 
arbitraires; ce qui contribue à en rendre Tusage difficile, vu surtout 
la condition au contour (011 Tou doit se donner à volonté s), qui. 
même avec des intégrales indéfinies beaucoup plus simples, serait 
encore d’une vérification embarrassante ( J ). 

Aussi me bornerai-je a signaler les deux cas particuliers les plus 
simples de surfaces uitnima, cas d'ailleurs évidents tous les deux, du 
moins après la détermination (p, uoü) de lu courbe plane qui engendre 


la surface de révolution minimum. 

Le premier est le cas où Ton se donne un contour situé tout entier 
daus un même plan et où la surface, pouvant avoir par suite ses deux 
courbures principales uuiles, se réduit a Ja partie de ce plan com¬ 
prise ù l'intérieur du contour. 

Le deuxième est celui 0(1 le contour proposé se compose de deux 
cercles parallèles dont les centres soient sur un axe perpendiculaire ù 
leurs pians; cas où, le contour donné étant une figure de révolution 
autour de cet axe, la surface l'est elle-même, par raison de symétrie. 
Choisissons-le pour axe des/, et prenons un plan méridien pour plan 
des vTV. Alors les deux rayons principaux de courbure égaux et con¬ 
traires seront évidemment, pour un point quelconque de la généra- 


(*) O 11 conçoit, du reste, aisément que l'équation ( 16 ) »c comporte pas plus 
d’intégrale générale réelle en termes Jinh que l’équation même f-j-iao; car 
celle-ci i»‘cn est qu’un cas particulier, savoir, le cas limite qui se produit quand 
la surface minima s’écarte peu d’un plan ci a par rapport à ce plan, supposé 

choisi pour celui des#/, des pentes \f}>*+({* infiniment faibles» rendant négli¬ 
geables dans (ici), « côte'des deux termes /■, /, les trois autres $*#*, — ap*/ f 
alîcctés des très petits coefficients < 7 % — *P<h P*• 
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Irice comprime tluus ce plan, l'un, le mon meme de courbure de Ici 

i 

génératrice, exprimé par lu valeur absolue de —-JLl s ; IVqmUion 

inconnue de celle courbe est supposée mise sous lu forme yf(x') t 
l'autre, le serment de normale compris entre le mémo point (,z-, **) et 
Taxe de révolution ou des r, segment égal en valeur absolue a 
,/*|/1 .. | 2 . # » 

- , car sa projection sur l'axe des j; est l'abscisse positive x et 

se fait sous l'angle aigu ayaut pour tangente-ou pour cosinus 

r > )' 

- -Il™ > le signe supérieur correspondant au cas de / négatif et le 

signe inférieur au cas de / positif. Comme, d’ailleurs, les sens de ce» 
deux rayons principaux se trouvent opposés, la courbe y~f{x) 
tourne sa concavité vers les x positifs, et les valeurs positives de / 
sont visiblement décroissantes quand x croît, les valeurs négatives vi¬ 
siblement croissantes; eu sorte que / et / ont signes contraires (ce 
que nous avons indiqué, sur les formules des deux ravons de cour- 
bures, par les doubles signes alternés rfc et rp mis devant les déri¬ 
vées / et / pour exprimer leurs valeurs absolues). U vient donc, en 
égalant à zéro l excédent, sur la seconde courbure, de la première, 
que nous compterons positivement, et en multipliant par xdx f 


x — * 


v dx 


Un-/*;* 


V I — Y 

* v 


— dx Î-S O, 


OU 


Y 


Y 


xd -r 

*/> —/* v’tf-r* 


- (Ix “ 


On est bien, ainsi, conduit à poser ii( —^ -:.o ou d (x î&* \ — o 

\/i-+./*/ \ <t*J ' 

c est-ù-dire, précisément, 1 équation dilféreiitielle du second ordre 
déjà obtenue nu n° f s8V (p, «53) comme caractérisant la courbe géné¬ 
ratrice de la surface minima de révolution. En conséquence, la eliaî- 
nette, (pie nous avons reconnu au même numéro être celte courbe, 
a son rayon de courbure partout égal et contraire à sa normale, pro¬ 
longée jusqu'il la perpendiculaire ù son axe de symétrie, dite sa base 
ou sa directrice, et dont les distances a In courbe, mesurées parallè¬ 
lement ii Taxe de symétrie, s'expriment par le cosinus hyperbolique 
des instances relatives de la courbe au même axe. 


— Maxima ou minima des intégrales à champ d'intégration variable, 
et qui dépendent de fonctions variables aussi aux limites de ce champ. 

La variation de l'intégrale proposée 


f /(•*•././) de s'accroît 
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naturellement do quelques termes nouveaux, quand In courbe AM B 
(p* ‘48) représentative do la fonction déformable y, u ses extrémités 
A» B non plus fixes, mais mobiles soit arbitrairement, soit d'après des 
conditions désignées, comme, par exemple, le long de deux certaines 
directrices K1S', KF {Jig. oo). Alors, en elle!, les transformations ou 
variations op — MM' de la fonction, corrélatives au changement de 
AMU eu A'M'B', entraînent en général un déplacement des limites 
0«, O'i, que nous appellerons .r 0 et a*,, au lieu de a et b } ici ott elles 
sont variables et deviennent Ob', OfS'. 

Xoiis emploierons, en général, l'indice o pour désigner les valeurs 
prises par les va ri u blés ou parles fonctions à la limite inférieure de 
l'intégrale, c'est-à-dire en A, et l'indice i pour désigner leurs valeurs 
à la limite supérieure, c'est-à-dire en B. 

D'une part, il y aura ainsi accroissement algébrique des limites, sa¬ 
voir, pour l'une, u* ut In variation ïd\ «x r , pour l'autre, la varia¬ 
tion analogue ~33'j et, en conséquence, un élément correspond 


Mû. 5o. 



dont au champ acquis Sx,, savoir, très sensiblement, 
(«o) f<*i'yu/i)ùru 


sera gagné par l’intégrale proposée 
l'élément 



Y,y)dx, 


tandis que 


(*U 




qui correspondait au champ &c 9 , sera perdu par elle. 

D'autre part, entre les primitives limites, les éléments de l'intégrale 
les plus voisins de celles-ci varieront incomparablement plus que dans 



CALCUL DES VARIATIONS : CONDITIONS DR MAXIMUM OU DK MINIMUM 

le eus ou les extrémités A» B étaient fixes; car l'allongement ly de 
chaque ordonnée aura cessé d'être nul pour les abscisses extrêmes uv 
«z*,* A la limite *r = o’o^ Oa, cet allongement AI, très sensiblement 
pareil à l'accroisse ment analogue voisin l'.V, sera l'excès, JA' — Jl', 
de la variation totale JA # =*'.V—*A, que j'appellerai o/q, de lu 
première ordonnée y u xA (devenue a'A') figurant daus L'intégrale, 
sur la diffère n dette correspondante JT— (long.F AI’ ) X a*' 
de lu meme ordonnée. On aura donc 


( av i or — Sr u —jq fo'o (pour x - a' y ); 

et, à lu limite supérieure .i*j on trouvera de tnème, pour l'al¬ 

longement h’, BK ou K' IV -- LB' — LK f , c'e*t-ù-dire 

( *3 i or — $>• 1 — y, o r, ( pour a* ~ h 


ojj désignant pareillement la variation totale fJ'B'*— de la der¬ 
nière ordonnée, r,, de la courbe considérée dans ses divers états suc¬ 
cessifs. 

Par suite, attribuons à l'intégrale C f{r, v,y')dd' les limites 

fixes O* et O JJ, sauf à lui ajouter ensuite la différence de l'élément 
gagné (20) ù 1 clément perdu (ai); et, comme cette intégrale devra 
être prise, dans son nouvel état, le long de l'arc lK,au lieu de l'étre le 
long de AB, sa variation se calculera de la même manière qu'au n° W 2 
dans l'hypothèse d'extrémités A, lî fixes, c'est-à-dire, d'abord, au 
moyen de la formule (:t) [p* a'19]. Mais quand, par le raisonnement 
direct exposé ù Ja page 300 ou en recourant à l'intégration par parties 
employée ensuite, on transformera le dernier terme de (a), afin d’en 
éliminer la variation 0/ dont le produit par dx n’est pus autre chose 
que la différentielle essentiellement dépendante ou non arbitraire d \y< 

le terme aux limites obtenu > le premier du second 

''J ' 

membre de ( 5 ), ne sera plus nul; car le facteur 0/ y aura les deux 
valeurs respectives ( 23 ) et (22), au lieu de zéro. Ce double terme se 
trouvera doue en plus, dans le second membre de (G), 
tëu y joignant l'excédent de (ao) sur (ai), puis groupaut les parties 

afFectées soit de soit de et affectant les fonctions 

f~~ J* tfp des deux acc e«t$ 0 ou 1 P our signifier qu'on les prend û la 
limite inférieure ou à la limite supérieure, il viendra, comme exprès- 
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sîon a la fois simple et explicite de la variation complète de l’intégrale 
proposée, 



Quand on demande un minimum ou maximum aussi absolu que 
possible, c’est-à-dire quand la valeur de l’intégrale doit, prise le long 
de AMB, être ou plus petite, ou plus grande que prise le long de toute 
autre courbe A'M'B' du plan, qjp 9 et o/ 0 , «xr t et $/* ne sont pas moins 
arbitraires que no l’est 3/ dans l'intervalle des limites; et l’on peut 
aussi bien annuler 5/ partout sauf dans le voisinage de chaque 
(imite, de manière à réduire très sensiblement le second membre de 
(at\) aux termes en &r a , fy' 0 , Sx* et qu annuler, au contraire, ces 
quatre variations et réduire le second membre u son dernier terme ou 
même aux éléments de ce dernier terme compris dans telle petite par¬ 
tie que l’on veut du champ de rinlégraie. Ainsi, tout le second mem¬ 
bre de(a/|) est assimilable à la différentielle totale d’une fonction de 
variables indépendantes * Et les solutions maxima ou minium cherchées 
en annuleront séparément chaque partie; sans quoi les éléments dif¬ 
férents de zéro suffiraient, en y affectant de signes convenables les va¬ 
riations àr 0 , &r,, oy 9i ô/, pour faire, à volonté, tantôt croître et 
tantôt décroître l'intégrale a partir de sa valeur actuelle* 

On aura donc encore, comme dans le cas d’extrémités A, B fixes, 

l’équation différentielle ou indéfinie — d ^ = o; mais les deux 

constantes introduites par l’intégration, au lieu de se calculer par les 
conditions que, pour deux valeurs données *v et je ~ ô, ou 
a* zz je Q et ,*• la fonction y prenne deux valeurs connues 
et r 4 =r [3B, se détermineront en annulant dans («4) les coefficients 
de oa?„, 5/ 0 > \>’i> c’est-à-dire en choisissant pour les quatre con¬ 

stantes jc Qi y 0i x Xt y x celles qui vérifieront les équations ainsi ob¬ 
tenues, 



Abstraction faite du cas singulier où la pente y* serait infinie à une 
limite, ces conditions expriment évidemment que la fonction / et sa 
13. — H* Partie complémentaire* 33 
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dérivée partielle relative «y devront s'annuler i\ chaque bout de lu 
courbe. 

Si, au contraire, les extrémités A, B, ou seulement Tune d'elles, 
cessaient d’ètre soit complètement fixées, soit complètement libres, 
pour se trouver, par exemple, sur certaines courbes EE\ FF' du plan 
des &y t l'équation de ces courbes, de la forme 1>( 4 r 0 ,r..;o ou’ 
•I‘(x,,j,) = o, donnerait évidemment 'A* ~:o, c'est-à-dire 


d'V N ri*)' % 


-, - 0/*o «f- 

dr a 




y» 


o 


uu 


d<\> 

ÎZ/*t 



<AI> 

Wi 



et Ton voit que l'une des variations o.i* 0 , ou %jl\ k h* u savoir, par 
exemple, %y Q ou or,, cesserait d'étre arbitraire, pour devenir fonction 
de l'autre. Après avoir ainsi éliminé 5 » ou or,, on n'aurait à annuler 
que le coefficient total des variations restées arbitraires; ce qui don¬ 
nerait, en t r g , .r,, y 9i un système insuffisant d'équations, mais 
exactement complété par les relations «l»=:o admises. 

Et si d'autres relations comme celles dont il a été parlé à un numéro 
précédent (p. hj6 ), telles que la constance d'une certaine intégrale 

/i- r i 

/ F(x, r, y) cisV t s'adjoignaient aux conditions de liberté ou d'as- 
* r « 

sujeUîssemeut concernant les limites, le maximum ou minimum 
cherché, devenu dès lors ou relatif, ou plus relatif encore qu'il 
n'était déjà, permettrait de nouvelles éliminations de variations dé¬ 
sormais dépendantes, avec suppression de tout autant d'équations de 
maximum ou de minimum dont tiendraient lieu ces relations mêmes. 
Eu effectuant d'ailleurs les éliminations, ou du moins les dernières, 
par la méthode des facteurs indéterminés (mais constants) X, ;i, .. 

on serait conduit, si, par exemple, l'intégrale J' F (.r, y t y ) du; de¬ 
vait garder une voleur donnée K, à considérer la somme 


/•**« 

/ IA*» 

•J r 

«* U 


y> y>H-XF(r,^,y)i* 


et à annuler sa variation, dont la formule, sauf la substitution de 
/-b XF à/, serait toute pareille a (^4) et se traiterait de même. 

Enfin, Ü peut arriver que la fonction sous le signe f dépende 
aussi de certaines valeurs particulières , changeantes, des varia¬ 
bles *r, y y » « «, comme, par exemple, de la limite inférieure ,r 0 , ou 
qu'elle soit de la forme f(Ay y y'}A 0 ). Il est clair que chaque élément 


fiLc de l'intégrale a alors sa variation propre accrue 
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en sorte» que Je second membre de (ai) comprend en plus le terme 



qui s 1 v joint ù celui oft figurait déjà &r tt et change, par exemple, la 
première équation (a 5 ) en celle-ci, 


{*?) 


lf-y'S!L\ _ r= „ 

V J <!/)» J x </*■, 


Il resterait maintenant u donner des applications de ces principes. 
Mais, pour les plus intéressantes d'entre elles, où le rôle de la variable 
indépendante n'est, naturellement, pas plus dévolu a x qu’à y 9 les 
formules gagnent sous les rapports tant do la symétrie que de la Faci¬ 
lité d’interprétation géométrique à être obtenues et présentées d'une 
autre manière, un peu moins simple théoriquement, u laquelle nous 
nous bornerons. 


M)\ — Antre méthode, impliquant le choix de variables indépendantes 
qui assurent l'invariabilité du champ d'intégration; application à Tin» 
tôgrale /F(a%/, z)cls prise le long d'une courbe. 

La méthode dont U s’agit, la plus élégante quand l'intégration 
s'étend à tout un espace continu comme ligne, surface ou solide, sans 
qu’aucune des coordonnées paraisse désignée de préférence aux autres 
pour les rôles de variable indépendante ou de fonction, se rattache au 
procédé de différentiation des intégrales qui consiste (p. 109) à con¬ 
sidérer celles-ci comme formées sans cesse d’un même nombre d’élé¬ 
ments et, pour ainsi dire, des memes éléments, mais graduellement 
transformables par variation cl déplacement de leur champ non 
moins que par changement de la fonction sous les signes /♦ On a vu 
(p. ii4*) que cela revient, au fond, a introduire de nouvelles varia¬ 
bles d’intégration, généralement différentes de coordonnées géomé¬ 
triques actuelles comme x, y, 5, et à valeurs limites toujours les 
mêmes quand l’intégrale change. 

Si Ton étudie, par exemple, une intégrale se rapportant soit à une 
courbe, soit à une surface, soit à un volume qui se déforment, et que 
ses éléments aient leurs champs respectifs bornés par divers points de 
ces figures, on pourra toujours attribuer son changement, en tant 
qu’il dépendra de circonstances géométriques, à des déplacements 
continus des points dont il s'agit. Alors, on adoptera, par exemple, 
comme variables indépendantes propres u définir ceux-ci et à dislin- 
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suer, avec eux, les uns des autres, les espaces élémentaires intercalés, 
tout en échappant elles-mêmes aux transformations, soit les trois 
coordonnées primitives s'il est question d’un volume, soit une ou 
deux d’entre elles si la figure se réduit à une ligne ou à une surface, 
ces coordonnées primitives étant celles des points, daus un certain 
état (pris comme type ou comme répété) du lieu géométrique qu'ils 
julouuent ensemble. On concevra, d'ordinaire, choisi pour cet élut 
primitif, celui même qu’on cherche, c'est-à-dire qui correspond au 
maximum ou minimum proposé, et les variables propres à définir un 
champ d'intégration fixe seront ainsi, en définitive, des coordonnées 
actuelles de la figure que l’on veut finalement considérer, niais 
actuelles pour elle seule et non pour ses transformées successives. 

Il est clair d'ailleurs que Ion pourra substituer u ces coordonnées d'au¬ 
tres variables corrélatives, en même nombre et plus commodes ; que, 
par exemple, s'il s'agit d'une courbe plane ou gauche, son arc, compté 
à partir de sa première extrémité et dans l'état primitif . tiendra lieu 
avantageusement de l'abscisse x relative au même état et assurera 
aux formules plus de symétrie, en laissant à x un rôle pareil à ceux 
de y et z , En d’autres termes, les variables indépendantes choisies 
seront des quantités propres à caractériser les divers points de la 
figure dans son état primitif et pourront, au sens large du mot, 
s'appeler des coordonnées de celte figure; mais elles différeront 
généralement de celles qui se prennent par rapport à des axes rec¬ 
tilignes. 

Dès lors, les trois coordonnées x, y t z seront, au même titre, pen¬ 
dant les déformations de la figure, des fonctions pourvues tout à lu 
fois : i° de différentielles dx, dy % dz relatives à chaque variable d'iu- 
tégration, différentielles, pour ainsi dire actuelles, représentant à tout 
instant, dans la figure telle qu'elle est alors, les accroissements élé¬ 
mentaires de x y y , a le long du chemin oü cette variable change 
seule, et aussi, a°, de variations %x } ov, $5, accroissements corré¬ 
latifs a la déformation élémentaire de la figure et qu'on peut 
regarder encore comme des différentielles partielles, mais relatives à 
un paramètre tout différent des variables d’intégration, tel qu'est, par 
exemple, le temps, si les déformations sont supposées se succéder 
pendant que la durée s'écoule» 

D'ailleurs, lorsque les suites de points (a?,/, z) ne se trouvent 
astreintes, par les conditions du problème, qu’à la loi de continuité, 
les coordonnées x, y , z constituent évidemment trois fonctions arbi¬ 
traires des variables d’intégration, et il en est de même de leurs va¬ 
riations, ou des déplacements élémentaires &r, £3, du moins dans 
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leurs rapports mutuels, c’est-à-dire abstraction fuite de leur infinie 
petitesse. 

Cela posé, chaque élément de l’intégrale dépendra, quant à sou 
champ, des distances mutuelles des points mobiles (j\ y',*) qui en 
marqueront les sommets. Si, de plus, la fonction qui y multiplie ce 
champ ne varie qu’avec des circonstances géométriques, ou réduc- 
tildes à des conditions de situation (,r,y, s), comme, pur exemple, 
avec les coordonnées d’un des sommets du champ élémentaire dont il 
s’agît, la variation de l’intégrale, évaluée par la meme méthode des 
numéros précédents que dans les cas d’une fonction inconnue unique, 
admettra évidemment une expression linéaire par rapport aux varia¬ 
tions <U‘, $r, $3 des coordonnées de tous les sommets infiniment voi¬ 
sins ainsi considérés. On devra donc, quand le maximum ou le 
minimum cherchés seront absolus, annuler les coefficients de toutes 
ces variations ; ce qui donnera, en particulier, autant d’équations 
indéfinies (contenant x, y t z et leurs différentielles ou dérivées pre¬ 
mières, secondes, etc.) qu’il y a de fonctions inconnues x, y, z des 
variables indépendantes adoptées» 

Mais ces équations ne sauraient être toutes distinctes. En effet, les 
variables indépendantes dont H s'agit, assujetties uniquement a garder 
leurs valeurs ou systèmes de valeurs aax limites de l’intégrale, et 
dés lors susceptibles d’étre remplacées, dans leurs rôles, par telles 
qu’on voudra de leurs fonctions, sans modifier en rien l’expression 
de l'intégrale, sont, ûti fond, très indéterminées; et les équations 
fournies par l’annulation des coefficients de Sx, Sy, $3 ne peuvent, 
par suite, définir x, y t z en tant que fonctions de variables si peu 
spécifiées, mais uniquement quant à leurs relations mutuelles cher¬ 
chées, indépendantes du choix de ces variables. Donc les équations 
indéfinies qu’on obtiendra se trouveront assez, peu distinctes, pour 
qu’on puisse y en joindre d’autres en nombre égal » celui des va¬ 
riables indépendantes et destinées à définir presque arbitrairement 
celles-ci dans leurs rapports avec x, y, z. 


Fixons les idées en nous bornant au cas d’une seule variable indé¬ 
pendante, c'est-à-dire à celui d’une intégrale prise le long d’un arc 
fds* Généralisons, par exemple, le problème du n° 48 V (p. 25 a), oit 
l'expression considérée revenait à / xds, et, dans ce but, remplaçons 
l’abscisse x par une fonction continue quelconque F(#,y, z) dus 
coordonnées de chaque élément de l’arc / ds y devenu lui-mèmc 


quelconque, c’esl-a-dire gauche. Nous aurons donc à former la varia¬ 
tion de l’intégrale ainsi obtenue /F(.r, y*, z)ds, dont le champ /ds 
comprendra toujours un mémo nombre de parties ds } droites de jonc- 
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lî<m de commets successifs infiniment voisins formant une 

file continue. Ceux-ci, tous mobiles, auront leurs déplacements &*•, 
$)', ov astreints uniquement à varier d'une manière graduelle le long 
de la file, dont on pourra, afin d'introduire une variable d'intégration ? 
à limites fixes, définir ou distinguer les sommets les uns des autres de 
lu manière suivante. On imaginera un premier état de la courbe /ds 
où ils soient tous équidistants, et on les caractérisera désormais par 
«les numéros d'ordre égaux u leurs distances mêmes, que j'appellerai *, 
mesurées pour cet état et le long de la file ou de la courbe, à partir 
d'un premier sommet arbitraire pris comme origine, U est clair que 
les coordonnées £■> y, z seront, après des déformations quelconques, 
pour les divers points de la file, trois fonctions continues arbitraires 
de leur numéro d'ordre v, et que, par suite, leurs changements élé* 
mentaires oj, égaleront, à un facteur infiniment petit près, des 
fonctions non moins arbitraires de v. 

De ces fonctions dépendra immédiatement, pour cliaque élément 
F(j*,r, z)ds de l’intégrale, le changement 


<u8) 


d F. j d[' x 

*>V ï-3 r,x 4 * -y- r *v 
du dy v 


d Fs 
dz°' 


de son premier facteur. Quant au seccnd facteur, ds, distance des 
deux sommets, à numéros i 9 *4-d?, dont les coordonnées sont pré¬ 
sentement 

.r, y, z cl x 4 - dr , y 4* dy, 


pour devenir dans un instant 


x -- o.r, y or, 5 — 


et 


1 r+ d(x + tx) f (y 4 - oy)^d(y *+*$/), (î + oj) ~-rd{z 4-0ci, 

sa valeur actuelle résulte de l'équation 

( *<> ) ds* = dx* -r- dy* 4- dz i > 

et, ensuite, son accroissement ou variation Zds t de l'équation ana¬ 
logue 

< dt -rïdsf rrz {rfj- 4 - (f %xj* + ( (If 4 - d ïy )* 4 * (dz — d OS d, 

dont la difierenceà (29), qui revient ùdiflérentier celle-ci en 0, donne, 
sauf erreur relative évidemment négligeable, après division finale 
par îuA\ 
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Chaque élément F ds de l'intégrale, devenu (F 4* $F) (ds 4.0 ds) t 
aura ainsi grandi de ds 3 F 4* F 3 ds (à un terme près d’ordre supé¬ 
rieur), et la variation de l’intégrale tout entière sera f dsZF 4-y*F$rf>\ 
On aura donc, vu les valeurs (38) et ( 3 o)de $F et de %ds, 


(30 


( 3 J F(=r, 


y, « 


. , ffdF rfP , s dF , , \ 

)d ' m J (a ? d,or +d} d, v h -a; ds '>) 


-fl- g cti* -J K % d'y -t* J F 


. ds 


ds 


d%z> 


Intégrons, par parties, les trois derniers termes, afin d’éliminer, 
comme il a été indiqué (p* a 5 o), des différentielles non arbitraires 
de variations; et, en affectant encore des indices 0, 1 les résultats que 
l’on devra prendre à la limite inférieure o 9 ou à la limite supérieure 7 tt 
il viendra la formule définitive 


î J F (r,y, 3 )d>- 


( 3 a) 


H 

f dr s 
-7- O* 
x as 

!™ 4 > 

dy 

ds 

ds 

~F.| 

Ute . 

—7“ *jr -7r 

^ ds 

dy 

ds 

* , di 
V + ïis 

-/ 

K f 

dr 

ds 

)- 

dF 

dr 

,] 

-/ 

K» 

dy 

ds 


dF 

dy 

"•) 

~/l 

K p 

ds 

ds 

)- 

dF 
' ds 
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Si donc il s’agit de considérer la courbe au moment où l’intégrale 
fFcis est un maximum ou minimum absolu, et que l’on se borne 
d’abord, pour simplifier, au cas d’extrémités (a?*,, y 0 ,,5 0 ), (^0^1 , ~j) 
fixes, de manière à avoir ô(a?o, 7 9 , 5 0 ) = o, o(^„y„ s t ) =0, ou à ré¬ 
duire le second membre de ( 3 s) à ses trois derniers termes, l’annula¬ 
tion obligée des coefficients de &*?, oy, 05 donnera les trois équations 
indéfinies 



M 

r F—'l 

9 

II 

*8 

feu» 

w ■ V 

1 

C«) 

] 1 

v <<*) 

dF , 

~d} dt =°> 


( 

< ds) 

dF . 

~dï ds = °- 


Cependant, l’état primitif dans lequel a été choisie la variable in¬ 
dépendante 9 se trouvant arbitraire, il est impossible, comme nous 
l’avions prévu (p. 549*), que ces trois équations relient à 7, d’une ma- 
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nière précise, les fonctions a\ y % z ; ce qu'elles feraient, à quelques 
constantes près in traduites par leur intégration, si elles étaient toutes 
les trois distinctes. Donc elles ne le sont pas. Et, en effet, après avoir 

substitué an* trois termes d ^ P — j leurs développements 

d(a\y.z) #P n ,rf(jr,y t 5) ».* ». 

—~—(Il > multiplions respectivement ces trois 

équations par y > puis «joutons les résultats : il viendra, vu 

(a9), Y identité 


tti) 


dr , dx il y t dy ds . dz 

1.r, d T* + ui <( ïï + ïï tl T,-' 1 ' 


à laquelle conduit la diflerentiation de la somme 


/«/*Y /etsY 

<*) - U [%) + fa ) * 


constamment égale a 1 quelle que soit la variable *. 

Ainsi deux quelconques des trois équations ( 33 ) entraînent la troi¬ 
sième; ce qui permettra de choisir, dans chaque cas, les deux plus 
faciles à intégrer. Si, par exemple, z rro et que 1 ? dépende seulement 
de r, comme dans le problème du n° W (p. 25 a) où F rr jr, l'équa¬ 
tion (dés lors unique) a considérer sera la seconde ( 33 ), réduite a 

d(l? — o et qui donne F ^ ~ une const. c, ou c * con¬ 

formément à (9) [p. « 53 ]. 

Dans tous les cas, les deux équations du second ordre ( 33 ) choisies, 
où ? ne figure pas explicitement et d’où ds s'élimine par (29), consti¬ 
tueront bien, entre x, y et 5, les deux relations propres à définir la 
courbe; car les quatre constantes arbitraires que leur intégration intro¬ 
duira se détermineront, si ar, par exemple, y est pris comme variable, 
en exprimant que, pour x ^ ,r 0 et pour les deux fonctions 

y et z de x doivent recevoir les valeurs respectives données y~y Qt 

s t . 

Pour plus de symétrie, on pourra encore garder la variable indé¬ 
pendante 1 choisie en premier lieu, mais en imaginant que l’étal pri» 
mitif de la courbe dans lequel <r désignait son arc s soit justement 
Tétât cherché. Gela permettra de faire ? = s et aussi, pour caractériser 
un tel choix en reliant ? à x t y t s, de joindre la troisième équation 
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à deux quelconques desprécédente8(33)où 


dx (ty (h 
ds * d s * Us 


s'écriront dès 


Jors æ* r y\z f . 

Le cas de maximum ou de minimum le plus simple que Ion puisse 
avoir à traiter, pour une intégrale de la forme /F(#,/, z)ds } s’ob¬ 
tient en posant Fr=i, ou en cherchant le trajet minimum fds entre 
deux points donnés. Les équations ( 33 ) s y trouvent réduites ù 





ou à 


dr'=r. 


O, 




et conduisent immédiatement à prendre des valeurs constantes pour 
les trois cosinus directeurs x f , y f , s* de la tangente à la ligne cherchée. 
Celle-ci n’est donc autre que la droite joignant les deux points, comme 
on Je savait. 


41)0*. — Conditions de maximum ou de minimum relatives aux limites, 
pour des intégrales prises le long de lignes ayant leurs extrémités 
mobiles sur des oourbes ou des surfaoes données. 


Afin de donner des exemples de maximum ou minimum d’intégrales 
ù limites variables, rendons maintenant mobiles les deux extrémités 
(^W«> 5 o)> (#,,Vi,$|) de la courbe fds le long de laquelle nous 
prenons la somme f F (#,f, $)</», mais en astreignant chacune d’elles 
à se trouver ou sur une ligne donnée, ou sur une surface donnée, 
c'est-à-dire à vérifier les relations, de la forme 5 u) —o 011 

?(^ii^ i»«i) = Oj qui définissent ces figures, et qui se réduisent à une 
seule dans le cas d’une surface, mais sont au nombre de deux dans 
celui d'une courbe. 

Nous aurons toujours les équations indéfinies ( 33 ). Mais les condi¬ 
tions aux limites ne consisteront plus à se donner^, y<>* z 0 et ar ty Vj, s : , 
c'est-à-dire à annuler leurs six variations. Car elles obligeront seule¬ 
ment les trois premières de celles-ci à vérifier, pour chaque équation 
correspondante assignée ^(jr fl ,/ 0t 5 o ) = o, la relation (x Q , r 0 , 3 0 )~o, 
c'est-à-dire 

dy % th % th > 

<4r 0 dj\ v </3 0 

et, les trois dernières, u vérifier une ou deux équations linéaires ana¬ 
logues en &rj, o;'j. ce qui laissera subsister autant de variations 
arbitraires, à chaque extrémité, qu’il manquera d’équations pour la 
fixer elle-même pleinement. Donc l’annulation, dans le second membre 
de ( 3 a), du coefficient total de chaque variation indépendante, après 
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élimination tle» autres,complétera le nombre des relation» nécessaires 
u cel elïet * 

On voit, avant toute élimination, que les deux premiers termes 
triples du second membre de (3a) seront séparément nuis, chacun 
deux n’étant relatif qu’a une extrémité ; et comme, généralement, le 
facteur F y différera de zéro, les conditions aux limites deviendront, 
eu supposant d'ailleurs l’arc s de la courbe cherchée pris pour 
variable indépendante, 

( 3 î ) -T- ju o/y -f- sJ, s $.« =s o, x\ Or, - 4 - y\ ty x -h z\ $ s, « o. 

Or tar 0 , *s QÎ ou ,$ 3 ,, sont les trois projections, sur les axes, de 

tout déplacement élémentaire, qu’on peut appeler ou ta,, de l’extré¬ 
mité (.*•<,, v v , ou (r,, r,, s,) sur la ligure où elle est mobile à partir de 
sa position cherchée; et la somme respective de leurs produits par les 
trois cosinus directeurs, cr' 0> ou cr' t , y \, s'j, de la première ou 

dernière tangente à la courbe, exprime la projection, sur celte tan¬ 
gente, du déplacement ta 0 ou ta,, projection nulle en vertu de (35), 
ou impliquant la perpendicularité, à la tangeute, de tous les déplace¬ 
ments respectifs ta 0 ou ta, possibles. 

Donc, ta courbe f ds t gui rend ma-rima ou mi ni ma l'intégrale 
/T(.r, y f z)ds t sa trouve t en chacun de ses deux points extrêmes, 
normale à la figure (ligne ou surface) sur (agueltece point est as¬ 
treint à sc mouvoir. On le savait déjà, par le Calcul dilTérentiel (t. I, 
pp. iGG et 177 ), dans le cas particulier de la ligne fds mitûma. 

Cette condition serait profondément modifiée pour une extrémité, 
h) par exemple, si chaque élément F(.r,/, £) ds de l'inté¬ 
grale devenait fonction des coordonnées So de cette extrémité 

mobile et, par suite, fournissait dans le second membre de (3a) un 
élément au terme triple affecté des variations de ces coordonnées, con¬ 
formément u l'indication donnée plus haut (p. 547*), l ° r8 l’établis¬ 
sement de la formule ( 27 ) consacrée au cas le plus simple offrant cette 
particularité remarquable. 

Supposons, pour fixer les idées, quo l'intégrale soit de la forme 

< 30) /F (a* — &i>, y — y»> z — z 0 )ds, 

et que, par suite, la fonction sous le signe /, dépendant seulement 
des différences .t — # 0 , y — y 0) z — s 0l ait ses dérivées en # 0J /<>» s 0 
dV 

égales u —-* La variation de chaque élément Fs'accroîtra 

évidemment de 

dV s , dV, , dV y . 

-r* oxn ds — - r or 0 ds - r os<> ds 

ttr dy de 
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cl, par suite, celle de l'Intégrale tout entière, de 

• (/S*) 4 *- ■ ift d *) Z/9 -(fæ*)**' 

Donc, dans le second membre de (3a), le terme total en wr 0 , 
ïz 9 sera 

- (l-Vu f-fc <1* ) r >. — ( IV. \f jp d *) y'° ~ ('Vi ^J'Tz <i '} 

Or les équations (33), que Ton peut écrire 

( VS ) ~ eh = <H IV I, (l }-ds~.<tiVy‘). -- </.* -V(i-V<. 

’ dx dv * J dz 

intégrées d'une limite à l'autre, donnent 


(3«; 



ds r= Fj^'j — F v jt' v , 
t/s - i'i/, — i 
ds — F, z\ — K 0 <3* ot 


et transforment finalement la condition 4 fournie par l'annulation de 
( 37 ) en celle-ci, 

( 40 ) — i’ 1 ( *** 1 ~~ y i y» t = o« 

Puisqu’on admet que Fj diflère de zéro, il vient donc, à Ja place tic 
lu première (35), 

( 4 u r\ £r„ — y\ 2y w — z\ ov,. — o ; 


et tout déplacement élémentaire w q de lu première extrémité a sa pro¬ 
jection nulle sur la dernière tangente (ù cosinus directeurs x u y\> 
de la ligne qu'il s’agit de construire. Ainsi, le maximum ou le mini¬ 
mum de Vintégrale exigent que la courbe soit, à son extrémité 
{&\>yu*ù d° nt coordonnées ne paraissent pas dans télément Fds, 

tout « la Jais normale à la Jigure qui contient cette extrémité, et 
parallèle à une normale menée, par Vautre extrémité, à la figure 
sur laquelle se meut celle-ci 

De là résulte, entre les deux points de départ et d’arrivée de la 
courbe, une corrélation (exprimée par le parallélisme de deux nor¬ 
males respectives aux deux figures) qui trouve à s’appliquer, notam¬ 
ment, dans le problème de lu ùrachislochrone reliant deux courbes 
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ou surfaces données. Ce problème, dont on verra, pour le cas d'extré¬ 
mités fi vos, lu solution au n° 493 (p. sSy) pnr une méthode plus élé¬ 
mentaire que le calcul des variations, consiste à rechercher le mi¬ 
nimum de l'intégrale / F r/v, quand F ~ —---l.z-r.* 


La meme corrélation se trouve bien vérifiée dans le cas Fm t, qui 
est celui de lu ligne minima entre deux figures; car la droite consti¬ 
tuant cette ligne doit bien être tout à la fois normale aux deux. 


Wl*. — Cas où ces lignes sont astreintes âne pas quitter une surface 
donnée; démonstration, par l'analyse, des propriétés générales des 
ligues géodésiquds. 


Ce ne sont pas seulement les deux points extrêmes de la courbe 
fds qui peuvent se trouver assujettis il des conditions regardant en 
particulier chacun d’eux, mais aussi tous les points intermédiaires 
(r, y, z). Quelquefois, par exemple, on demandera le maximum ou 
minimum relatif de l'intégrale z)ds } pour des ligues fds 

non pas quelconques, mais situées sur une surface donnée/(.r,y, 5)=o 
et y reliant un point â une courbe ou deux certaines courbes entre 
elles. Les déplacements o.r, or, Sg de chaque point (j*, y, z ) se feront 
donc alorsde manière que f{x -p ,y -h 5y, s-h ~o, c'est-à-dire 
en vérifiant la relation 


14^.) 


tir ^ dj N dr . 


(Il 


et Ton ne devra annuler séparément, dans les trois derniers termes de 
( 3s) réunis en une seule intégrale, que les coefficients totaux de deux 
des variations o.r, oy, $5, après élimination de la troisième au moyen 
de (4a). Comme le terme tout entier où figurent, sous le signe /, ces 
trois variations sera encore nul, il viendra néanmoins 



et la vérification de celte équation pour chaque point (a?, y, z), quels 
qu'y soient les rapports mutuels de £r, oy, îz compatibles avec (4a), 
reviendra évidemment à y écrire la proportionnalité des coefficients de 


w*. 


*y* 


? . 
V 


. . ii . i df 

aux trois denvees - tT - — 


figurant dans ( ia). Ainsi les 
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équation» (33) feront place à la double proportion 



que l’on reconnaît d'ailleurs aisément, en procédant presque comme 
après (33), ne constituer, gré ce à l'équation évidente 


(4‘j) 


ttf . df . d( t 

tfe tjr * 7iÿ d J ~ 7Tt' * ~°* 


qu'une seule relation distincte. Si, eu ellét, Ton multiplie les de us. 

# f f* J 

fltt ( ?t?t\ uni» _ (>nnv fin unnnrtrt rtoi< „ . 


termes du premier rapport (44) par p j-> ceux du second par p ~~ * 
ceux du troisième par p j--» puisqu'on ajoute terme à terme, il vient 


identiquement, vu aussi (34), le résultat ce qui prouve que l'un des 

trois rapports égaux (44) s'obtiendrait bien par l'addition tenue à terme 
des deux autres après y avoir introduit haut et bas les fadeurs indi¬ 
qués, 

Ainsi Ton pourra extraire de (41) 1 équation différentielle, en .-r 
et y par exemple, de la courbe cherchée sur la surface f(^ i y i z)=o. 
Rt les constantes qu'introduira son intégration se détermineront, à 
moins qu’on ne fixe les points de départ ou d'arrivée, au moyen de* 
conditions (35) ou (40> toujours subsistantes, dont les premières, no¬ 
tamment, exprimeront la normalité de la courbe aux lignes de la sur¬ 
face qui doivent contenir ces extrémités respectives. 

L'élimination au second membre de (3s), ou dans (43), de la varia¬ 
tion, o# ou ou oc, non indépendante pour chaque point (#,/, 5), 
sc serait faite encore (p* m 3G) en opérant comme si l'on cherchait le 
maximum ou minimum absolu d'une fonction égale à la proposée 
/ F (.r,j, £)</,? plus la somme des produits de facteurs constants indéter¬ 
minés par les premiers membres des équations de condition, mises sous 
la forme ^ — o. Ici les conditions dont il s'agit, en nombre aussi grand 
que les points (x,/, z), sont toutes exprimées par/(x, v, z) =o,ofi 
.r, y*, z se rapportent successivement a tous ces points mobiles qui 
définissent la courbe considérée ; et, afin de donner à la fouclion 


totale qu'il s'agit de composer la forme d'une intégrale, il y a lieu 
d’appeler </),, plutôt que X, les facteurs indéterminés, variables 
comme x, y, z avec le numéro d'ordre * des points, mais constants 
en ce sens qu’on ne leur attribue pas de variations à. Le maximum 
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ou minimum absolu à cherche!* sera (tes lors celui de la somme 
/F(a» y t z) ds •+-//(#, 7 % z)dl, si, pour simplifier, nous supposons 
les deux extrémités fixes, «fin de n’uvoir pas u ajouter encore deux 
termes comme >* 0 /(^7o. **) + -,) J et la variation à 

annuler sera 


' l,i) $*/+ ,7H 

c’est-à-dire le second membre de (3a), diminué de ses termes en $a* 0 , 
i>o» ^ fy'i> que l’on fait nuis, mais accru de la seconde 
intégrale (JG), u trois termes sous le signe /. L’annulation, sous ce 
signe, des trois coefficients totaux de 3u*, oy, 03 , donnera donc les 
trois équations indéfinies 


» ir> 


ny 

H) 

i'Sh 


dF , <l( r 

IIS - - ~r (U r r O, 

«JT t(X 

flF . df r 

-y- «A* “ - y- «A ~ O, 

«>' <// 

dF , <lf r 

«A* - - -f- «A r= O ; 

«V u5 


et iJ suffit, pour en déduire les relations définitives ( 44 ), d’v éliminer 
d/, t en égalant entre elles les trois valeurs de ce facteur indéterminé 
qui se tirent respectivement de la première, de la deuxième et de la 
troisième (J 7 ). 

Bornons-nous, comme application, nu cas très simple où, la fonc¬ 
tion donnée F se réduisant à l’unité, il s’agit de mener sur une sur- 
face/=ro la ligne fds minimn, soit entre deux points, soit d'un point 
à une courbe, soit entre deux courbes. Alors la double proportion ( J j ) 

devient celle des différentielles ci ~, d ~ » d ît » dont les rapports 

mutuels en chaque point (a*, j, z) de la courbe y définissent (t. 1 , 

p. 2 J 1 ) la direction de la normale principale, aux dérivées 

fl JP f O f* V 

qui y définissent de meme la direction de In normale à la surface. 
Ainsi la ligne minima menée entre deux points, sur une surface, a 
partout sa normale principale perpendiculaire à (a surface même, 
ou son plan oscillateur normal à celle-ci; et, d’ailleurs, d après ( 35 ), 
une telle ligne coupe normalement toute courbe qu’elle doit, sur la 
surface, relier par le chemin le plus court à un point ou à une autre 
courbe donnée. Ainsi se démontrent par le calcul des variations les 
premières propriétés des lignes géodêsiques établies géométriquement 
vers ta fin du tome 1 (pp. 3o'j* et 3 10 *). 
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Le même calcul des variations conduit avec une aussi grande faci¬ 
lité aux propriétés concernant les rayons gêodésiques cl les perpen - 
dieu la ires géodes iques communes (t. I, pp. 3i>* et 3ia*)« U suffit, a 
cet effet, de remarquer que si Ton tire une ligne géodésique, va¬ 
riable, c’est-à-dire mobile a volonté sur lu surface, soit à partir d’un 
point fixe (tfoi/o, 5„) de celle-ci, soit à partir d’un point ( A» /o» ^u) 
(pieiconque sur une courbe donnée <f(# 0 »y„, s g ) =0 de la surface, 
mais en l’astreignant alors sans cesse à être, au départ, normale ù 
celte courbe, la variation $f ds qu’éprouvera la longueur de celte 
ligne d’un instant a l'autre, et qui sera culculablc dans l'hypothèse 
F = 1 par le second membre de (3a) [p. 55i*] t se réduira au premier 
terme (trinôme) de ce second membre. Fn effet, d’une part, l’en¬ 
semble des trois derniers termes de (3a) y sera nul, élément par élé¬ 
ment, car la ligne considérée ne cessera pas d’être géodésique, c’est- 
à-dire tracée d'après les relations (44) qu’a fournies l’annulation de 
ces trois derniers termes; et, d’autre part, la fixité du point (4* 0 ,/ 0 ,5 v ), 
ou la perpendicularité, sur la courbe ÿ(*o» y 0 ,o g ) = 0 , de la tangente 
en (*•<>,/ 0 , s 0 ) à la ligne géodésique mobile, tangente définie en 
direction parles cosinus directeurs U‘' 0 , y 9 , s' a , entraîne la première 
condition (35) et annule le terme de (3a) affecté des variations w* 0 , 
oy 0t &? 0 . 11 vient donc simpiemenl, en représentant par jr\, z\ les 
cosinus directeurs de la dernière tangente à la ligne géodésique ainsi 
mobile, 

( f8) ïfds an /jî#, H- 


Or cette relation montre que, si la ligne géodésique conserve sa 
longueur ou a sa variation $/ds nulle, sa seconde extrémité (a*i,/i,5 ,) 
vérifiera la seconde équation (35), exprimant la consluuie normalité 
de sa tangente en ce point (# 11 / 1 , 01 ) a la trajectoire de celui-ci. 
Donc les lignes gêodésiques équivalentes émanées, sur une sur¬ 
face, soit d'un même point et dans tous les sens possibles , soit des 
divers points d'une même courbe quelconque et alors normale¬ 
ment à celle-ci, se terminent à une courbe qui les coupe toutes à 
angle droit . On reconnaît bien la les propriétés, découvertes par 
Gauss, des cercles gêodêsiqucs et des parallèles géodésiques. 


4H2*. — Minimum d’une intégrale plus générale que /F(#,/, z)d$\ 

principe de la moindre action. 

L'intégrale /F(#,y, c)«/a, quand on y suppose les trois coordon¬ 
nées x> y, z simultanément variables avec continuité, mais d’ailleurs 
arbitrairement, depuis un premier système assigné / 0J z 0 de va- 
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leurs Jusqu* à un dernier système ^ donné aussi, x v y u revient à 
sommer la suite des valeurs de l'expression 

F(jf\y, 41 /ÎL * ^elyi + <7;* ; 

car s désigne justement une variable auxiliaire définie de proche eu 
proche par la formule même, ds = \Uù % -f- dy s + cte *, de ses petits 
accroissements. Or on peut généraliser cette expression, d'abord en y 
supposant quelconque le nombre des variables a', y, # .. de la fonc¬ 
tion F, puis en définissant la variuble auxiliaire par la condition 
d’avoir sans cesse sa différentielle non de la forme dy* 

mais de la forme plus complexe t /où a , b >.., sont 

des coefficients positifs constants, et f(x, r, ,..) une fonction égale¬ 
ment positive, du moins dans ies intervalles où se trouveront compris 
;r,y,.... Alors appelons t, au lieu de s y la variable auxiliaire, â dij - 
Jérentielle essentiellement positive, ainsi définie par l’équation 

(fo) a \fir % y*...)dt 4 - = «(//* 4- 0 .. ; 

et l’intégrale dont nous voulons nous occuper, plus générale que 

/!' (***» Xi 'S) ds, 

sera 

(5o> JT(«r, r,.. ,)dt. 

File admettra un minimum, si nous supposons le facteur F(*r, 
positif comme dt, et sensiblement différent de zéro au moins dans 
d’assez grandes régions de l’étendue où évolueront x, y , .. .j car, de 
quelque manière que x, y , ... varient simultanément, en allant des 
valeurs initiales données y vi ... aux valeurs finales , aussi don¬ 
nées, y u .,la somme des élémeuts ne pourra évidemment pas 
s’abaisser jusqu’à la limite zéro, tandis qu’elle grandira sans mesure 
quand x, y f ... s’écarteront beaucoup, en quelque sens que ce soit, 
des intervalles respectifs compris entre x 0 et .r,, y 0 et^'j, .... Il y 
a donc lieu de chercher comment ces variables x, y , ... devront 
changer en fonction de Tune d’elles, ou plutôt en fonction de la va¬ 
riable auxiliaire t , pour que la somme (5o) soit le plus faible possible*. 

Supposant ce mode de variation réalisé, nous imaginerons qu’on y 
apporte de petits changements arbitraires, ou que chacun des sys¬ 
tèmes successifs de valeurs par lesquels y passent les variables x, 
y, éprouve des modifications élémentaires quelconques o.r, 
; et nous aurons à écrire que ces changements ne produiront 
sur l’intégrale (5o) qu’une altération totale du second ordre de peti- 
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te^o, Dans chaque élément F(o*,j',...) dt } le facteur F deviendra 

I l NI* 

1 ~r <A' OU 


I* <ll'\ 

r *: -T- w 
<«.* 


<W S 

,7F ^ 


(^uant «u facteur dt f il croîtra de la quantité îdt qui se déduit de 
( \<j) en y substituant de même, a chaque système w, y, ... de 
valeurs des variables arbitraires, les nouvelles valeurs a* *r 0 .r, 
y H- \v, ... et, par suite, aux accroissements dr, dy, ... de ce* 
variables entre deux systèmes consécutifs, Jes nouveaux accroisse¬ 
ments 


d*' -r d or, dy — d $y, .... 

La variation du premier membre de (. 59 ), où dt l devient 

(<// 0 d( /* — dl* -r dt $ <//, 

est ainsi, évidemment, 


[ '*(/h - o/)( d (* •+- t,// 0 7/ ; — /*./</{* 


| = i/rf/ ? rft + «//« ( JUs ~'V + ... j : 

et si on Légale ù la variation analogue du second membre de <4«# 1 - 
savoir, a »« djcd o.c 4 - ‘kbdydly il vient, en isolant finale¬ 

ment 0 <//, 

,. , % dt ! df ^ d/ s a dr it dy as 

in) ,,(lt *“ “ -%■v + -yl ' 4 "ïf~(/i c “r/dï ({ ' v ""•••■ 

Donc, chaque élément Fr//, dans (5o), variant de 

«7 S F -T- K 5 rf/ = f// ( ~ 5* Fî <//, 

v / 

la variation tout entière de l'intégrale sera, après substitution ù idl 
de sa valeur (5i), 


tis; 


. f\/dV F ,<IV 

I J dx) U dy 


F df |., 

<o : ) '* 


/* £i F rfjr . ■> fOPdy,^ 



11 ne reste plus qu'à y intégrer par parties les derniers termes, 
affectés de d o.r, c/oy, ..., afin d'en éliminer ces différentielles (non 
arbitraires) de variations. Nous aurons, en indiquant toujours par les 
indices o, 1 les quantités prises res pool 1 veinent aux deux limites infé- 
IJ. — II. Partie complémcntairç, 3U 
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rieure et supérieure, 


iM) 


I «/Vr,.. ,)M -1 if (« £ b- 4.4 jjt %... )] ‘ 


I 




Le terme aux limites disparaît u cause de ia fixité des valeurs 
extrêmes .c 0 , jv ... et y ï% ...» qui revient à y faire 
Sr o f ..et les conditions du minimum prévu se réduisent à an- 
mder, sous les signes /du second membre de (o3), les coefficients 
totaux de o.r, ov, .... Les formules cherchées reliant .**, r, ... a / 
seront donc, apres division par dt, les équations différentielles du 
second ordre simultanées 


• <1 / <h' . dV K <(/ 

i a </7 \ ü/* / ~~ dr 'à/ dH 9 

< *4 i « , rf / £(r\ _ dV _ JP <{/' 

1 dt\%fd() c(\ \f7iy 


Klles se simplifient, non seulement quand on prend 

a / -= r, a » b s=,, » = i 

et, par suite, dl --r- dy 1 -r..., ce qui (sauf le changement 
de ^ en * et le nombre actuellement quelconque des variables a*, 
les réduit à la forme déjà obtenue (33) [p. 53i*], mois, encore, 
lorsqu'on pose/(a% y ,.,.) = F(a‘, i\ ce qui les change en 

... d*r dV . d i F dV 

c> ‘> “ 7JF =r T*' 6 7f,7=7/f . 


Alors l'intégrale (oo) rendue minimum est, d’après la valeur de 
...) ou de F(.r, i*,...) déduite de (. 19 ), 


1 5f>) 





Supposons que »r, ... V désignent les coordonnées respectives, 

.r, y, 3 , x\ y f 9 z f , & r , y", z 9 y des divers points d’un système 

matériel; que, de plus, on ait pris les masses mêmes m t m' } ... 

de ces points pour les coefficients nr, b, ,.lesquels seront dès lors, 
respectivement, les trois premiers, m , les trois suivants, m', etc., 
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enfin, que la variable auxiliaire l soit le temps, u éléments succes¬ 
sifs dt liés aux éléments de chemin 

( 5 ; ) ds = fdï*^7iy*^(h*> ds ~ s/dït-^d/t+dT*, d*'- . 


parcourus durant leur écoulement, par une équation dite de conser¬ 
vation des forces vives ou de Vénergie, de la forme 


08) 


m ds^ m * <f s 'i m * ( i/i 
x dt * ‘à dt* •a dt 1 




) 


et, dés lors, identique ù 2 /(#,?, .. JdP — mdsi + m'eis '*-*-,,. ou 
a (49)* On voit que le double de (5(3), savoir, 


ou 

<*.»> 



■) 


? 


/( 


ds . 
m « 7 - r« 
dt 


. ds* , 9 df . \ 

/*< -rr «A* -4- //I - f/jf ), 


</r 




sera minimum si le mouvement des masses m, m /«', ..., entre le-» 
situations initiales données 


(^<|> y fit ^l>)i (*^0 P J'o» 

et les situations finales, également, 


(***i^ t)> 


« • « i 


est régi par les équations (55), devenues, sous une forme plus con¬ 
densée, 


d*(a%.r<s) 


dl ? 


(fin) « y r 


> m 


t dHx\y\z’) 
dt* 


tfK 


/ « f «7 • ( t i 


Or il se trouve que ces équations (Go) sont précisément celles du 
mouvement effectif de tout système matériel soumis aux seules ac¬ 
tions mutuelle» de ses divers points, la fonction F y désignant la 
demi-force vive totale dans chaque situation, conformément au prin¬ 
cipe physique de la conservation de l’énergie. On peut les déduire 
justement cio ce principe, combiné avec une autre loi physique capi¬ 
tale, d’après laquelle les accélérations, ou dérivées secondes des coor¬ 
données .r, y t 5, a?,y f ... par rapport au temps /, sont fonction 
uniquement de tr, y, z t a J ,y\ ... (*). 


C) Voh\ par exemple, les seconde et troisième de mes Leçons synthétiques 
de Mécanique générale (pp. is et î3). 
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Culte dernière loi revient donc à admettre que la nature rend mi¬ 
nium l'intégrale (59) dans tout passage d'une situation du système à 
mie autre, puisque l'hypothèse du minimum implique également les 
véritables équations (Go) du mouvement. On appelle action dé¬ 
pensée, lors d’un tel passage, l'expression même (09), somme des 
produits des masses déplacées m, w r , m\ ,.. par leurs déplace- 

méats élémentaires ds t th *, rf/ f ... et par les vitesses » 

ut ut 

* * * arec lesquelles ces déplacements s’opèrent* Aussi lu loi phy¬ 
sique en vertu de laquelle ('intégrale (09) est ainsi rendue minimum 
a-t-elle reçu le nom de Principe de la moindre action* 

Vers le milieu du xvm* siècle, Maupertuis, puis Kuler et Lagrange 
Puni mis eu vue, savoir Maupertuis et Kuler dans des cas particu¬ 
liers, Lagrange d'une manière générale. Il constitue l'application, au 
problème des changements de situation des systèmes matériels, de 
cette loi suprême d'épargne (t. 1, p. 170), encore inconnue dans son 
énoncé complet, dont Je principe de l'économie du temps, posé par 
Fermât pour la théorie de la lumière, fournil une autre application, 
savoir, celle qui concerne les chemins suivant lesquels se fuit (du moins 
en quantité sensible), entre deux points donnés, la communication suc¬ 
cessive des petits mouvements émanés d'une source lumineuse. Celle 
seconde application est parfaitement distincte de la précédente; car 
on n’y considère pas des mouvements simultanés pour l'ensemble 
d'un système, mais, au contraire, des mouvements qui atteignent 
successivement diverses tle ses parties, ou qui, à chaque instant, 
présentent en scs différents points toutes (es différences possibles de 
phase. 


l»j*. — Sur des cas où, pour distinguer entre un minimum, un maxi¬ 
mum et l'absence tant de l'un que de Vautre, il convient d’attribuer, 
aux variations, des valeurs sensibles, au lieu de valeurs infiniment 

petites; applioation à l'intégrale J F ds t prise entre deux 

points fixes. 

Dans les applications que nous avons faites jusqu'ici du calcul des 
variations, la nature de la question indiquait a priori l'existence 
d'un maximum ou d'un minimum ; en sorte qu’il nous suffisait, pour 
déterminer ce maximum ou ce minimum, d'appliquer le priucîpe de 
Fermât revenant a annuler, dans la variation de l'intégrale, l’ensemble 
des termes du premier ordre de petitesse. Nous pouvions donc négliger 
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ceux (1 ordre supérieur, ii u'e» sera plus toujours ainsi; et il y aura 
lieu, «lors, d'évaluer ces derniers termes, principalement ceux du 
second ordre dont dépend en général le signe, toujours positif 
dans le cas du minimum, toujours négatif dans le cas du maxi¬ 
mum, changeant dons les autres cas, des petites variations effectives de 
l'intégrale à partir de sa valeur déterminée parle principe de Fermât. 

J C** 

f f(x, v, /) Av par exemple 

a 

(avec a et b constants), est assez simple, il peut y avoir avantage à 
supposer quelconque et non plus infiniment petite la variation indépen¬ 
dante, que nous appellerons alors Ay, éprouvée par chaque valeur 
de la fonction y de x } variation qui sera, comme y, une fonction 
finie de x y et à former dans cette hypothèse l’expression exacte ou 

complète, f j/(.r, y -t- A y, y' -t- ^ J ~f(* K r,/ ij </x, de la va- 
nation correspondante A f /(.t\y, y 1 ) djr de l'intégrale, tën y déve- 

V ,1 

loppant, s'il est nécessaire, la fonction sous le signe f suivant les 

puissances de A/ et de -j-r» mais surtout en tenant compte de la 

forme imposée b y par l'annulation identique de l'ensemble des 
termes du premier degré, on pourra parfois, très facilement, mettre 
en évidence le signe de lu variation de l'intégrale et reconnaître ainsi 
la nature du résultat obtenu. 

Prenons pour exemple toute somme relative aux divers arcs infi¬ 
niment petits <à d'une courbe, et dont les éléments soient les pro¬ 
duits F ds de ces arcs respectifs ds par une fonction donnée quel¬ 
conque F de leur direction , fonction qu'on peut, en y introduisant 
comme variables les cosinus directeurs de ds, dérivées des coordon¬ 
nées rectangulaires x, y, z de la courbe par rapport à l’arc s, écrire 

f(~~i -g y Supposons d'ailleurs fixes ou connues les deux ex¬ 
trémités de la courbe, et, choisissant pour axe des œ la droite qui les 
joint, adoptons l’abscisse x comme variable indépendante; ce qui 
nous donnera, dans le problème, deux fonctions y et z t de æ, à va¬ 
riations arbitraires entre deux limites conslautes a et b, mais nulles 
à ces limites mêmes. Chaque arc ds devenant 

y/1 - r y * _ r - î <&r f 

l’élément F ds prendra la forme <p (y f , d) dx, où y sera une fonction 
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connue ; et Ton devra ainsi considérer l'intégrale 


(03) 



Comme les dérivée* y', 5 ' y auront pour variations infiniment petites 
respectives et^j» la propre variation, infiniment petite aussi, 

de cette intégrale, sera évidemment / -£ rfèrn- I dtz* 

Jx^t J y " < h 


ou bien, en intégrant par parties et observant que */, 05 s'annulent 
aux deux limites, 


(Ci) 




On voit que son annulation identique donne comme équations indé¬ 
finies de maximum ou de minimum, d—y-, o, —o> c'est-à-dire, 

dy dz' 

après une intégration immédiate qui introduit deux constantes arbi- 

l nu res c et c , —*-ÿ;,— = c, —— = c. Ce sont deux équations 

finies entre y 1 et z\ de sorte que, résolues par rapport à /' et à s', 
elles impliquent pour y* et pour 4 ' deux valeurs constantes C, C f , 
évidemment arbitraires comme c, c'. Donc/, z seront deux fonctions 
linéaires de a\ et la courbe propre à rendre maximum ou minimum 
l'intégrale proposée (63) se réduira à une droite, savoir, â Taxe des a*, 
puisqu'elle devra le joindre pour les deux valeurs a, b de l'abscisse. 
Ainsi les deux fonctions/, z de x à partir desquelles ou veut main¬ 
tenant considérer des variations finies arbitraires A/, As, sont /cro, 
5 = 0 ; d’où il suit que, sur la courbe déformée, ù laquelle se rap¬ 
porteront ces variations, les ordonnées dans les sens des y et des z 
auront les valeurs A y, A z et, leurs dérivées premières eux, les valeurs 
d\v d\z 
dx 1 9 dx 

La variation finie de l’intégrale (63) sera donc 
(C5> ijf ? o >')d* =jf [? , -~f) - ?(o, Oj] <U. 

On voit que tous ses éléments, du moins en supposant 

assez, peu différents de zéro, seront essentiellement positifs, si la fonc¬ 
tion f est minimum pour les valeurs o, o de ses deux variables, 



/ * / (/j* y \ 

F I -j-t -£» jg ) < (x ' ‘ >C) 7* 

essentiellement négatifs, si, au contraire, <?(o,o) est un maximum. 
Donc Jn droite y ~~ o, 3 ~ o rendra l’intégrale (G3) minium dans le 
premier cas et maxiiua dans le second* 

Uestc le cas ordinaire, plus complexe, où s(o, o) n’est tu un 
maximum, ni un minimum. Alors attribuons d'assez, petites valeurs 

absolues aux quantités ; et la fonction sous Je signe /, dans 

le second membre de (6 <j), prendra très sensiblement, d'après la 
série de Mac Laurin, lu forme 


<7 Ar . </As 

A lu ~ w lu 




Les deux premiers termes de cette expression ne donneront rien dans 
le second membre de (05); caries intégrales auxquelles ils conduisent, 

r ' 1 '* * ^ l “■ f ■ X h t \ .»•h 

</Ay, B / </A3» ou A Ar) , lilAs) , s'annulent 

• „ \ J X . :,l 

comme les valeurs mêmes de \y, A 3 aux deux limites. Ainsi, la for¬ 
mule (Go) deviendra 


Alors, si le trinôme homogène et du second degré placé sous le 
signe / est ou essentiellement positif, ou essentiellement négatif, H en 
sera de meme du changement (00) éprouvé par l'intégrale proposée 
(03) dans le passage de la droite yz=zo t 5=rro à la courbe de forme 
quelconque avant les ordonnées Ar, A 3 suivant les v et les 3 ; la va¬ 
leur de (03), s(o, o)(f> — a), relative à la ligne droite, représentera 
doue respectivement ou un minimum, ou un maximum. Si, nu con¬ 
traire, ce trinôme est susceptible de prendre des signes divers suivant 


Jes valeurs données au rapport de scs deux variables 




comme il arrivera quand lu carré I) 9 de son demi-coefficient moyeu 
surpassera lu produit CL de ses deux coefficients extrêmes, la ligne 
droite y tt o, s:.: o ne rendra l'intégrale ni minimum, ni maximum. 


K« effet, il suffira d'établir entre A y et A 3 , variations arbitraires dans 


rinlervalle des limites, un rapport constant, qui sera, par suite, celui 


même de 




pour rendre, a volonté, le trinôme et, par suite, 


le second membre de (CG), dans tous ses éléments, ou positif, ou 
négatif; d'oi» il suit bien que l’intégrale (03) tantôt croîtra, cl tantôt 
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décroîtra, liai» le passage de la droite s~o aux courbes 

voisines. 

Le cas le plus simple est celui où l'expression proposée f F<h se 
n;<luît à la longueur meme f <is de ia courbe et où Ton a, par cousé- 

tpienl, *(/, d) — s'*. On voit qu'alors la fonction sous te 

Mi;ne/, au second membre de (65), est essentiellement positive. Lu 
droite fournit donc non seulement un minimum, mais mémo la valeur 
la plus petite possible qui existe pour l'intégrale fds y comme il était 
éwdeut. 


iuft*. — Application do la même méthode à des problèmes de maximum 
ou de minimum relatif; propriétés de minimum .dont Jouit la forme de 
l'onde solitaire» 


La même méthode pour trouver et distinguer les maxima ou les 
utiiiiiua des intégrales s'applique aisément à certains problèmes de 
maximum ou minimum relatif, à ceu notamment d'intégrales de lu 

frime f ?(/>/) ^> quand la fonction / de x dont elles dépendent 

vu 


uVs<l arbitraire entre les deux limites a t b qu'avec la restriction de 
taire acquérir une valeur constaute donnée K à une seconde intégrale 

f sous le signe / de laquelle figure comme facteur de <tr 

’it 


une fonction ’H/) <i ue fon sait devoir être constamment de même 
signe (positive par exemple) depuis ar r= a jusqu’à a* — b . 


Alors, en appelant a l'expression f *M r)r/.r, croissante de zéro à 

K lorsque x grandit de a b b, les deux quantités */, x peuvent évi¬ 
demment se suppléer dons le ride de variable indépendante ; car, 
pour chaque fonction y à considérer, ces quantités x et « sont liées 
de manière qu'une seule valeur do l’une quelconque des deux corres¬ 
ponde à chaque valeur de l'autre. De plus, la condition spéciale dis¬ 
tinguant les fonctions y ii considérer, de celles qu’on veut exclure, 
sera que «, partie de ia valeur zéro pour x^za } atteigne chez toutes 
la valeur unique K à l'instant où x deviendra b\ de sorte que le 
choix de u comme variable de la fonction y et comme variable d'in- 

n b 

ti'gralion aura pour effet de transformer la condition / k 

d a 

eu une simple constante de la nouvelle limite supérieure K, et de 
changer, par conséquent, le problème de maximum ou minimum 
relatif en un problème de maximum ou minimum absolu. 
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z* 4 * 

Comme inéquation de transformation u -- f ( y ) */r donne ideti- 

•• i# 

tiquement c/w *}( y) </,r Jd’où ^ ~ <îi()j ^ j * l'intégrale proposée 
I deviendra 


i (i; i 


f ? jvI'OV 

« g . 


r/v rfi# 

<*«.! <T(;V 


et c'est dans celle-ci que l’on aura à faire croître v, pour chaque va¬ 
leur de «, d'une variation Ar fonction arbitraire de //, sauf aux 
limites o et K, oii l'on aura iy o s'il est entendu que lu fonction y 

s’v trouve donnée. 

% 

Soit, cointne exemple, l'intégrale, oft c désigne l'inverse du cube 
d'une certaine longueur constante, 


(OS) 


f (/*-<?/ 


»i dr % 


intégrale prise, ainsi qu’on le voit, pour toute la suite des points (&\v) 
d’une courbe iiifinie y asymptote des deux côtés ù l’axe 

des x y l'ordonnée j*, nulle aux deux limites avec toutes ses dérivées, 
devant d’ailleurs satisfaire à la condition 




f’y*dx.~. K. 


t'—a» 


La constante <: peut être supposée positive ; car, si elle était néga¬ 
tive, un simple change ment du sens de Taxe des y réduirait la fonc¬ 
tion placée sous le signe/ de (08), alors de la forme y 4 .- e/% à 
yt -c/ 5 , sans rien changera (O 9 ). 

Cela posé, on aura ici ?( y, y 1 ) * j'* — cv’, ^(,r.i :/* et Texpres- 

sion (671 sera/ (V^ — cy)du ou/ [] (fjfif) '---c.vji/tf. Ap- 

pelons A v v* la variation xy Ap -f- (Av) 4 qu’éprouvera y* quand, pour 
chaque valeur de «, y croîtra de A y\ et, vu que, par suite, In variation 

* (*£)' 


sera 
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nous mirons, pour celle de l'intégrale proposée, 

<w cy^‘ , ^C cwdu *.(\ (Tf)'*- 

Intégrons enfin par parties le premier terme, en observant que 2 a 
partie intégrée,ou (a + y)J* ^ V = (» + y) -g*»', 
tend vers aéro aux deux limites x -^rtoc, û cause de ses deux fac¬ 
teurs évanouissants , à)', tandis que le troisième 3 est fini ; 

et si nous remplaçons,sous le nouveau signe /, b»y* par <zy &y (A/)*, 
nous trouverons, comme expression définitive de la variation cherchée, 

i\( [H.ïr h* 




Le coefficient de 0 / dans le premier ternie du second membre de¬ 
vant être nul pour la courbe demandée, l'équation difiTérenliette de 
celle-ci sera, en isolant c et divisant par a, 

(TA ' y ik{ yd *<)~ ^ 

après quoi la formule ( 71 ), si Tou remplace, dans son dernier terme, 
l'expression (/ ) par sa valeur tirée de [ 7*1 ), deviendra sim¬ 

plement 

h .- « >k 




du. 


II suffira donc que l'équation ( 7 a) nous conduise à une expression 
de y partout positive, pour que cette formule ( 73 ) représente une 
variation essentiellement positive elle-même, ou pour que la courbe 
obtenue rende l'intégrale proposée ( 68 ) minimum. 

Or c'est justement ce qui arrive. L'équation ( 73 ) s'intégre de suite 
en introduisant comme variable indépendante, au Heu de la quantité 


«rrr / y 1 dx f Taire / ydœ } comprise entre la courbe et son 
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asymptote depuis» l'abscisse o> jusqu'à l'abscisse quelconque #•, 

aire qui, nulle avec y et it pour ce::* oo, varie sans cesse, 
comme u, dans un môme sens quand a* croît, du moins tant que l’or¬ 
donnée^ no s'est pas annulée de nouveau, et qui peut bien ainsi, 
jusqu'à production d'une pareille circonstance, se substituer à u ou 
à x comme variable indépendante. Alors, des deux formules évidentes 

du - : y i dx, di vdx x il résulte ^.- ^ ^ ; et l’équation \ - \) 

se réduit à 


<7l> 


d i y _ c 

f/T 1 ~ 7. 


Intégrée une première fois, elle donne ~ < \ 7), en appelant A 

une constante arbitraire, qui devra être positive pour que y et 7, 
d'abord nuis, prennent meme signe {comme l'indique l'expression 


( ydx de 7) quand x croîtra à partir de Par une deuxième 


intégration, encore effectuée en partant de l'abscisse x 
s'annulent à la fois / et 7 , il viendra 


y: ou 


1 » 




f 14 A» — »*»••= 7 r A* — 1 » - A)*J. 

I 4 


Comme l'ordonnée y doit, aux deux limites, se réduire à zéro, 
cette formate (7^) montre que toutes les valeurs effectives de 7 se 
trouveront comprises entre les deux seules, 7- « et 71-3 A, qui 
annulent l'expression (70) de/, et qui correspondent bien, en effet, 

f/7 

aux deux abscisses } car la formule f/7 . ydx don ne dx — 


et montre que z ~f dc ou 1 .: J'y devient inlinie quand, 7 tendant vers 


l'une des deux valeurs zéro, «A, l’ordonnée / devient de l’ordre de peti¬ 
tesse môme de 7 ou de a A ~ 7. Or, entre les limites 7 = a A, 

l’expression (70) de celte ordonnée y est positive, comme on J’avait 
annoncé après la formule (73). Donc, lu courbe représentée par l'équa¬ 
tion (70) quand on fait varier 7 de zéro à a A, sera la seule qui puisse, 
tout en vérifiant la relation (69), rendre l’intégrale (G8) maximum 
ou minimum ; et elle la rend effectivement minimum. 

Lu constante positive arbitraire A devra se déterminer par la con¬ 
dition (Gy) qui, en v substituant di a ydx* devient évidemment 
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,.u 

f ydv- ■ K, ouj à cause de l’expression de r donnée par te second 
membre de (- 5 ), c (\«* - I »>)“ i . k. Ainsi, i'on aura 


<:0i 


-{/? 


Enfin, appelant /i la plus grande ordonnée v, tjui correspond, d’après 
le troisième membre de (73), à » : A, et dont lu valeur est 


i "** I 
V / / . 


. cA* 

A - T , 


divisons t; 5 ) par /*, puis comptons les aires 7, non plus à partir de 
«** • tc , mais ù partir de cette ordonnée h elle-même, ou, eu d’autres 

termes, remplaçons 7 —A par 7 dans le troisième membre de (-,*>); et, 
pour simplifier encore Téquation de la courbe, choisissons une nou¬ 
velle unité, d’une longueur telle, que la moitié, A, de Taire comprise 
entre la courbe et son asymptote devienne numériquement égale ii la 
plus grande ordonnée h . À cel ell'et, adoptons comme unité lu ion- 
A i 

gueur j qui, rendant respectivement Ja hauteur // et Taire A 
A „ . A* . . 

f t mis et y- s lois plus petites, leur feront acquérir la valeur mimé- 
• A 1 

nque commune y* Alors, en appelant encore r, 7, h les nouvelles 

valeurs de l’ordonnée variable, de Taire limitée par elle, et de la hau¬ 
teur maxima, Ton aura une équation de la courbe 


o r 7* 7 s 

A ~ A* ~ 1 P 


OU 


♦T 


identique à celle qui exprime, sous la forme In plus simple possible, 
le profil longitudinal d’une onde solitaire (p. 55 *). Ainsi, le profil 
d'une telle onde n la propriété de rendre minimum iïnlégrule (68 », 
sous la condition ((mjj* C’est juste meut à cette propriété que Tonde 
solitaire doit d’ètre stable dans sa configuration et de se réaliser fré¬ 
quemment ( ! ). 

be même profil jouit encore d une autre propriété de minimum 
relatif, mais paraissant beaucoup moins importante* 

11 est, parmi toutes les courbes situées en entier d’un même côté 
de Taxe des a*, asymptotes à cet axe aux deux bouts et comprenant 


(‘) Voir mon Essai sur Ut thvariv t(es cuuu: çt titrante* (j». )* 
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enfin une meme uire totale donnée f ydr ~ aA', celle <£ui rend 

«i * 

minimum l'intégrale 


* — « 


<7‘)> 


/"V 


, s dr 
i. » er* f —, 

/ 


où c désigne une constante que Ion peut encore supposer positive, Kn 
effet » si elle ne Tétait pas, on changerait le sens des/ positifs; ce qui 

/•« 

reviendrait à remplacer Taire / —- a A' par -a.V et Tinté- 

•/— « 

r * / \ f/,r 

j- cy*J , dès lors de la forme voulue ( 79'»» 

au signe près, vu que c s’v trouverait négatif. 

Prenons, pour nouvelle variable d'intégration, Taire ? :/ r<A/\ 

«/.„ * 

qui variera sans cesse dans un meme sens, de zéro ù a.V, quand .r 
grandira de — oc a •+■ 00, et qui sera, par conséquent, bien propre ù 
remplacer a\ Comme on aura, ù cause de la valeur ydx de </•?. 

•y r= jî et ou r' t l’intégrale (79) deviendra, pour toutes 

les courbes proposées ù ordonnées do sens uniforme et à même aire 
totale a A', 

(8.0 

4 f/ 

Or, si, pour chaque voleur de 7, / croît de Aj, le carré > do- 
</>' rfAj-y 

V» 

finie do (80) sera donc 


venant (~jr •+• > grandit de a ^ ^ l a variation 


/*ï.V / i(\y * 

(8.) / aJ./A.-f ,h. 

• «.-0 « 'y *- r t> N / 

Intégrons le premier terme par parties, en observant que le produit 

îi-jjj Ay, ou a/' y* > tend vers zéro aux deux limites ,r = :±co où 

s’évanouit le coefficient angulaire /' de la tangente; et nous aurons 
enfin 
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On voit : t” d’une pan, quelamuilatiatt du coefficient de A/, sous 
le signe / du premier ternie du second membre, conduit à poser 
précisément, comme équation différentielle de h courbe cherchée, la 
relation indéfinie (?'t) fj>. ^71*}, qui nous a conduit, eu appelant À 
une constante arbi traire positive, à f équation finie (70) et ù des va¬ 
leurs utilisables de 7 comprises entre 7 r-o et 7 =r: a A, c'est-à-dire a 
la coupe longitudinale d’une onde solitaire; «° d’outre part, que la 
variation de l'intégrale, dés lors réduite au dernier terme de (82), 
sera essentiellement positive, ou que la courbe représentée par (;. v *) 
exprimera bien un minimum. Son aire totale étant d’ailleurs la 
détermination de la constante arbitraire À se fera par l’équation 
•i Y r= > À', ou A = A'. Le problème n’admettra donc de solution que 
si faire donnée viA' se trouve être positive, ou si Ion considère des 
courbes ayant leurs ordonnées / de même signe que c. 


f.m*. - Intégrales s’étendant, l’une, à tout le volume d’un corps, l’autre, 
à sa surface, et dont la somme est rendue minium par la fonction qui 
exprime les températures stationnaires de ce corps dans des conditions 
données. 

Le principe de lu moindre action (p. 5 G.|*) relatif aux déplacements 
des systèmes matériels, celui de Fermât sur l'économie du temps dans 
In propagation delà lumière (t. I, p. 1G7 ) t In propriété de minimum 
qui explique la production fréquente de fonde solitaire le long des 
canaux (p, 07a* ci -dessus), etc., constituent des exemples tendant à 
montrer que les lois naturelles des phénomènes d élai variable impli. 
quent, en général, la réalisation de certains inhuma, ou ne sont uutre 
chose que fexpression même des conditions de ces minium. J/obser- 
vatiou des phénomènes d’état permanent conduit à une conclusion 
analogue. Celle-ci est même évidente dans les cas d'équilibre stable 
d un système matériel élastique, où il y a une fonction, appelée 
énergie potentielle d’éimtk-Ué, aux dépens de laquelle se fout, dans 
le système, les accroissements de mouvement ou de demi-force vive, 
cl dont le minimum correspond justement a la configuration d'équi¬ 
libre stable ; car tout changement des dimensions du système û partir 
du cette configuration entraîne une extinction de mouvement. Or il 
en est encore de même, comme nous allons voir, dans le problème 
d un état calorifique permanent, ou des températures stationnaires 
d un corps (du moins isotrope) ; en sorte qu’on se trouve bien auto¬ 
risé à supposer les lois physiques, d’une manière générale, subor¬ 
données i\ ce principe suprême d'épargne entrevu dés l’antiquité, 
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mais «on encore dégagé complètement, et dont nous avons eu plu¬ 
sieurs fois déjà l'occasion de parler (p. 564 * et t. 1, p. 170)* 

Pour nous borner eu ce moment au cas <1*1111 corps homogène et 
isotrope dont nous appellerons m le volume et ? la surface, la somme 
qui s y trouve rendue minimum par la fonction ? de &,y, 3 expri¬ 
mant ses températures permanentes, est celle-ci : 


/lM , r/th* <h * (h*\ . r, 4/ . 

} JS** & ' h l (9 ~ ■ i,> 

Nous admettons, d’une part, que ces températures satisfassent, dans 
tout le volume w, à l'équation aux dérivées partielles 


<*i) 


f/**3 (l*'2 tft'O 

(Lr*^ Jv* ils* 


r? (,* 


d'autre part, qu'elles vérifient en outre, sur chaque élément ib de lu 
surface, dont du désignera la normale tirée à partir de {'intérieur 
(comme si l’on voulait la prolonger au dehors) et alors définie en 
direction par les trois cosinus de ses angles *, p, 7 avec les axes, la 
condition spéciale 


< 85) - *»<o — ?#) “ ». où 


ch <h 

/ ssa - i-C0îî5t 

an c ix 


eh 


• i*o$ 3 -—eusv, 
dy ‘ '•*- ‘ 


th 

dût 


/«*, étant, comme cos«, cosJî, cos7, des constantes finies réelles pour 
chaque élément di ou des fonctions données de jr, y, 3 aux divers 
points de la surface. Ces relations sont bien, en effet, les plus géné¬ 
rales du problème des températures stationnaires dans un solide iso¬ 
trope homogène (p. 384 *) : ta seconde, (80), se simplifie d’ordinaire 
soit par l'lirpothèse A 4 —-w (entraînant ?*»), quand on donne 
directement la température vrr v 0 de l'élément dv, soit par l’hvpo- 

thèse contraire de /»* infiniment petit (doit une fone- 

\ 

lion connue de a', y , sj, dans le cas limite opposé où l'on se donne 
le IIux de chaleur à travers di. 

Pour reconnaître que la solution des équations ( 84 ), ( 8 , 0 ) rend 
bien l’expression ( 83 ) minimum, attribuons, dans celle-ci, à la valeur 
(supposée quelconque) de v en chaque point (æ*, y, z) t un accrois¬ 
sement fini arbitraire Av, L'expression devenue J > 

aura varié de H- ou, identiquement (en transfor¬ 

mant le premier terme afin d'en éliminer par l’Intégration la dérivée 
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«on arbitraire de A? en a*), de 

d / ifo . * d % v . /d±v\* 


(æ A V '* (*s ?) 5 

et les expressions des carrés ^1, auront éprouvé des variations 

analogues* D'ailleurs, sur chaque élément eh de la surface, le carré 
— « 0 )S devenu de même (o —- A?)*, aura crû de 

U(o — 9y) te -4* (As )*, 

Donc la variation de la somme ( 83 ) sera 

üi i \ L\i (S i?) ■’■•■•] (fm ~ *£ (ë *• • 

I - >(!*>),h •!• jT[(^)'-f-... f'*i(S?)t < h, 

Le premier terme a chacune de ses trois parties intégrable une fois 
ou convertible, par les formules (sa) du u" 313 (p, 93* ), en une inté¬ 
grale relative à la surface *; et, en joignant au troisième terme de 

(86) les résultats ainsi obtenus, dont la somme est 2 f (A *)th 

d'après la seconde formule ( 85 ), il vient enfin, pour la variation exacte 
cherchée de l'expression ( 83 ), 


<*;> ; 


i _ ’X ' t' * ÿ + fej‘ ’X [a * *■< 5 —' * 


Le maximum ou le minimum exigent d'abord, comme on sait, 
l'annulation, dans les deux premiers termes de (87), linéaires par 
rapport ù Ao, du coefficient de la variation A<p, laquelle ne sera pas 
moins arbitraire sur chaque élément cfo de la superficie que dans 
tout élément intérieur </ro d'espace. Or l'on aura, de la sorte, juste¬ 
ment les équations (84) et ( 85 ), caractéristiques de la fonction ? qui 
représente les températures stationnaires du corps proposé. Et d'ail¬ 
leurs la valeur correspondante de la somme ( 83 ) sera bien minimum; 
car les équations (84) et ( 85 ) réduiront l'expression (87) de sa varia¬ 
tion, comptée à partir de celle valeur, aux deux derniers termes, 
essentiellement positifs. 
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500*. — Utilisation do cotte propriété de minimum pour démontrer l'exi* 
tance d'une solution générale du problème des températures station¬ 
naires; autres problèmes, dans lesquels la même méthode atteint un 
résultat analogue et a, parfois aussi, facilité la mise en équation. 


Avant démontré ainsi l'identité d'un système donné de relations, 
savoir ( 84 ) et ( 85 ), aux premières des conditions que vérifie dans les 
hypothèses ordinaires de continuité le maximum ou le minimum 
d'une certaine expression, laquelle est ici ( 83 ), ou ayant, par suite, 
ramené au moins eu partie, l'un à l'autre, les deux problèmes qui 
consistent soit i\ résoudre ces relations ( 84 ) et ( 85 ), soit » rendre 
maxium ou minime» l'expression ( 83 ) dont il s'agit, nous pourrons 
essayer de nous servir de la considération d'un tel maximum ou mi¬ 
nimum pour démontrer l'existence d’une solution générale du sys¬ 
tème d'équations ( 84 ) et ( 85 ). En effet, nous avons reconnu, sur la 
presque totalité des questions de maximum ou de minimum abordées 
dans ce Cours, que, si le calcul des maxinm ou minium est ordinaire* 
meut difficile et laborieux, du moins leur existence s'offre souvent 
comme évidente ou presque évidente. 11 pourrait doue y avoir, à 
transformer le problème de la résolution ou de l'intégration d'un 
système d'équations en une question de maximum ou de minimum, 
l'avantage de rendre certaine la possibilité d'une solution d'un pareil 
système. C'est justement ce qui est arrivé (t. I, p. 1 5 o*) dans lu 
démonstration du théorème fondamental de l'Algèbre ; il nous a été 
plus facile de former une fonction cher, laquelle lu nécessité d'un 
minimum sc reconnaissait aisément et dont les minium correspon¬ 
daient à des diviseurs du second degré, réels et irréductibles, du pre¬ 
mier membre d'une équation algébrique donnée, que de constater di- 
rcctement l'existence de ces diviseurs. 


Voyons s'il en sera de même ici. Pour démontrer la compatibilité 
du système ( 84 ) et ( 85 ), c'est-à-dire l'existence d'une fonction <s qui 
y satisfasse, nous devrons examiner si la somme ( 83 ), oh o désigne 
toute fonction de y, s continue à l’intérieur et à la surface de 
l'espace ro, admet un minimum régi par le principe de Fermât ou de 
Kepler. 

Or, d'une part, cette somme, à éléments essentiellement positifs, 
ne peut pas, quelle que soit la fonction descendre au-dessous d'une 
certaine limite. D'autre part, il suffit d'y donner à o de très fortes 
valeurs négatives ou positives, distribuées comme on voudra soit 
partout (y compris la surface a), soit seulement à l'intérieur, pour 
rendre extrêmement grandes en voleur absolue, dans des régions f (h 
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»u /dm finie», soit les différences ? — ù In surfuce, soit les déri- 

f/*5 

Y * es dvj\y. z\ * ol > par conséquent, dans les deux cas, la 


somme (Si). Il y n donc, en quelque sorte, un état de grandeur 
infranchissable au-dessous duquel ne s’nbnisse pas cette somme 
quand e se déforme de manière ù la faire décroître, et qui, se pro¬ 
duisant sans que ? devienne considérable ni à l'intérieur, ni n la sur¬ 
fuce de l’espace te,constitue un vrai minimum, b’est-ù-dia* une valeur 
parfaitement susceptible d'étre atteinte, entourée de toutes parts de 
valeurs plus grandes. Seulement, la fonction s qui réalise ce minimum 
jouit-elle partout, quant au mode de variation de ses dérivées pre¬ 
mières, de la même continuité que les fonctions voisines ç considé¬ 
rées? Ou, au contraire, est-elle un cas limite singulier de celles-ci, 
qui', en lui donnant naissance, tendraient à perdre et perdraient en 
effet leur graduelle variation, base indispensable des règles de maxi¬ 
mum ou de minimum exposées ici? On ne voit aucune raison de lui 


supposer de telles discontinuités singulières; et alors s’appliquent 
sans difficulté ù celle fonction o les équations (8j) et ( 85 ), expri¬ 
mant l’annulation do toute la partie de la variation (87) qui est de 
l’ordre des changements Ay des variables correspondantes. 


Ainsi, le système (8.'|), ( 85 ) d'équations aux dérivées partielles 
admettra une solutiou, dout l’unité a d'ailleurs été démontrée plus 
haut (p. 384 *). Mois on voit que la démonstration implique i’hypo- 
lliése, dans la fonction réalisant le minimum, d’une continuité au 
sujet de laquelle pourraient, û la rigueur, subsister quelques doutes. 
Peut-être celte difficulté est-elle, au fond, inséparable de celle qu’é¬ 
prouve noire esprit à construire nettement les intégrales des équa¬ 
tions aux dérivées partielles, surtout quand il n'y a pas de variable 
principale pour en régler et en simplifier, si l’on peut ainsi dire, 
l’ordonnance. Alors la pluralité des sens suivant lesquels varie la fonc¬ 
tion inconnue rend pénible ou même incomplète (sauf, sans doute, ù 
la suite d’une longue et minutieuse analyse) l’intuition simultanée des 
détails qu’il s'agit de relier ensemble : or celle intuition est Tunique 
source de notre sentiment intérieur d’évidence et, par suite, de la 
certitude mathématique. 

11 est clair que, sous la même réserve, les raisonnements précédents 
s’appliqueraient, en remplaçant le volume ra par une aire plane et la 
surface » par son contour, si la fonction tp devenait indépendante de 0 . 
ou n’avait à être considérée que dans le plan des ;cy, Us s’étendraient 
aussi à bien des cas de corps non homogènes ni isotropes, parvenus à 
un état calorifique permanent. 
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On peut, mais encore avec tics restrictions analogue* quant à J'hypo- 
thèse analytique de variation graduelle pour les fonctions considérées, 
démontrer de la meme manière (’) l'existence d'une solution du pro¬ 
blème de l'équilibre cTélasticilé d'un système solide pesant quel¬ 
conque» lorsque chaque élément ih de sa surface se trouve sollicité» 
vers certaines situations données» par des ressorts ayant leur tension 
fonction linéaire des écarts qui existent» suivant les trois «xes, entre 
cette situation locale de repos et la situation effective. Ce cas très 
général comprend, à la limite : i" d'une part, celui où la partie con¬ 
sidérée <h de surface est lixe grâce ù l'attribution, aux coefficients 
des fonctions linéaires dont il s’agit, de valeurs infinies, entraînant 
pour les écarts des valeurs milles, et, * ,# , d’outre part, le deuxième 
cas extrême oîi la pression extérieure exercée sur ch est donnée, cas 
où il faut, au contraire, attribuer aux coefficients des valeurs éva¬ 
nouissantes, mais aux écarts des valeurs généralement fort grandes, 
comme lorsqu'on a posé ci-dessus, dans (No), /»* = <>, mais /i s s„r= 
une fonction donnée de *c, r, z, L’énergie potentielle totale que 
rend minimum l’état d’équilibre stable étudié se compose, d’abord, 
de ses deux parties ordinaires, l'une élastique, l’autre de pesanteur, 
représentées par deux intégrales s'étendant à tout le volume w, et, en 
outre, d’une troisième partie, dans le genre du second terme de (K3) 
ou constituée par une intégrale relative a la surface cr, et qui ex¬ 
prime l'énergie potentielle des ressorts sollicitant la superficie. 

C’est enfin d'une manière analogue, impliquant toujours les mêmes 
hypothèses analytiques de continuité, que se démontre (depuis Gauss j 
l'existence d'une solution du problème général de l’Kleclrosta tique, cas 
où la fonction minima dans l'état d’équilibre se réduit à une énergie 
potentielle de forces régies par les lois newtoniennes. 

La transformation des questions de Philosophie naturelle en pro¬ 
blèmes de minimum présente donc, comme on voit, une réelle utilité, 
indépendamment c!e son intéressante signification physique. Lagrange, 
Xavier, etc., s’en sont même servis, une fois sa légitimité établie dans 
toute une brandie d'études, pour appliquer aux divers problèmes que 
celle-ci comprenait le calcul des variations et poser ainsi, en annulant 
identiquement les termes du premier ordre de petitesse par rapport 
aux variations indépendantes, les équations mêmes du problème, tant 
indéfinies que définies ou relatives aux limites. Dans une question assez. 


(*) Comme je le fuis depuis i&30 dans le Cours de Mécanique physique de la 
Sorbonne. 
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délicate* oit les conditions définies sliiclement nécessaires ne se mon^ 
traient pas d'une manière évidente, savoir la théorie de l'équilibre de 
flexion des plaques, il s'est meme trouvé que Kîrchhoflf a découvert 
de la sorte (eu i8.|8) les véritables relations aux limites, c'est-à-dire 
concernant le contour des plaques fléchies. Mais une étude directe 
un peu uUeiUive de la question a prouvé depuis que ces conditions se 
posaient naturellement sans le calcul des variations, qui, tout en les 
indiquant, n’avait pas fuit apercevoir leur vraie raisou d'étre. 


m* m*; la paut i k coni’LÉiiiiNT.uiu; ni* tome ii. 
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